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1. 84 se determine n e N astfel incét fractiile urmatoare si
fie echivalente cu numere naturale:
a) 6 . b) 10 o n+5; d 2n+7; o 6n+14'
n+1 n+2 n+l n+2 2n+3

2. S# se determine n e Z astfel incét fracfiile urmétoare si’
fie echivalente cu pumere naturale :
a) 5 b 12 .9 n+3: 8 2n+1; e 6n+20'
n+3 n+2 n+2 2n-5 3n+5

3. S4 se determine 2 N astfel incat fractiile urmatoate si
fie echivalente cu numere intregi:

38 11 n—1 2n-1 2n+3
a ;b s c 5 d ;€ .
) ) ) n-7 ) n->5 ) 2n-7

n-1" n-2"
4. Sa se determine »n € Z: astfel incét fractiile urmatoare sa
fie echivalente cu numere intregi:

6 9 n-2
a ) 5 C ; d
>n—1 n+2 )n+1 )

2n+5 6n-1
5 €) .
2n-7 3n+2
5.5% se determine n € N astfe] incat:
4n-5 eZ i S5n+3 <z
2n+1 n-1

6. S3 se arate ci, pentru orice n €N, fractiile urmiitoare sunt
reductibile:

2" +10"
a) B
3 +15"

2" +6"
349"’

2" +8 L d) 2"+ 4 ]
3 +12" 346"
7. Sa se arate ¢4, pentru orice » € N, fractiile urmatoare sunt
reductibile:
a w+3n+8

n-n+6’

b) <)

n+5n+12 . ' —4n+12
w-5n+12° A =Tn+12

b)
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	[image: image3.png]8. S# se arale ¢, pentru orice 7€ N, fractiile unnatoare sunt
reductibile:

4.7 g '4.4u+4n+)‘ 10-5" +5™
)~ b) S )
12" =12 7" -7 4.7 -7
9, Sa se arate ci {ractiile urmatoare sunt reductibile:
) 3+6+9+---+150
Y ai8ei24. 4200
b 1-3+42-3+3-3+.--+100-3

T4+2-413.4+--+100-4°
P-5+2° 5+-+100°-5
P g2 8141008
10. S se arate ¢ fractiile urmatoare sunt reductibile:
2-3™.5"+9.3".5"" +.2.15™
3.3"1.5"4£9.37.5"2 43,157

74T 547 08

6.4 7" 4" 7™ +3.28

9.2 .5 4+7.27.5™ +3.10™

4.271.5" £3.2" 5" 4 6.10™

11. S3 se determine # € N pentru care numarul:
a) P +1; by 2 +5; o) Vit +9; d) VP +11
este rational.

a)

b)

)

12. Si se determine » &N pentru care numérul:

a) Vni+23; b) a2l o Jre33; d) Jri+o4
este irational.

13. Si se arate ¢4 pentru orice # € N numerele:

a) Bn+2; by V20n+17; ¢ Ji0sn+12; d) J15n+3
sunt irationale.

14. Sa se demonstreze cd existd o infinitate de numere
irationale.

15. 84 se demonstreze ¢4 exista o infinitate de numere
naturale pentru care numerele:
a) Vit +n+l; by Vit +Tn+2; )N —n+7,
sa fie irationale.

16. 84 se demonstreze ¢4 urmatoarele numere sunt irationale: ,
V2443, B V245, AVZ+7;
DV 9 V243443, AT-T443.

17. Fie x un numdr irational. Sa se demonstreze ca:
a) Daci x>0, atunci vx este irational.

.1 o
b) Dacd x#0, atunci — este irational.
x

18. 8i se demonstreze ca daci x este numar rational
§1 y este nuraar irational, atunci x+y §i x— ¥ sunt numere
irationale.

19. Fie x, y doudt numere irationale astfel incat x — ysi
fie rational. Sa se demonstreze ci numerele:
a) x+y; b) 2x+3y; ©) Sx-2y; ) 10x+3y
sunt irationale,

20. S3 se arate cAdacd a,be N sunt impare, atunci
Va*+b* Q.

21, Sasearate ci dack x,y,z € Q. astfel incét si aiba

. xz .
locrelatia 3 =-——, atunci Jx* +3* +2* Q.
x+z

22. 84 se arate ¢i dacii x, y,z € Q astfel incat s3 aibi

loc relatia (x+y)-(x+z) =, atunci ¥’ + 7 1 2* e Q.

23. Sa se calculeze:
a) VB +12 4427 + 75 + 108 + 147 ;
b) 2+ 8+\/1—8+\/§5+\/%+ 72+\/.9_8.;

) V54320 +/45 + /80 + V125 + /180 +~/345 .
7





	[image: image4.png]24. S se verifice egalitatile:

V2 +B2 =B 18;  b) VB+OB =32 +450;
) 27 + V147 = A8 +/108 ; d) V12 ++/75 =3 +/108.

25, Si se verifice egalitatile:

a) V2 + /18 +/08 =B +/32+/50;
b) /5 +/35 + /245 =20 + /80 + /125 ;
c)ﬁ+ 3+\/3T—\/_8+ 112 +\/§5—2-

26. S se calculeze:
& (V2] +(5) (8] (5] +(46]
) (V2) +(J8) +(48) +(JF6) (32
0 () +(8] +(42) +(8T) (5]
27. S se calculeze:
) +J0.01 +~/0.04 +/6.09 + /.16 ++/0.25 + 036 ;
b) V1214144 +/1.69 +1.96 -6 ;
c) \/ER+\/§.‘8§+ 576«/5'59‘7\/%;
&) 66 :24Z +10V12 : 54 - 20415 :4+5 ;
e)J4—0:2J§+«/6_0:2J§+J§6:2J§+m:2J§.
28. S se calculeze:
a) V6 V2 #4105 +/I5-+/5 +420 4
b)JE»\/E+JE»J§+J2_o.J§+$4'§-\/§;
) V283305 32 T +90-42.
29, S4 se arate ¢ urmitoarele numere sunt intregi:
a) N=+2 f6-+5 1547 31 -V3+i2;
b) N =12 +75 - /48 + /147 ~300;
& N =B -2+27 -3+ V12515 +216 6 ;

8

30, 53 se calculeze:
2) V26 + V2 VB +3-6 + 5 V15 + 6. T3
b) \/_2‘v«/5~\/§-\/6+2x/§g+\/54\/5—ﬁ~\/2~1;
0 (1 B o) (1 + )6 5

& (VB —B)(V-VE)(B +V2).

31. S se demonstreze inegalitagile:

a) B+ B+ 15424 + 35 <20;
h)\/ﬁ+\/§+\/§+\/§+x/—5<30;

c)\/_5+ 5+\/—7+\/_3+«/—0<40
\/“J_\/—JFJF\/F

8 9 10 11 12 13

J—F\/“x/—x/_\/_

4 5 6

OJ_\/_J_J—\/—'J_

8 1z 14 e TTis T <%
V120 140 Vi60 V190 230 250
+ + + + +
11 12 13 14 15 16

32. Sa se calculeze:

a) (ﬁ+1)2; b) (\/5—\/5)2; <) (\/§+x/ﬁ)l;

<63

2

<6.

O (2 -V2) s 0 (-2 +B)'; B (VE-Z +V5)'.

33. Si se rationalizeze numitorii fractiilor:
1 1 1
a) ; b) ;¢ H
NE) NN RN O
i 1 1
dy ;e s H
- -5 b is-3h0"

34. S4 se rationalizeze numitorii fractiilor:

9
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) 5 ¢} . 41. S4 se arate cd oricare ar fi ne N* avem:
RN T R - S o O

+1
35. Sa se calculeze: nslef2s 3+,,‘+\/;S”("2 )
" NCEN ) : ) \/ﬁ—\/_i 42. Sa se arate c oricare ar fi x,y € R avem:
\/§+\/5’ Jg+2 ’ a) Vx' —dx+13 442" -6x+1325;
o2l V2-1 d) ‘/” vz, b) X + 4y —dxy+9+ P 437 —2x+123;
‘/—0+ . ﬁlﬂ \/541—\/— Q) P +37 —2x—2p+6+ X’ + ¥ —Ax—4y+9 23,
D) ﬁ+1+ﬁ+ﬁ; D \/Z_1+\ﬁ+\/z‘ 43. Sa se arate cd oricare ar fi x,y € R avem:
36. S se rajionalizeze numitorii fractiilor: Jxt (x4 l)2 ¥+ 1)2 242
1 1
a) m§ b Virds i hs 44, 84 se arate ¢ oricare ar fi x €[~2,2] avem:
2 2
37. Si se ordoneze crescator numerele: 2204542 ~6x 15 24
1=-VZ+43; VZ-V3+45; V3-5++1. 45. Sa se arate ci dacd x,y e R astfel inct s3 fie indeplinita
38. Sa se verifice egalitatile: conditia 10+x~y-{10~x+y =8, atunci avem
a) V348 43— VB =B b) Y4+ 15 +4/4- 15 =10 ; JH0+x—y+ J10-x+y=6.
46. 53 se calculeze sumele urmétoare:
9B 3B =2: ) JardTE A 15 =G IO T | .
39. Séseveriﬁceegalilz‘\tile' _1+\/§ V2+3 J1000 ++/1001 "
a) v8- (2+*/—) V6442, b) §= LIS S ! ;
w2 1443 V3+45 999 +J100t
b) V13=7 457 =243+ PP 1 ‘
) V345 + 3-8 #4635 = J6 435 . MR F N N J1000 ++1003
1 1 1
40. Sa se arate ¢4 produsul numerelor: d) S= + PR i
Ny = (V2 3 +5)(VE + - B) si V2448 Ja+le 1000 + 1002
47. 84 alcul N
Z(\/_Z__\/g+\/§)(_\/i+\/§+\/g) iisec C\ch]eSuma )
este numar natural.

+ ook .
ez 5426 3993+ 2419961997

10 1





	[image: image6.png]48, S#f s caleuleze suma:
1 1

1
. l e — e
Jriads Js+2dis 3992421995197

49, 8 st arate c&:

B2 B, 5%

<998.
3 4 1997
50. S3 se descompuni in factori:
a) a® +2ab+b7 ~c*; by abe? +3abe +2ab;

&) a° —b2 -2k - d) (2a+1)34(a—1)]:
&) (=" =5} —4a%%; ) 25¢° ~4a® +12ab—98%;
@) a’b+ab* +bic+be? +a’c+ac® +2abe.
51. S4 se descompuni in factori: ) )
a) (a+b)3~as—b3; b) (a+b))—-as—b’;
c) 24(a2b2 +htvc’d )—a‘ —b' -t
52. S4 se arate ¢d dacd a,b € R astfel incit a+b=1, atunci

au loc egalitaile:
a) o +b* =1-2ab; b) &’ +b =1-3ab.

53, Si se arate ca daci a,b,c € R, atunci:
(a+b+c)3 & =b - =3-(a+b)(b+c)(c+a).
54, Si se arate ca daci a,b,c « R, atunci:
&+ —3(/1bc:(a+b+c)(az+b2 +cz—ab—bc—aa).
55. Sa se arate ci daca a,b,c e R astfel incat sa avem
a+b+c=0,atunci @* +b> +¢’ =3abc.

56. S# se arate 3 dacd a,b,c < R astfel incdt a=b, b#c si
¢ # a, atunci au loc egalitatile:

12

a b c
a-b)(a—c) (b-c)(b-a) " (e~a)(e=b)

2

a) =0:
( 3

b) 4 + PN =1.
(G M 3 e oy
57. Sa se descompuni in factori:

a) ag(b—c)+bz(c—a)+cz(a—b);

b) az(b+c)+b2(c+a)+cz(a+b);

) a“(bz—cz)+b‘(cz—az)+c°(az—bz),

58. Sa se arate ¢ dacdl ab+ be +ca =0, atunci:
a b ¢ __ap e
b+c c+a a+b abc

59. Fie a,b,e R, astfel incit a+5=1. Sa se demonstreze
& a+b =abe>a=bh.
60. Fie a,b,c € R;, astfel incat a+b+c=1. 54 se demon-
streze c&: @b+’ + ' =abe s a=b=c.
61. Fie a,b,c e R, astfel incat a-b-c=1. Sa se demon-
streze ca: @’ +b% +¢* =i+%+l©a=b=c.
<

a
62. S4 se compare numerele:

@) N, =2"5i N,=9";  b) N, =8"5i N, =9";
c) Af‘ =4N7 $l N2 =5l25; d) N, =5]5L) $l 1\,2 =6l]3;
QN =T"§i N, =3 N =4 N, =3"";
g N, =27 §i N, =5,

63. Fiind dat @ <R, s se compare numerele:

al sia; b) 2a sia+i; ¢) 2a+l st a~1;
d) a-1si a+1; ) a+2 si2a+1; f) 3a+l §i2.

13





	[image: image7.png]64. Sa se calculeze:

(B2 555,

65. Pentru x >1 s4 se expliciteze:
a) r=l+x+1: by p++]x+2; © [x—1]+}x=2];

) [x=2f+x+2 @ |x~|x‘l“; t)]]x—1|+1|4
66. S se arate ci oricare ar fi x[0,1] avem:

5o afiox —J2-x-2f1=x =1.

67. Pentru x 22 sa se arate c are loc egalitatea:
‘x—|x—2|| +Ix+|xf 2]] =2x.

68, Sa se demonstreze egalititile:

a) [’][0,1)= {0} » N 0"-*—1} [0.1]

neN'l B

o n[l—zi]={1} e 3"”] (23].

+1

69. S se determine:

[ 4n+3
Y U[ ] ” .H-_O’m]

neN

3n [, 5n
©) U[l —_‘ d) LJ l’ﬁ}'

neN’

70. 84 se calculeze:

a [3] b [«laTﬁ] 9 [ 3+\/3+_J§]

71. S se calculeze:
) [1+42] b [(1+\/E)2] c) [(1+ﬁ)3].
72. S3 se calculeze:
14

.p.

) [VE -V [VE- ][5~ ):
o) [ ]+ [ V5 -2 ][ V6 - ]+ [ V7 -
C)[\/_ ] [\/— f]+[x/7 ﬁ:|+[«/§

o3
v'
S

=
a5

73. 84 se calculeze:

o [ D] (i m)’] c)[( =) .

74. 8a se calculeze: ':

N «f T ]
75. 84 se calculeze:
][] +[5).

76. Sa se calculeze:

pisee]
77. S4 se arate ca:

(223 oo ]2,

78. Sa se arate ca:

(3] [ V23] 50,

2

79. Sa se calculeze:
a) {ﬁ} b) {J2+J§} ¢) {\/1+\/2+\/§}.
80. S se calculeze:

) {1+ b {(1+\/§)2} 0 {(1+J§)3}.

81. S se calculeze:

15
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83. S se calculeze:

a) {JrtreD} b {Vnr1-Ju} o [Vn¥2 -}

84. Sa se calculeze:

(7 b (V5 B} (T -}

85. 4 se demonstreze ci (V)xeR i (V)keZ:
a) [x+ k] =[x]+k: by {x+k}={x}.

86. Sa se demonstreze:
a) [x]=roxez b) {x}=xoxe0]).

87. Fie x,y e R. Sa se demonstreze ci:

{x} ={y} < x-yel.
88. Fie x,y € R-Z . Si se demonstreze cé:
{x}+{y}=lox+yeZ.

89, Sa se demonstreze ca (V) x,y €R au loc relatiile:

a) [x]+[y]$[x+y]£[x]+{y]+l; b) [xy]?.[x]{y]‘
90, S4 se arate cd dacd x ¢ R, atunci:

]+ [x + ﬂ =[24] (identitatea lui Hermite).

91. Si se arate ca dacd x € R, atunci:
i

{x}+{x+%}={2x}+5.

16

2. ELEMENTE DE LOGICA MATEMATICA.
INDUCTIA MATEMATICA.
PROBLEME DE NUMARARE.

1. S se determine valoarea de adevar a urmétoarelor
propozifii:

a) 2+7=9; b) 3:3=12; ¢) 4-3<10; d) V3 € Q.

2. Si se determine valoarea de adevdr a urmaitoarelor

propozitii :

a) (A)xcZ astfel incdt x*+x+1=0;

b) (F)x € Q astfel incdt x*~3x+2=0;
) ()xeR astfelincit x*-x+2=0;

d) (3)xeN astfel incht x* —6x+5=0;
e) (V)xeR avem x’~10x+9>0;

f) (V)xeR avem xz—4x+3|+1x—l|¢0;

) {¥)xeR avem JC——"—;>0;
x—
h) (V)XGR avem x°-S5x+15>0.

3. Se considera propozitiile:
P:3+7=10",4:,445=10"5ir: ,,2-5=10",
$4 se stabileasci valorile de adevir ale propozitiilor:

. o o pvapvr g pag, pargarp—sq
4. Folosind tabelele de adevar si se verifice :
ay{pvp)rp=p; by (pap)vp=p;
o (pvg)vr=pv(gvr); d (pAq)ArEp/\(q/\r) N
e)pAqE—Q(jpv_‘q); f)quE_l(-ipA_lq);
9 lpog=pva; b p- =N png);
17
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5. Demonstrai ¢a urmdtoarele formule sunt tautologii -

W (p —>rl)<->[(11)‘>(_1p)] 0 Npag) e (Tpiv(h):
©) (_[q/\(P—NI))—;h’ ;o) ((p—>q)/\(_lp—~>q))—>q .

6. Sa se calculeze sumele urmitoare si apoi sa se verifice
prin inductie matematica corectitudinea calculului :
a) S=1+345+-42n-1;
b) S=2+4+6++2n;
¢) S=F+3 45 4 +(2n-1)";
d) S =2 +4 +6 +.-+(2n)" ;
&) S=13+33+53+~-»+(2n—1)3.
7. Sa se calculeze sumele urmdtoare si apoi s se verifice
prin inductie matematica corectitudinea calculului :
a) S=145+9+-+dn+1;
b) S=2+5+8+--+3n-1;
¢) $=2+6+104---+4n+2;
d) S=1+52+9" ~v—»»»+(4n+1)Z ;
e) §=22+5+8 +--+(3n-1) ;
) S=2246 4107+ +(4n+2)";
Q) S=P+5+9 +~-+(4n+1)3 ;
h) §=2+5 +8 ++(3n-1).
8. Sa se calculeze sumele wrmitoare $i apoi si se verifice
prin inductie matematica corectitudinea calculutui :

a) §=1-242-3+3 -4+ +n(n+1) ;

b) S=1-3+2-443-5++n{n+2) ;

¢) S=1-44+2-5+3-6++n(n+3)
18

d) S=l+(1+2)+(1+2+3)+~»~+(1+2+--~+n)
€) S=1+2(1+2)+3(1+2+3)+»-«+n(l+2+~~+n)
D S=2P+3-22+4-F vt (n+1)?
2 S=V-n+2%(n-1)+--+r* 1
h) §=1-2:3+2.3-4+- s n{n+1)(n+2)
D §=1-2:3-4423-4-54 - +n(n+i)(n+2)(n+3).
) 9 Sa se calculeze sumele urmatoare si apoi si se verifice
prin inductie matematica corectitudinea calculului :

@ s=-L 1

F— .
12723 n(n+1)
1 1

b) S=—t—tpe .

1-3° 3.5 (2n-1)(2n+1)’
C)S=*l—+ t

L .
1.4 4.7 (3n—2)(3n+1) ’
1 1 1

d) S= + ek ;
123 234 n(n+1)(n+2)°
1 1 1
ey S= + +oet R
1.3.5 3.5.7 (2n-1)(2n+1)(2n+3) °
5 s 1 1 1

= + oot
1-2:3-42.3:4.5 n(n+1)(n+2)(n+3)’

) IQ. Sa se verifice prin inductie matematici urmatoarele
inegalitati :
a) 22’ -Ln22; b2 >mneN :
)2 2m-LneN; d)2">2m+3n24 ;
)3 z2n’ n22 D3I =ntrnt+lnzs
g 4" 22n+l,neN; h)5 >n’, neN.

11. 8d se verifice prin inducie matematic inegalitatile :

19
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S
(2n+1)
Fant

‘ a) 14243+ 40 <

by P+22 43 4 tn’ <

an
©) 12+32+57+-~+(2n~1)2 <%;
D P+3+5 o+ (2n-1) <20

VI 2+V2 344, n(n+1) <n(n+1};

1.1 1 1 2n-1
— ke b — <
9 1!+2! 3! n! n

,(V)n>3;

1 1 1
4] \/;<1+E+—£+»»»+—\/—;<2x/;,(v)n>3;

n 1.1

—<l+—t—++
h)2< 2 3 2"-1
L 21 1

20 B+l

<n,(V)nz1;

(V)n>1A

12. S# se arate ¢a oricare ar fi ne N, n2>2 avem:

& )t
n+t (nfy

13. Si se arate cioricare ar fi ne N, n>2 avem:

3" < (3n)!
2(n+2) (2

14. S& se arate ca oricare ar fi ne N,n>2 avem :

gledeenl o pp

15. Si se arate cii pentru orice 7 < N—{0} avem :

a) 321 422 sedividecu 7;
b) 3 +40n-27 = sedividecu64;
29

c) 342508 se divide cu 11 ;
d) 5772 43772 se divide cu 19 ;

e) 179 +3.9% se divide cu 5 ;
f) 3177 +25" se divide cu 4 ;
g 5177+ 5% se divide cu3 .

16. 84 se stabileasca cite numere are succesiunea:
a) 22,24,26,---,220;
b) 101,103,105,---,999;
¢) 121,124,127,---,571;
d) 100,103,106, ---1000;
e) 6,12,20,30,---930;
f) 815,24,35,---,575;
111 1 1

Y e o

17. Intr-o clasa sunt 10 biieti §i 17 fete. La reuniunea de

sférsit de an danseaza fiecare baiat cu fiecare fata.
54 se stabileascd cate perechi baiat-fatd au dansat.

18. 83 se stabileascd céte numere de 3 cifre se pot forma cu
cifrele 12,3, stiind ci fiecare cifra intrd o singura dati in

alcatuirea numarului.

19. 83 se stabileasci cate submulfimi are o mulfime cu 4

elemente.

20. Se considera muliimea {1,2,3,4,---100}. Sz se
stabileascd cate numere din multime sunt:
a) divizibile cu 3;
b) divizibilecu7;
¢) divizibilecu 12;
d) divizibile cu 15.

21. Sa se stabileasca cate numere de 4 cifre se pot forma cu
cifrele 2,3,4,9 stiind ¢ pe prima pozitie este o cifrd pard §i pe a

doua pozitie o cifri impara.
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	[image: image11.png]3. INEGALITATI

1. Si se demonstreze & dacd a,b € R, , atunci sunt
adevirate urmatoarele inegalitati:

ab _a+b 4 1.1
+b22+Jab; b < ; — <+
D4 “ )a+b 4 © a+b a b
a+b _a+b arb _1(1
d) ——=2——; <= 4,859,
) a+b 2 e a2+b T 2\a b) Dy a

2. Sa se demonstreze ca daca a,b.c € R , atunci sunt

adevirate urmatoarele inegalitati:
a) a®+b’+ct 2 ab+be+ca;
b) a+b+c233abc .

3. 54 se demonstreze cd dacd a,b,x,y € R, atunci sunt
adevirate urmatoarele inegalitati:
a) (az +b’ )(x2 +y* ) 2 (ax ery)2 (Cauchy-Buniakovski)

by Jat+b +x*+y? a+x b+y) (Minkovski).

4. Sise demonstreze c¢i dacd a,b € R, atunci sunt adevérate
urmnatoarele inegalitagi:

a) a2+~12— b B ek 207,
a b
2 l 2 1

b) Ja'+ 4 B 2242,
b a

5. Sase arate ca daci a,b € R, atunci sunt adevarate
urmitoarele inegalitati:
a) @’ +5’ zab(a+b);

b) (o +57)(a* +b*) 2 4" (a+B)":
<) a2+b2+824(a+b);

22

d) 8ab(i-ab)<(1+a?)(1+5%);
e) (a-+~b)4 sg(aA +b‘);

6 a'+b >(a+b]i

2 2
g)ﬁz——lzl,w&b:o;
L
a b
)a+b a+b 2 +h
2 T2 7
3 3 4 4
i a+b a’+b P +b :
2 2 2
. a+bh a b
i) T

I+a+b l+a 1+b

6. Sase demonstreze ci daci a,b,c € R, atunci sunt
adevarate urmétoarele inegalitdti:

a) (a +b2)(a +c ) (a +bc) H

b) (2a-3b+c) 2 (a+2b-3c)(-3a+b+2c);
) 3-(:12 +b° +c7)2(a+b+c)2;

d) & +b*+P+1224(a+b+c);

&) & +b +c” +4828(a+b+c).

7. S& se demonstreze ci oricare ar fi a,b,ce R, , sunt ™
adevirate urmatoarele inegalitifi:
a) @’ +b* +¢* 2 3abe
b) &8 + 5 + e’ 234727
¢} 9abe <{a+b+c)(ab+be+ca);

0 L LY sopsoceo;
a+b+c a b ¢
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o U HE avbre L prcxo.
a+b+e¢ 3

8. $a se demonstreze ¢ oricare ar fi a,b,c € R, sunt
adevirate urmatoarele inegalitati:
ab be ca _a+b+c
a) < 5
a+b b+c c+a 2
SPELENR EE P | l+l+i);
atb b+c c+a 2
a+h B’ F+ad’
b ——

L]

za+b+c;
a+b b+c c+a

a+b b+c c+a _1 1 1.
@b B+t Fvd a b
a+b b+c c+a

+——+——26.
a b

4

€)

9. S se demonstreze cd oricare ar fi a,b,c € R}, sunt
adevarate urmatoarele inegalitati:
a) (a+b)\/z+(b+c)\/;+(c+a)\/l;26x)abc )
b) (az +b2)c+(bl +cz)a+(62 +a2)b26abc;
) (az +bz)(b2 +cz)(c2 +a2)2 8a*b*c*;

&) (i +a)(i+ bj(i+c) >8.
ac ab be
10. Si se demonstreze ci oricare ar fi a,b,¢ e\R', , sunt
adevirate urmitoarele inegalitai:
2) @6’ + b7 +c’a’ zabe(arb+c);
b) z+ﬁ+ﬂ2a+b+c;
a b ¢

a B a c b
€) g+ —+—+—;
b ¢ d ¢ b oa

24

d) ab+bC+CaZ(l\/£+b\/-t;+L'\/;3;
e) a+b+c2Jab+bc +ea;

) @' +b* +c* zabe(a+b+e);

11. Si se demonstreze ¢ oricare ar fi a,b,c € R', N
avem:

1 1.1
a) (a+b+c)[;+;+;)29;
b) (a+b+c)(ab+bc+ca)=9abe;
c) (a+b+c)(az+b2+cz)29abc;
dy 27abc£(a+b+c)3;
€) 27(:12 +bc)(b7 +Cﬂ)(02 +ab)s X(az +b +cz);
£) 27(a” +2b¢)(b” + 2ca)(* +2ab} s (a+b+c)’;
g) @ +b +* 23(~a+b+c)a-b+c)a+b-c).
12. Sa se demonstreze ci oricare ar fi @,b,c e R', , avem:

a) abe z(~a+b+c)(a-b+c)(a+b-c);

by g +L+ < 23,
b+c a+c a+b 2

13. 84 se demonstreze c3 oricare ar fi a,b,c,d e R:
avem:

a) a+b+c+d>4-abed ;
b)(a+b+c+d)(l+l+l+l]216;

a b c d
¢} (a+b+c+d){abe+abd +acd +bed) 2 16abed ;
d)(a+b+::+d)(a3+b3+c3+d3)216abcd;
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	[image: image13.png]€) (a2 +b+c? +d2)z >16abed ;
) (b+c+d)(a+c+d)a+b+d)(a+b+c)z8labed

1 1 1 1 1(1 1.1 1)
2 + + + Lol ==t =t
a+b+c a+c+d a+b+d b+c+d 3\a b ¢ d
F bt drld b+ d’
h) +

a+b+c a+c+d a+b+d
2 2 2
+b—+c—+iza+b+c+d;
b+c+d
9 ab+ac+be ab+ad+bd  ac+ad+cd

+ -
F+b e B +d A+ d
be+bd+ed 1 1 1 1
FRAAR i SN S
P++d Ta b ¢ d

i) Jla+e)(b+d) 2 ab +ed ;

k) ab+ac+ad +be+bd +cd <1,5(a* +b7 +¢* +d*):

l)£+é+£+£24;
b ¢ d a

m) & +b*+c’ +d* 26(a+b+c+d-6).

14, Sa se demonstreze ¢d dacd a,b e R', , astfel inct

a+b =1, atunci sunt adevarate urmétoarele inegalitati:

a) absl; b)—lv+lz4; <) a2+bzzl;
4 a b 2

d) &* +5* 2 ab; &) o' +b° z%; f)2:(a"+* )2 a’ 447,

15. S& se demonstreze ca dacd a,b,¢ € R, astfel incat
a+b+c =0, atunci sunt adevarate urmitoarele inegalitati:
a) o 2 4be:

b) ab+bc+ca<i;
) ('a+b+0)2 24{a-b+c){a+b-c);

26

& (a-4bY 2(b-dc)(c-4a).

16. Si se demonstreze cd dacki a,b,c € R: , astfel incat
a+b+c=1, atunci sunt adevirate urmitoarele inegalitagi:

1 1.1 1
a) abe s —; —+—t+— ;
27 v a+b+c29’
) az+b7+e22§; d) a6 + 52 + P’ 2 abe;
ab be ca _1 be ac ab
e b — < —; — =21
)a+b bte c+a 27 f)a+b+c21’
2 2 2 2 2 2
0 a‘ +b +b +c Lo ta 21

a+b b+c c+a
hy a* +b* +¢* 2 abe;

) 8
b »)( .

i) abe{a+b)( +c)(c+a)5729,

k) (a+b+c)(a—b+c)(—a+b+c)£%.

17. Si se demonstreze ¢ daci a,b,c e R: , astfel incat
abe =1, atunci sunt adevirate urmatoarele inegalitati:

a) ath+cz3; b)a2+bz+czzl+l+l;
a b c

1 1 1
cya'+b +ctzatbte; d)‘2+37+c_22a+b+6;

1 1 1 11
e) at+tb+cz—=+~mt—m; —+—+—2 ;
NPRIN RS f) Frozvart b +e:

a
g) ab+be+cazJa+b e,

18. S& se demonstreze c& dac a,h,c ¢ R, astfel incat

a® +5% +¢* =1, atunci sunt adevirate inegalitatile: . -
a) ab+bc+cas<l;
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	[image: image14.png]2 . a,  a . .
b) (a+b+c) <3; a) *l+~2+'~'+h+912n;
a,

¢) a+b+cz9abe; LI 4 4
dy (aﬂ-bc)(b2 Jrac)(c2 +ab)£%; b) (o +a, +"»+an)[l+L¥-:-+L)2nl
. a a, a,
o) (- +p? + ) (a® b+ (a" +2? —cZ)SE; 26. Fie a,,a,,---,a, numere reale si by,b,, -, b, numere

PRI RE I X reale pozitive. Atunci;
) =21
a b c

. a
19. Fie a,b,c,d,e, /' numere reale strict pozitive care min b—* <
=
verifica relatiile: a+b<e §i c+d < f. 32 se arate ci: *
Jac +~/bd < \Jef . =

27. Fie a,a,,-,d,, b,b,, -, b, numere reale. Si se
demonstreze ca:

" lisksn b,

20, Fie a,b,ce R astfel incat: 1<a<b+c<a+lsi
b<c.Sisearateci a>b.

21. Sase arate ci daci 0 <a<h<c,atunci: (Z}"Abx) 5[2“7&2](2@2)»
1.1).1 1.1 . -
b(‘*")*};(“*")g(;*;)(a*c)‘ 28, Sase arate ca:

a ¢
n{a,z+a§+»..+a3)z(a]+a2+.“+a")”

22. Si se arate ca daca a,b,ce R: , atunci:
unde ¢, e R,i=1,2,3,-- n.

1 1 1 1 1 1
—tall—+bi|=—+c|2|+a||-+b{|—+c|.
a b c b c a 29. Daci a),a,,--,0, € R astfel incat a+al+otai=4,
23. Si se demonstreze ¢i dacd a,b,¢c € R, atunci: afunci:
(2"2 +b? _”,2)(“; +2b* +c2)(¢72 +5° +262)2 fo tay e |<nd.
2(a+bY (b+c) (c+a)- 30. Daci a,a,,-,a, sunt numere reale astfel incat

a +a, +-+-—-a, =0, atunci:
S=aa +aa,+-+a,_a <0,

n-14p

24, Daci a,.a,. -, a, >0 astfel incat aya,---a, =1, atunci
are loc inegalitatea:

(1+a)(1+a)(1+a,)22".

25. Si se demonstreze ci daci a,,4,,--,4, >0, atunci:

28 29





	[image: image15.png]4. FUNCTII

1. Si se determine domeniile maxime de definitie ale
functiilor
a) f(x)=x"~2x+5 b f(x)—~)2x

o) f(x)-2X+] @ fix )—r ol

x4 x+1
-1

e f(x)= Z 0 f(x)=
2. S se determine Im f pentru urmatoarele funcgii:
a) £:{-3,-113,5} > {~2,0,2,4,6,8}, f(x)=x+3;
b) f:{~1,2,5} >(~10,10), f(x)=x+2;
¢) SRR, f(x)=x+1;
d) f:(O,S)—)R,f(x)=x+2;
¢ f:[-2.6)>R, f(x)=x—
0 £ (-L1] >R, f(x)=2x+1;
@ £:[03] >R, S(x)=3x+2.
3. Si se determine Im / pentru urmitoarele functii:
a) f:(2%0) >R, F{x)=2x+1;
b) fi{-L®) >R, f(x)=-3x-1;
¢) fi[-3.0) >R, f(x)=4x-1;
d) fi(~=5) >R, f(x)=x+7;
e) fi(-w1]>R, f(x)=x+2;
£) fi(—0.3] >R, f(x)=-x+4;
g) f:(—0,1) >R, fx)=-x+6.
4. Si se determine Im f pentru urmatoarele functii:
30

a) £1(Lw) >R, f(x)=vx+1;
b) f:(-Lw) >R, f(x)=x+2;
¢ f:[3.0)>R. f(x)= \/_
d) f:(~0,2) >R, f(x)=3-%

¢) fi[L+=) >R, f(x)=x+—;
x

x+1 dacdx<l
4x-1 dacix>1
x+2 dacax<0
4x+7 daca x>0’

f) f:R—)R,f(x)={

9 f:R—»R,f(x)={

5. S$3 se arate ca functiile:
Jog:[L+eo) >R, f(x)y=[x-|x-1|, g(x) =1
sunt egale.
6. S se arate cd functiile:
181 (=LY >R, £ (x) =[x =1 -[x+1], g@x) =|2x]
sunt egale.
7. S&se arate ca functiile:
f.g :[~2,+oo) >R, f{x)=|x+2+x-4, g(x)=2x-2
sunt egale.
8. Sasearatech functiile:
frg:[L+o) >R, f(
sunt egale.

9. Sase arate ca functiile:

f.g:[L3)>[01), f(0) ={x-1} g(x):{

sunt egale.

x-1, xefl,2)
x-2, x&[2,3)

10, Sa se arate ca functiile:
31
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£, RoR, fx)=|x-1+[x+l], g(x)=1 2 .-1<x<l

2x ,x>1
sunt egale.

11. Si se studieze monotonia functiei:
a) f:{~5,-2,1,3,5} > {-1,2,57,9,12}, f(x)=x+4;

b) f:{-2,-L1L3} > {-11,3,4}, f(x)=—x+2;
¢) f:R>R, f(x)=5x-1;

dy F:[-2,2] >R, f(x)=dx+1;

e) f:[O,4]—>R,f(x)=—2x+1;

£) £:{0,40) >R, f(x)=x"+x+1

@) fi(L+o) o R, flx)=x"—x+1.

12. S se studieze monotonia functiei:

2) f:R-{O}—)R,f(x):xTH

x+2

b) /:R-{I} >R, f(x)= -
x 1

o) f:[L+o) >R, f(x)=

e
&) f:[2,+0) >R, f(x =x_2x—7

) R >R, 7(x) x—1, dacax<2

R R, =

of * x+1, daci x>2
x+2, daci x <1

) f‘RQR’f(X)_{x—-l, dacd x>1
—x+1, dacix <0

9 f'R_)R’f(x)_{x+2, dacix>0

32

13. Sise studieze monotonia functiei:
a) fiR—)R,f(x):x+a,aeR;
b) f:R=>R, f(x)=-ax+2,aeR
¢) f:R>R, f(x)=ax+a-l,aeR
unde aeR.

14. Sa se arate ¢i urmdtoarele fumctii sunt mirginite:
a) f:1.3]>[3,5]. f(x)=x+2;
b) f:[-2.2] >R, f(x)=2x-3;
o) f:[-1L3]>R, f(m)=x*-1;
2

d)f:R—>R,f(x)=xf+2;

¥ -x
2
x*-x+1
2x
X+l

2) f:R-)R.f(x):{x’—r-xﬂ}.

e) f:R->R, f(x)=

B

f) /:R-R, f(x)=

3

15, Sa se arate cd urmatoarele functii sunt nemdrgini-
te:

a) f:RoR, f(x)=3x+1;

b) fiR-R f) =2 +x+1;

¢) f:RoR, flx)=-x"+2x+4;

x3+1‘

K41’
x*+1

¢) f:R-{0} >R, f(x)= S ;

d) SRR, f(x)=

x*+1
x-1

f) f:R-{} >R, f(x)=

5
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x+2
16. S se arate ci unmndtoarele funciii:

ay f:R—R, f(x)=x"+2x;

b f:R>R, f(x)=x"-x:

o fi[-LI]->R, flx)=x;

g) f:R-{-2} >R, f(x)=

d) Af:R—»R,/’(x):x:xH;
P ox
€) f:R—)R,f(x)=2ijT:i

sunt impare.

17. Sa se arate ci urmitoarele functii:
a) f:R->R, f(x)=x"+2;
b) f:R-R, f(x)=x'+24" -1;
o) fi[-LI]>R, f(x}=x";

¥’ =1
d)f:R—)R,f(x)=x4+l;
2
1
e)f:R—)R.f(x):;%

sunt pare.

18. Fie /:R—)R,f(x):x+a,aeR.
a) Sa se arate c oricare ar fi @ € R, f nu poate fi functie pard.
b) Sé se determine a €R astfel incat f 53 fie functie impara.
¢) Sise determine a R astfel incat f(0)=0.

19. Fie /:R—>R, f(x)=ax+l,aeR.
a) Sa se arate ¢a oricare ar fi aeR, / nu poate fi funciie
impard. )
b) Sise determine a € R astfel incét /53 fie functie para.
34

¢} Sasedetermine aeR astfel incat f(1)=1.

20. Fie /:R>R, f(x)=x"+ar+l,aeR.
a) 84 se arate ca oricare ar fi a<R, / nu poate fi functie
impara.
b) Sa se determine « e R astfel incét /s fie funciie para.

21. 8ase stabileascd valorile lui a€ R pentru care functia:
a) [1ROR, f{x)=x+ax+a;
b) f:[-5.5] R, f(x)=x' +ax® +2;
¢) fR-R, f(x)=a’ +{a+1)x+1
este para sau impari.

22. Fie f,g:R — R. Si se demonstreze ci:
a)ydacd f gi g sunt funclii pare, atunci fg si f+g sunt
functii pare;
bydacd f i g sunt functii impare, atunci fg este funcfie pard
si f+g este functie impari.

23. Si se arate ci functia f:R > R:
a) f(x)=2 este periodica de perioadi 1;
b) 7(x)={x+1} este periodica de perioada principala 1;
©) f(x)={x~1} este periodica de perioads principaia 1.

24. S se arate ca functia:

FZ-Z, f(x)y=(-1)

este periodica.

25, Sise arate ci fimctia lui Dirichlet:

0, R-
f:R—>R,f<x)={ ¥eR-Q

1, xeQ
este periodica.

26. 54 se arate ca functia:
35





	[image: image18.png]a) SRR, f(x)=2x+3; b) f:R->R, f(x)=x";
¢ F:RoR, f(x)=x"+x+1; & f:RoR, f(x)=x"-1
nu este periodica.

27. Se considera functiile f:R—R,f(x)=x-1 si
2R —>R‘g(x)=3x+1. S se calculeze:
) fof, fog, gof., g0g;
b) fofef, fofog, fogef. geogog-

28. Se considera functia

1-2
£ R={-2} >R, f(x)= H;.

a) Sasearateca (fof o f){x)=f(x).
b) Sase caleuleze (fofofof)x).(fofofofofNx).

29. Se consideri functia

/R={} —)R,f(x)z);—i.
) S se rezolve ecuatia (f o f o f)(x)=2.
b) Sase rezolve ecuatia (fo fo fof)(x)=2.
¢) Sase rezolve ecuatia (o fo fo fof)(x)=2.
30. S se determine functia de gradul intdi
FRR, f(x)=ax+baz0
astfel incat (/o f)(x)=1(x).
31. Fie functia f:R—oR, f(x)=x+1. S4 se determine
functia g: R — R astfel incéat:
a) fog(x)=2x+3;
¢) fog(x)=x+7;

b) fog(x)=-3x+4
d) fog(x)=x—4.

36

32. Fie functia g:R—> R, g(x)=x+3. Si se determine
functia f:R — R astfel incét:

a) fog(x)=x+7; b) fog(x)=-3x+5.
33. Suse determine functia f:R — R astfel incat:
a) fof(x)=x+4; b) fof(x)=4x+3.

34. Fie f,g:R—>R. Si se calculeze fog §i gof,
unde: ’

2x+ldacix<-1 3 dacix<-2
3 f(x)_{‘2 dacd x > ~1 g(x)_{x+ldac5x>—2’

x+1dacdx<0 2x~1dacdx<~1
v 7()-] (9=

| x-1dacix>0" “lx+1 dacax>-1’
¥+ x+1dacd x>0 x~1daca x>1
[ x)= > 8lx)= 5
) /() {xﬂ daci x<0 5(x) x+2daci x<1
[2x+1daci x> 0 ) X" dacd x>0
, x)=
1 dacd x <0

d) f{x)=

x dacix <0’

35. Se considera fimctiile 7.8 R>R, f(x)=}x-1 si
2= -},

Sase calculeze fo f; fog;gofigog.

36. So considerd functiile f,g:R R, f(x)=3x+1 s
g(x)=x+3.

Sé se rezolve ecuatia (go fo f)(x)=(fogog)(x).

37. Sa se determine functia de gradul inai SRR,
f(x)=ax+b,a%0 astlel incht (o f*)(x)=( 1?0 f)(x).
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	[image: image19.png]38. Fie f.g:R->R f(x)=x'-x si g(x)=ax+b,
a#0. Si se determine valorile reale ale lui o §i b astfel incét si
aiba loc relatia (fog)(x)=(gef}x).(V)x<R.

39. Fie f,2: R R, f(x)=x’+av+b si g(x)=x"+x.
Sa se determine a,beR astfel incdt sa aibd loc relatia
(foghx)=(g=F)x).()x<R.

40. Fie f,g:R—>R,f(x)=a’ +bx+c si g(x)=ax+b
a#0. Sa se determine a,b <R astfel incat s aibi loc relatia
(/=8)(x)=(gf)(x).(?)xR.

4. Fie f,g:R->R, f(x)=x"+x si g(x)=x"+ax+b.
S se determine valorile reale ale lui a §i b astfel incat sa aiba loc
relatia (fog)(x)=(g°f)(x).(V)x<R.

42. Se dau functiile /,g:R—>R,

x+1 dacix<0
fx)={-x+1 dacti x(0,3), g(x):{
-2 dacix2>3

Sa se determine ¢ €R astfel incat functiile fog §i go f s
fie functii constante.

3 dacdx<l
2x+a dacix>1"

43. Sa se arate cd urmétoarele funciii sunt injective:
a) f:Z-Z, f(x)=2x—1;
b) f:(L+w) >R, f(x)=x"-2x+1;
¢ fiR>R, f(x)=x"+1;
d) /:R>R, f(x)=x"+2x;
€) /:[0,40) > [0,+0), f(x)=2"+x.
44. S se arate ca urmitoarele functii sunt injective:
38

a) f:(1,+w)—>R,f(x = 2x

b) £:(L+0) >R, f(x) :xx_:l;

) 3x+1 daci x e (-o5,~1)
:RoR, = .
O fR-R () {x3+xdacéxe[-l,+oo) ’
x+1 dac x e(-o0 0)

d) f:R—->R,
) SRR [ ()= {x} +1dack x &[0, +)

9 FROR. £(x)= {2" Sldacze(l]

x +xdaclixe( 1+oo)

x-1 dacaxe -oo,l]

f) f:R->R, f(x)=

dacd xe(1,+ )

x=2 dac xe(—0,2)
4] fiR—VR,f(x)z

x .
73 dacix e [2, +o0)

45.  Sii se arate ci urmitoarele functii nu sunt injective:

a) f:R>R, F(x)=x"~4x"+3;
b) f:R>R, f(x):x‘”"_7x‘m+2;
¢} f:R-R, f(x)=x“+x2+1;

d) SRR, ==L
TR ) x+1°

e) f:R—(0,), f(X)—lx—ll +pee].

46. S se arate ci urmdtoarele functii nu sunt injective:
2) f:R—>(0,), f(x):’x—3]+'x+2|;
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	[image: image20.png]2x-3, dacix<—1

b) f:R>R, f(x)=

5, dacix>-— 17

{
{ 10, dacar<l,
o=l

I)

: R, 5
9 SR> Sx—1, dacAx>1
& FR-R daci x= 0
:R—->R, 5
) 3x+1 daca x <0

2x+1, dacdx21

¢ f:R->R, f(x)= {

x+1, dacix<l’

47. $4 se arate ci urmatoarele functii sunt surjective:

a) f:R—>R, f(x)=2x+1;
b) f:R—>R, F(x)=x"+1;
c) f:R—>R, Flx)=x"+x;

x-2, dacixe (—00,2)

d) fiRﬂR,f(x)z{xz_ZX’ dacéxe[Z#w)’
x4 x+1, dac x &(—o,~I]

e)f:R—)R,f(x):{

—2x-1, dacixe(l+o)

48, S se arate ci urmitoarele functii nu sunt surjective:

a) f:N->N, f(x)=x+5;

b) f1ZoZ, f(x)*xz‘

¢ f:R>R, f(x)=x"
(

d) f:R->R, f(x)= {XH j;ll
- x<-1
e) f:R—>R, f(x)z{x+3 el

49, Si se arate ci urmitoarele functii sunt bijective si

atunci cand este posibil si se determine functia inversa:
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&) fR-{} > R-{-1}, f(x)= “"
b) f:[l+ec) > (0.1], f(;;):m,
¢) f:R>R, f(x)=x+2x;

d) f:[l,wo)-)[],-«-oo), f(x)=\jx+m;

¢ fi[-L1]—[-24], f(x)=3x+1.

§0. Sa se arate ci wmditoarele functii sunt bijective §i

atunci cand este posibil sa se determine functia invers:

) FiRoR fx): x=3, dacix<4
X ) 2x-7, dacix>4’

b) f:R>R, f,\) x, dacix22
3x 2, dacix<2’
3x, dacﬁxZO'

9 SRR f(x)={4x dacix <0’

2 dacd x>1
S (O R

J]-JT;, daci x€[0,1)
e) £:[03]-[0.2), F(x)=1,.4 i
[T, dactt x €{1,3]

§1. 54 se arate ¢i unmitoarele functii sunt bijective:
a) fi{R>R, f{x}=max{x+22x+1};

b) f:R->R, f(x)=min{x—1,2x+3};
¢) f:R=R, f(x)=max{x+15x+1}.
52.  Si se arate c4 urmitoarele functii sunt bijective:

a) £:[01] - [1.3], F(x)=2x+1;
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	[image: image21.png]b f:[-11)-s[-2.4], £ (x)=3x+1;
o) f:[0,5]>[3.8], f(x)=x+3.

53. Si s¢ determine «,beR astfel ‘ineft urmatoarele
functii sa fie bijective:
a) f:[-1,2]>[14], F(x)=ax+b;
b) f:[-2,3]>[-3,7}. f (x) = ax+b;
¢) £:[0,1]>[0.4]. f(x)=ax+b.
54. Fie functiile injective f,g:R-»R. Cercetafi daci

urmitoarele afirmatii sunt adevarate:
a) f+g este injectiva; b) fg este injectiva.

85. Fic f:R—-R, f(x)=ar’+bx"+c, a,b,ceR,a=0.
Sii se arate c4 functia / nu este injectiva.

56. Studiafi injectivitatea functiei:
f:R—)R,f(x):ax"+bx3+c,unde a,b,ceR,az0.

57. Existé functii f:R — R bijective astfel incat:
a) fof(x)=|x(¥)xeR; b) fof(x)= x*(¥)xeR;
¢) fof(x)=x*(V)xeR; d) fof(x x)=x"-1(V)xeR ?
58. Si se arate ¢a nu existd functii /:R — R astfel incat:
a) f2(x*)+f(2)+1=0 (V)xeR;
by f2(x?)-#(2)+1=0 (V)x=R;
o) /H(F)-7(3)+1=0 (V)xeR;
& £ 17 (¥*)+xf (27)+1=0 (V)xeR.
59. Fie f:R—>R o funcfie cu proprictatea:
f(f(x)):xz—xﬂ (V)x<R. Siscarate ca:
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& f()=1: &) £(F(FQN+7(F()+ £ (1)=3;
c) functia g:R-—->R, g(x)=x2—xf(x)+f(f(l)) ou este
injectiva.
60. Exista funcii f:R — R injective astfel incht:
f(xz)—fz(x)z%(v)xeR ?

61. Fie f:R — R astfel incat f este injectivd si
F(x) f(1-x)=f(ax+1) (V)xeR, abeR.
Sa se arate c&: f(0)=1.
62. Fie f:R—R o funcie cu proprictatea ci oticare ar fi
xeR, f(f(x)) =3x~2. Si se calculeze f(1).
63. Fie f:R->R o functie cu proprietatea c& oricare ar fi
xR, f(f(x))=2x-2. Sise calculeze f(2).

64. Explicitati functiile urmatoare:
a)y f:R—> R,f(x):max(?sx‘l, 2x+1);

b) f:R->R, f(x)=min(x+1,3x-7);

¢y f:R— R,f(x)=max(l,x,x2);

& f:R>R, f(x}=min(l, x, x*);

) f:R»Rf(x):max(x,xs,x‘);

f) f:R—»R,f(x):min(—x,x’,x‘);

8 [ R-R, f(x)=min(x+1,x*+1x +1).
65. Explicitati functiile urm#toare:

a) _/:R—{O}—>R,f(x)=max(x,%,1);
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	[image: image22.png]b) f:R—{o}-»R,f(x)=max(xz,%,x];
) f:"l‘l—{O}—>R,f(x)=min(x,xi2,1];
d) f:R-{o}»k,f(x)=max(x3,%,xj;
! (x+2)z);

x+2°
f) f:R—)R,f(x)=min(l,~x2.x4,x5,~x7);

2 f:R—{l}—>R,f(x)=max(ﬁ,x,x+l}

e) f:R-{-2} »R,/(x):min(x,

66. S se determine functia /1R >R,
f(x)=max(x+a, x+b) astfel incét f(1)=0.
67. S se determine x, y, z € R pentru care:
max(x,y+z)—min(x,y+z)=l
max(y,x+z)—min(y,x+z):2
max{z,x+y)-min(z, x+y)=3.
68. Explicitati functia / :R >R
a) f(x):max(l’x,xl,m,x");
b) f(x):min(l,x,xz,---,x”).
69. Si se determine functia f:R - R, astfel incht
7(0)#0 si care verifica relatia:
A f(x) ()= (y+») ()xyeR;
b) f(x)f(y)=f(x+xy) (V)x.yeR;
©) f(x)f(y):f(xz-xy) (V)x.yeR.
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70. Sa se determine functia f:R-—>R, astfel  incit
F(1)#0 si care verifica relatia:
a) /(x)f(y):f(2~x2) (V)xyeR;
b) f(x)f(y):f(xz—x+1) (Y)x,yeR;
o S(x) f(¥)=f(-x-y+2) (YV}xyeR.
71. Sa se determine toate functiile f:R — R care verifica
relatia:
Q) f(2) fI+f(x)+f(W)+1=2y  (Y)xpeR;
) 7 (x}f (9)+ F(2)+ F()+1=2 (V)xyeR;
o f(N)f()+af()=2f(x)  (V)xyeR.

72. Si se determine toate functiile f:R — R care verifica
relatia:
a) (1-x) F(x)+2x f(1-x) =3x’+4x+1  (V)xeR;
b) (x+1) f(x)+(x-1) fF(1-x)=2x+2 (V)xeR;
o) (x+1) f(x)-(x-1)f(1-x)=4x’ -3x+1 (V)xeR.
73. Sase determine toate functiile f:R — R care verifici
relatia:
a) (x+1)f(1~x)+(\x—1)f(x+l)=2x(x2—1) (V)xeR;
b) x f(1=x)+(x+1) f(x+1)=6x+2 (V)xeR;
) (x+2) f(l=x)+x f(x+])=-6x-2 (v)xeR.
74. Si se determine toate functiile £ :R — R care verifica

relatia:
a) f(x)+27(1-x)=3x"-4x+2  (¥)xeR;

b) f(x)+3f(1-x)=-6x+5 (¥)xeR;
) 2 f(x)+ f{1-x)=3x" -x+2 (V}xeR.
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	[image: image23.png]75. Si se determine toate functiile f:R — R care verificd
relatia:
a) f{x*+x+1)+2f (¥ -x+1)=3x’—x+6 (V)xeR;

b) 31 (% +x+1)=2f (3 —x+1)=x" +5x+3 (V)xeR;
©) 2 f(¥+x+1)-F (¥ —x+1)=2x"+6x+3 (V)xeR.
76. Sa se determine functile f:R—> R care verificd
relaia:
a) f(x—x3)+5f(x3~x)=4x3—4x (¥)xeR;
b)3f(x—x§)~f(x3—x)=—4x“+4x—4 (¥)xeR;
) 2f(x3—x)+3f(x—x3)=—2x3+2x—5 (¥)xeR.
77. Sa se determine functiile f:R—>R care verifica
relatia:
a) f(x)-x<x’ < f(x-1)+x (V)xeR;
b) f(x)+x<2 < f(x+1)~x (¥)xeR;
o) f(x)+x<x*+1< f(x+1)-x (V)x<R.
78. Sa se determine functille f:R—>R care verifica

relaia:
&) f(x3)+ f(x)+f(»)+3=x+p+xp (V)xeR;

b f(p)+ f()+ () =wrxty  (V)xeR;
Q) flay)+x+y=p+f()+f()  (V)xeR;

5. FUNCTIA DE GRADUL I

1. 54 se reprezinte grafic functiile f:R > R:
a) f(x)=2x+1 b) f(x)=-x+3 ©) f(x)=-3x-1.
2. Sase reprezinte grafic functiile:
a) f:[-2.2)-R, f(x)=-3x+2 ;
b) f:(-4,2) >R, S(x)=3x+1;
) £:[L5) >R, f(x)=2x-5.
3. Sa se determine a e R, astfel incat graficul Kanctiei
SR> R satreaci prin punetul indicat:
a) f(x)=3x+a prin A(2,3);
b) flx)=ax+4 prin A(1,4);
¢) f(x)=(a+l)x+a-2 prin A(1,1).

4. Sase determine a e R astfel incat graficul functiei
SRR si treaca prin punctul indicat:

X+a dacAx>2
:R>R,
REA {3x+5dacéx£2
x+1 dacix<-~1
ax~S5dacix > -1
jax+l dacix>1 A(2,5).
lx+a dacax <]

A4(3,10);

b)f:RsR.{ A(13);

c) f:R-R,

5. S4 se determine functia de gradul tntai, f:R>R,
f(xy=ax+b,a=0 stiind ca graficul ei trece prin punctele:
a) 4(1,4), B(-1,-2); b) A(2,-3), B(5,0);
<) A(1,6),,B(0,—1); d) 4(0,3), B(2.7);

e) 4(3,0), B(0,-3); f) 4(11), B(2,4).
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	[image: image24.png]6. Si se studieze monotonia functiei /R — R, unde: o xe (%’_2)
a) f(x)=x+a; b) f(x)=ax+3; © f(x)=-2x+a; O FRoR F(x)=| x+lxe[22] .
d) f(x)=ax+2;¢) F(x)=(a+)x: D f(x)=ax+a-1, rerl e (2,r)
unde a€R.

. . 3x+2,xe(40,2]
7. Sa se studieze monotonia functiei :

x+lxe{-o-1] d) f:RoR, f(x)={4x-1,xe(2,5]
a) f:R-R, f(x)= 2 xe(Lan) w re(sre)

x+2,x€ (_00,_1] s fie crescitoare.
b SRR, f{x)= 9. Sise determine @R astfel incht functia :
2x+lxe (—mo,l)
a) f:RoR, f{x)= a, xe[l,4] ;

—x+Lxe(4,+0)

x+7,xe(-1+)
—x+3,xe(-oo,—1)
o) f:R>R, f(x)=1 2 xe[~11}

x+1, xe(l+o)

-3x+1,x€{~0,0
2x+l,xe(—w,0) x+1, x € (~,0]

b) f:R—>R, = , 0,3}
d) fROR, f(x)=1 1 x<[05] ) f 7(z) a, x<(0,3}
2x-1,x€(5,+») —x-1, xe(3,+w)
-2x+3

8. Sasedetermine ¢ € R astfel incat functia : 2x+3,xe(—.2]
2x+1,xe(—oo,1) ¢} f:R>R, f(x)= ~4x+l,xe(2,4] N

a) fiR>R, f(x)=9 a, xe[l3] - a, xe(4,+x)

x+1,xe(3,+) s fie descrescitoare.

10. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:

x-xe(-e ] x4l x+2 x+3

) ——+——+——=0;
b) f:RoR, f(x)=¢ a xe(-L1) . ) 2 3
x+3,xe[L+0) by IR X +x'3=0;
3 5 7
)5x—2_x—8 x+1]_3;
3 4 2





	[image: image25.png]x-2 12-x 5x—-36
2Tt 5= +

3

+2

x x+4 x+6
+ +

5 7 * 7
11. S se rezolve ecuatiile urmdtoare:
a) (x+1)(x+2)+18=(x+3)(x+4);
b) x(x+3)+14=(x+2)(x+5);
) (x+1) +(x+2) =25 +x+10;
d) x2+(x~1)2 =2x"+x-5;
&) x(x-3)-(x+1)(x+3)=5x-15;
0 x{x=5)+{x-1)(x+5)=2x-5;
g) (2x+1)(x+2)+x+3=2(x+2)".
12. Sa se rezolve ecuatiile urmdtoare:

PO R S S Y
V2+1 Sz Va3 |

_ 14
b 0.@)(se-2)r2= 22+ T8

o 2x5—4 ~ 204~x +0’(3)(x+%j =6,1(6);

) O,8(3)(x—0,(3))+1,1(6)(%—%]=4,(8);

e [2,(36))6—1%x+30,2]~2.5=0»3‘303»(18);
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5 [ 2x~3‘03(3) ,3%_3_4,(3)}%%=0,(5)'27;

5
9 0.3)-{0.0) [0.3)-(0.(3)- ¥+2)]+2} -1 0.
S se rezolve ecuatiile:

a)% % l[lx—:% —3}—3}_3:0;’
st e
bl e
ee)affo
Bl oo

o
<

&

)
N

14. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare: :

oL, 13

1 R
11 5.3k

x+2 x——2=x2—4’

1 2 4x
©) e — s =
x+1 x+2 x*+3x+2
1 1 x-4

x+l+3c+_2_2x2+x+10'
x+2 x+1 2 43x42”
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	[image: image26.png]4x+1 +2x+1_
H+dx+d x+2

2x— 1+ 8 2x+1

2x+1 4%’ =1 2x-1

15.  Sise rezolve ecuatiile urmétoare:
i 5+2;

a) 3+2x+ 4x° -2 - x+1;

1+2x  T+16x+4x" 7+2x

58 _ 2x-5 19x°-29

6x—15 10x-4 (2x~5)-(15x-6)

2x+1 2x-1 4x"-3x+3

3x-2 2r-3 6x—13x+6
1 4 5

P it Peider 2e+2x
1-x _x+2 1 i
st

x— 2 1-x —-x*+43x-2

x+1 x+2 3x+1
=

x+2 x+l X +3x+2

Paxtax+l C-x'+x-1_155-2
x+1 x-1 -1

H

2

b)

<)

d)

€) —=

g)

16. S se rezolve st si se discute ecuafiile;
a) x+1=a(l-x); b) 3x+2=a(2-3x);

o) a(l-x)=a-x; d) (a-1)(x-1)=(a+1)(x+1);

¢) (x+a)(x-a)+(x+1)(x-1)=2(x-1)(x~a);
1) (x+a)(x-2)+(x—a)(x+2)=2(x~a)(x-2);
2 (x+a)7 =(x-a)(x+a)+4,unde acR.

17. S se rezolve si s se discute ecuatiile:

1+x 243x
_= - b
9 )2—-3x

=a;
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P . L d)a—+—1+ +1=0;
a-x 1-x’

X @ x7a. a—l,a+1=0;»
a x a x-a x-1

o m+1_*i=2; h) x+a+x+1 -2
x-a l-a x-1 x-a

i 3 2 __‘3;:—7?; P x+a+x+2=27
x—-a x+a x —a x-a x-2

unde a<R.

18. Si se rezolve inecuatiile urmitoare:

a) 2x+3>x-5;
) dx+T7<x-2;
e) ~x+722x+10;
g) 10x+328x+5;

b) 7x-3>5x+9;

d) 5x-3<2x+9;

f) 3x+2><-x+6;
h) Sx+2<6x+13.

19. 83 se rezolve inecuatiile urmétoare:

2x+3 Sx+2 L =x+2  Tx+l
a) < 5 b) > +1;
2 3 3 2
o 2x+3<5x+1_1; @ 5x—2<6x+3+3;
2 3 2 4
o 4x+122x‘1+7; f 2x~7_2>3x+1;
5 2 6 3
o 3x—1_7S23(+5; h) 6x+3_2>2x—7‘

12 2

15 3

20.  Sa se rezolve inecuatiile urmatoare:

X+ x+2  x+3

2x+3 _3x+2 <6x+5'

a) + z b)
2 3 6 5 3 15
Tx+2 _x+2 x-1 4x+l1 x _x+1
c) > - 3 4y - :
6 3 2 5 25 4
) 3x-1+x+2>x+5; f)4x-(»3sx+5+x-f-4_
10 5 4 16 4 5
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	[image: image27.png]6x+3_2x+7 < 3x+9

3x-7 2x+3 _x+4
+ ; h s
L Y L T
21. S se rezolve inecuatiile urmdtoare:
%) x—2>0; b 2x+3<0; o 2x+520;
x+7 x-4 Sx~1
8 6x+3$0; 9 27c+1> ; Sx—lsz;
Sx-1 3x-1 4x+1
2 61+32—3;h) 7x+5<4; B Tx+1l
Sx-1 9x-1 S5x-1

22. Sase rezolve si sa se discute inecuafiile:
a} (a+1)x+320; b) (a-Z)x—4£O;
¢) 2x+a-1>4; d) 3x+2g-325;
e) ax+a-1<2; B (a+l)x-2a+1>2;
2) ax+2a+12x+2; h) (2a+1)x+2sx+a,
unde aeR.

23. Si se rezolve sistemele urmatoare:

2(2x+3y)+3(x-3y)=-10_
{2(x—3y)+3(2x+3y):—5 ’

0,(3)(x+1)+0,(6)(y+2)=5
b) {2x43 +&%= 2 ;
3 .

¢} B

-1 x-
EbiAat AL }:+4=~/§+1
ol 2 3 .
rysl xoyeS_ g
R — =V3+2
x+y
o5 LS rmy) =13
) ;
Lyl
0,2 0,25
1 1
5(2x+5y)+§(x+3y)=11
f
1 1 !
E(2x+3y)+§(x_3y)=5

24. 54 se rezolve sistemele urmitoare:

|

b)

d)

(x+2)-(y—2)=(x~l)~(y+1) )
(5+4) (41) =(e+2) (343’

x-y+1 3

—y-1 5 xiy-t 2
2x43y-5 1; ¢)ix+y+l 3,
x—2}::z 2x-3y=-5
X oyl x+l_x+4
x+3 oy o J""]—m
_f.zl’_fl, -1 _ x

=2y y-1 p11
x+2 _ x

y+3y .

(1) +(p+1) = (x=1) +(y-1)' +20
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	[image: image28.png]x+3 _x
y+4
(x+2)+(y+z) =(x+1) +(p+1) +20

25. Sé se rezolve sistemele:
(x+3)(y- )

8 Xy = (x 2)(y+l)
(x+1)(y+5)=(y+1) (x+4)A
® {(x—l)(yﬂ):x( -1) ’

o {(x 1)( y+1) y-1)x

x+1)(y x+4)(y 2)
l+l_% 3+£—2
x y x Yy .
9, 3 0 e 2,15
x y_4 x y 6
1y 3.5,
x y x ¥y
f) H 2) -
E 2,88
x y x y 3

26. S se rezolve gi sa discute sistemele urmdtoare:
x+y=2 ax+y =10 .

? J[ax+3y=5; o {(a+1)x+2y=zo‘

& {(a+2)x+y 3 . {ax+(a+l)y=5;
2a-1)x+3y=5" 2x+3y=7
ax+{a+l)y=2_ )j(a+1)x+(a+2)y=a+3,
{(a+l)x+4y=3’ lx+y=2

unde aeR.
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6. FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

1. S se reprezinte grafic functia:
a) :R—>R, f(x)=2x"~5x+2;
b) f:R—>R, f(x)=-x"+3x-2;
c) f:[—2,2]—>R,f(x)=x2+x+1;
d) f:(L+w) >R, f(x)=x>+3x-1;
@) f:(~0,3) >R, f(x)=3x*-2x+1.

2. Si se reprezinte grafic functia:
F4x+l,x<1
a) f:R—>R, f(x)= ) H
x —x+1 ,x21
X —4x+3 ,x<0
b) f:RoR, f(x)= ’ ;
) S 7 {x2—5x+4 ,xz0
X +3r+1 ,x<2
) f:R—)R,f(x)={ )
x—-x+5 ,x22
X =3x+2 ,x<-1
d :R>R, f(x)= ’ ;
>/ 76 { x+4 L xz-l
x-1 ,x<3
¥ -x+1 ,x23

€) f:R—)R,f(x):{

3. Si se reprezinte grafic functia:
a) f:R->R, f(x)=[x2-3x+2’;

b) /:R-R, &)= +x+if;
o f[-55] >R fx) =" ~7x+10]

4, Sa se determine functia de gradul al doilea
F:R>R, f(x)=ar’ +bx+c,az0
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	[image: image29.png]al cdirei grafic trece prin punctele :
a) 4(1,-2), B(3,0),C(~1,12); b) 4(1.0), B(2,8),C(-3.68);
¢) A(1,2), B(-1,12),C(3.0); & 4(L2), B(-1,6),C(2.3).
5. Sa se determine a,beR astfel incét graficul functiei
F:R->R, f(x)=x"+ax+b saaibi varful in punctul :
a) ¥(1,-1); b) ¥(3,5): o) V{(-L7);
d) ¥(4,0); &) V(0,-9): 0 V(7.9).
6. Si se studieze monotonia funciiei /:R — R, unde:
x* - 2x, xe]:z, +0)
a x)= H
) /%) {2):—7, xe(—»,2)
x2-3x+2, xe(~oo,1]
b, x)= :
) /%) {—3):—5, xe{l,+w)
X ex+], xe(‘oo,»l]
o) f(x)}= ;
/(%) {—xz+6x~9, xe(-1+%)

d B x*=5x+1, xe(—oo,z]
b Sx)= ¥ -2x-3,  xe(24+)

7. Sase determine g€ R astfe] incét functia f:R->R:
x*-2x+l, - x&(-»,0)
a) f(x)= a, xe[O,B) R
—x*44x-3, xe[3,+ao)
—x? +2x-4, xe(«:o,—l]
b) f(x)= a, xe(—l,l)

x+1, x€ [l,+oo)
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-x-5, xe(—oo,—Z]
o) f(x)= a, xe(-2,2)
- +6x-12, xe [2,+oo)
s3 fie monotona.

8. Sa se determine valorile lui a€R pentru care valonle
functiei f:R —>R:

a) f(x)=ax’ +6{(a+1)x+9a+31, a=0;

b) f(x)=(a-1)x"+ax+a+l, a=1;

o) f(x)=(a-2)x"+2(2a-3)x+a~2, a#2
sa fie pozitive oricare ar fi xeR.

9. Si se determine valorile lui aeR pemru care valorile
functiei f:R->R:

a) f(x)=(a-2)x*+2(2a-3)x+5a-6, a=2;
b) f{x)=ax’ +2(2a+)x+2a+1, a=0;

o) f(x)=(a-2)x" -2ax+3a-d". ax2

54 fie negative oricare ar fi xeR .

10. Sa se determine valorile lui g e R pentru care graficul
functiei f:R->R:

a) f(x)=ar’-(2a+7)x+a-1, a=0;
b) f(x)=x"~2(a-1)x+a(a-3);

o) f(x)=(a-1)x’~2ax+a+l, a=l
sa fie tangent axei Ox.

11. Si se determine valorile lui « R pentru care graﬁcul
functiei f:R —>R:

a) f(x)=ax’ +2(a-1)x+a-1, a=0;
b) f(x)=+*+(2a+)x-a;
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	[image: image30.png]o) f(x)=(a+1)x*-2(a+2)x+5, a=-F
54 taie axa Ox in doud puncte distincte.

12. Sa se arate ci pentru orice valoare aeR graficul
functiei f:R-—>R:

a) f(x)=x"-2(a-1)x-a;

b) f(x)=(a+1)x -2(a+2)x+3, az-1; .
o) f(x)=ax’-2(a-3)x+a-6, a=0;

dy f(x)=x"—(a+2)x+a+l

taie axa Ox in cel putin un punct.

13. Sa se determine valorile a€R astfel incat vérful
parabolei asociate functiei f:R - R:

a) f(x)=(a-1)x* -2ax+a+l, az1;

b) f{x)=(a+1)5* -2(a+2)x+3, ax-1;
o) f(x)=(a-1)x" +2(a+2)x+a+l, a#l;
3 fie situat sub axa Ox.

14. Sa se determine valonle aeR astfel incat varful
parabolei asociate functiei f:R > R:

a) f(x)=(a-3)x"—4dax+a-2, a+5;
by F(x)=(a+2)x* -2(a+)x+a+l, a=-2;
<) f(x)=(a—l))a:2 +{a+D)x+a+l, a=l;
sa fie situat deasupra axei Ox.
15. Sa se arate ¢ varfurile parabolei asociate functiei:
a) [:RoR, f(x)=x"~2(a~1)x+a’ -3a;
b) f:RoR, f(x)=x"—(2a-2)x+d";
o) [1ROR, f(x)=x"+2(a+2)x+a" -1
se gisesc pe o dreapta.

0

16. S se arate cd vérfurile parabolelor asociate functiei
FR—->R:

a) f(x)=x772(a—l)x+a+1;
b) f{x)=x"—(a+l)x+a-3;
o) f(x)=x"-(6a+3)x+2a+5
se gasesc pe o parabola.

17. Sa se determine curba pe care se gisesc varfurile
parabolelor asociate funcfiei /:R — R:

a) f(x)=ar -(2a+7)x+a~1,a=0;
by f(x)=x"=2(a+T)x+a’+1;
o) f(x)=x"-(3a+2)x+2a-5.
18. Fie familia de functii de gradul al doilea
filx)=ar’ ~(2a+1)x+a+l.
Sa se determine g€ R—{0} astfel incat varful parabolei
asociate si se giseascd pe:
a) prima bisectoare;

b) a doua bisectoare;
¢) dreapta 2x+3y+5=0.

19. Sa se arate c3 oricare ar fi ae R, parabolele asociate
functiilor £, :R —>R:

a) f(x)=x"+(a-4)x+2-a;

by f,(x)=x"+{(a-5)x+9-2a;

o) f,(x)=ax+(2-3a)x+2a-4,a%0;

& f,(x)=(a+1)x*-(3a+5)x+2a+6,a=-1;
e f,(x)=x"-(a+2)x+a-1

trec prin cel puin un punct fix.
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	[image: image31.png]20. Si se determine @R astfel incéi parabolele asociate
functiilor f/,:R—>R §i g,:R—>R:
a) f,(x)=(a+1)x*+4(a+1)x+10a+30,
g.(x)=x"-2(a+t)x+a-1;
b) f,(x)=a’-(a+2)x-1, g.(x)=x"~-x-a:
o) fi(x)=a’+x-a, g, (x)=(a+3)x’-(a+)x+2-a
si se intersecteze in doud puncte distincte.
21. S# se determine aeR astfel incét parabolele asociate
functiilor f,:R—>R si g,:R—>R:
a) f(x)=2x"-2(a+2)x+1, g, (x)=x"+10x+a’;
b) f,(x)=ar’—(a+2)x-1, g (x)=x"-x-a;
o) f(x)=a+x—a, g (x)=(a+3)5" ~(a+1)x+2-a
sa fie tangente.
22, Si se determine a € R astfel incat graficele functiilor
/., R>Rsig,:R>R:
Q) f(x)=3—(a+2)x+2, g,(x)=2x"~(a+1)x+4;
b) f,(x)=x"—(a+3)x+6, g, (x)=+"-(2a+3)x-+10;
o) f(x)=2x"-(a+2)x+4, ga(x)=2x’~(a+10)x+8
58 se intersecteze pe axa Ox.
23. Sa se determine valorile lui @R pentru care valorile
functiel f,:R—>R:
a) f,(x)}=%"-2ax+a+l;
b) fa(x)zax2+x—a;
o) f,(x)=(a+1)x*-3ax+4-a
s fie pozitive oricare ar fi x>0.

24. S4 se determine valorile lui aeR pentru care valorile
functiei f,:R—>R:

a) f,,(x)=:(a+1)xz~(a+7)x+a;
b S (x)=x*-2(a-2)x-2a;
&) f.(x)=(5a+1)" +(Ta+3)x+3a
s4 fie negative oricare ar fi x> 0.
28. Fie familiile de functii de gradul al doilea:
f‘,(x)=ax2+6(a+l)x+9(a+5),
8. (x)=ax’ +6{a+1)x+9(a+4).

Sa se arate ci daca o parabola din prima familie taie axa Ox,
atunci si parabola corespunzitoare din a doua familic taie axa
Ox, iar daca o parabola din a doua familie nu taie axa Ox, atunci
si parabola corespunzitoare din prima familie nu taie axa Ox.

26, Si se calculeze Im fpentru:
a) SRR, f(x)=x"-3x+2;

b) fiR-{-1} >R, f(x)= "";2"3

x4 2x+1 7
n_ __—bx+6
¢) f:R {1}—>R,f(x _*—2x+1’
—x" —dx— 30
/SRR, f(x)‘ *+4x+10
1
© fR-{L2} >R, f(x)~%
ﬂf:R_{li\/g}_)Rf( —3x +x-2
2 -x-1

27. Si se determine a < R astfel incat valorile functiei
ax

Loaxtl
f:R—)R,f(x):T si fie in intervalul (0,3).
X
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	[image: image32.png]28. Se considerd functia f:R >R, f(x)= x—4x+1.83
se calculeze: ﬁ%]f(x) B gggéﬁ]f(x) ;min f(x).

29, Se considerd functia f:R - R, f(x)= x-4x+1.84
se calculeze:

a) £([0.1]): & £{[L3]); © 7([-11]): @ £ (L))
30. Se considerd functia f:R—>R, f(x)=x"—-2x+6.52

se calculeze:

@) £([25])s © 7([0.4]): & F([-2.2]): @ S(B+))-
31. Sasedetermine a € R astfel incat:

a) P4y +x+y+a>0  (V)xyeR;

b) ¥ +y -x-y+3a>0 (V)xyeR;

Q) K+ -2x-y+a>0 (V)x,yeR;

d) X +y —dx—dy+a>0 (V)x,yER.
32. Sasedetermine aeR astfel incht:

x4yt ez—dx=2y+2z+a>0  (V)IxpzeR.

33, Sa se determine a<R astfel incit suma pétratelor
radécinilor ecuatiei:
a) ¥’ +(2-a)x-a-3=0; b) ¥ +{a+)x+a-1=0;
¢) ¥ +ax-2a+1=0; d) X +{1-a)x+a-3=0
s3 fie minima.
34. Si se rezolve ecuatiile urmatoare:
a) ¥ ~2ax+a’ -1=0;
b) x* - (3a+2)x+2a" +3a+1=0;
¢) X! —2ax+ad’ -b =0;
d) x* -2(a+b)x+a’+2ab-3b" =0;
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&) x* —(2a+3b)x+a’ +3ab+2b" = 0;
) x* —4ax+3a®-2ab~b* =0;
g) " ~2(a+3b)x+a’ +6ab+5b* =0, unde a,bcR.

35. S se rezolve inecuatiile urmatoare:
a) X ~4x20; b) x* ~3x+2<0; ¢) 2x*-5x+2>0;
d) 3x°-10x+3<0; €) x*-11x+1020; f) —x*+x+12<0;
Q) —x'-x+6<0; h) ¥ -x+1>0.

36. Sa se rezolve inecuatiile urmatoare:

X’ =3x+2 X +x+1 ?
) <0; b) <0 x ~2x+1 .
X2:7x+12 Posrea 0 O T a0
) x72+x+4 20; ¢ J:’+x+l < x2—5x+4>_1.
3x ~l(2)x+3 ¥ =3x+2 Ayx+l
X +x+1 . X ox+l
g) ~ls5———x<1; P St S
342 2 2”x1—11x+los ’

37. Se da ecuatia x*~2x-1=0. Si se calculeze valorile
expresiilor urmétoare:

2 2. 3 3.
) x+x); by x+xl; o +xy; &)X +x;

5 6 . 8 8, 9
e x+x; Dx+x; g x+xy; h) x0+xC.

38.“Se did ecuatia x*—-5x+2=0. S se calculeze valorile
expresiilor urmatoare:

. 2_ 2. 3

) x-%: b x-x; o) x-x; d)x-xi;

1
Ox-x Da-xl et pli]

>

1 % 5 X
N NI 1.1
DS+ Do k) S+ I)Lb‘f'ié;
T % 1 M XX XX
m)ﬁ+&; n 1 . 1 ;o x,+1+x2+1;
X x X+l x,+1 xn+l x+l
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	[image: image33.png]p A2 02 o Bafhs s -dm.

x2+2 x+2

39. Si se determine a € R astfel incht intre raddcinile x,,x,
ale ecuatiei x* —3x+a =0 si existe relatia:
) X +xi=3;  b)x+x=9; c) x} +x} =47;
dy ¥ +x} =~18; &) x,—x,=11; £y xl-xl=12;

9 ¥ +x}=9-a; h) x-x; =9-2a; i)LZ+~]2—:2;
%

j)%+i3=2,a¢0; 4] ! + ! =2;
x x; a x4+l x+1

p Al X+l x2+1=1; m) x,—sz_*_Z)cl‘x2 -2
X+l x+1 2x%-x, x-2x

n) X +2x, +2x\+x2 =4; o) 2x,+3x, +3.~c,+2x2 _

2% +x, X% +2x, 3x,+2x, 2x+3x,
40. Sise determine a € R astfel incét intre radacinile x;,x,

ale ecuatici x* +x+a =0 si existe relatia:

a) x =2x,; b) 3x, —4x, =18;
©) 3x,+7x,=1; d) % =x;

f) X2 +xl=x +x3;

€)X, +x, =X +%;
g) X +x; =x +%); ) x +x, =x +x.

41. Ce relatie trebuie s existe intre a si b astfel incat
radacinile x,,x, ale ecuatiei x” +ax+b =0 s satisfaca relatia:
a) 2x,+3x, =a; b) x +4x,=ab; ¢) Sx +3x,=2;

)3 —4x,=5; X +xi=a; )i +x)=b"
@) & =ax,; B X =(b=a)x,; D) x)+x =x +x;.
42, Fie ecuatia ax’+bx+c=0, cu radacinile x,x,, astfel

incét x, = a-x, . Atunci are loc relatia b =(1+a)’ -c.
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43. Fie ecuatiile: ax*+bx+c=0 cu radicinile X% 8
ax’ +bx+c =0, curadicinile x,,x;.
34 se ghseasca relatia intre coeficientii ecuatiilor stiind ci: a)
X, — X, X. —X'
R e R AL P L
XX, XX x]+xZ x2+)c1

44. Fie x,x, radicinile ecuagiei »° +ax+1=0gi x,,x2

radacinile ecuatiei x* +bx+1=0.
Sa se calculeze valorile expresiilor:

( =3) (5= )(x -x%);
b)(x,+xl)[xz+xl)(x+x2)(xz+x2)
( )lx2 ‘)(xﬁ—xz)( 2),
d)(x‘+x)(x2+xl)(x|—x2)(xz—x2)

45. Daca x,,x, sunt radiciniie ecuatiei x° —4x+1 =0, st sev
calculeze valorile expresiilor:

a) 1 b) x,+1 x2+1'

x,+2 r,+2 2 X - x-2
1 2

. — 1 N x,2+3x,+4+xz+3xz+4_
x +x,+1 X +x,+1 X -3 42 w2 -3x, 427
xf*’fx xz+xz 1, X 4x 5 xd+ales
x +’Cl+1 X;+Y;+1 X +x 41 xz'+x2+1 ’
x ~xl 4 44 - +x

g) 1 xl + 2 2 2+4

X Ex el g rad el e’

hy Jc1 +x1 +2x, +3x, +1 x2+x2+2x2+3x2+1
x4+ xt el 41 x4l +alel

46. Se considera ecuatiile urmitoare:
a) x>+ (m' +m+1)x+m=0;
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	[image: image34.png]b)x2+(m+1)x+m+5=0; I
o) x* +(2m+5)x+m’ +2=0;
d) mx® +(m+2)x+m+1=0;
e) (m-1)x" +(2m+1)x+m=0;
0 (m+1)x +(m-1)x+m+2=0;
2 x* +(m +m+1)x+m=0,

cu radécinile x, si x,. Sa se determine pentru fiecare ecuatie in
parte o relatie intre radacini independenta de n1.

47. Sa se determine radacinile reale ale ecuatiilor:
a) x’ —Ax+5=0; by ¥ +x+A=0;
o) —(A-4)x+A=-5=0; d) ¥ ~(P+1}x+5-1=0;
e) X +(P+58)x+S5~T=0; ) ¥ ~Av+5=0;
Q) ¥’ —Px+A=0; h) Pr’-(A+2)x+S-1=0
i) (A+1)x* —Px+S§=0; i) A -Px+5 =0,

unde A,S,P sunt discriminantul, suma, respectiv produsul
radactnilor.

48. Sa se determine me R astfel incét urmitoarele perechi
de ecuatii s& aiba o radacini comuni:

a) x* —(m+3)x+6=0, x*=(2m+3)x+10=0;

b) x* —(m+3)x+m+5=0,

o) ¥ —(m+2)x+m+3=0, 2—(m+3)x+3m—l=0;
(m x 4=0;

e) ¥ ~(m+2)x+m+1=0, P—(m+4)x+m+3=0;

0 -(2m-5)x+m-1=0, x —(2m~—7)x—4=0;

g) mx’ ~(m+2)x+2=0, —(m+3)x++m+2=0.

—(m+5)x+2m+6=0;

d) xz—mx+m—1=0,
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49, Si se determine meR astfel Incdt urmitoarele ecuatii
sé aibd o radicing comuni:

x - m+2)x+m+1=0
a) 1% ~2(m+1)x+4m-1=0;
* —(m+4)x+m+3=0
xz—(m+3)x+6=0

b) xz—(2m+3)x+10=0
xe‘(3‘m+3)x+m+12=0

5

X~ (m+3)x+m+5=0
c) x2—(3m—1)x+2m+6=0 .
X —(2m+4)x+3m+7=0

50. Si se arate ci urmitoarele perechi de ecuatii au cel puti
o radacind comuna: fi s el putin

" ** —(a+b)x-ac—bc-c? =0
x? —(a-l»c))c—ab~bZ —be=0"
b {xz —(a+b+c+l)x+a+b+c=0

x’—(a+b+c—1)x—a-b~c—0 ’

o {x —(a+b+c)x+abrac= 0
x —(2a+c)x+a +ac=0
d) {x ~(a+b)x- c(a+b+c) 0
x —(a+c)x b(a+b+c) 0
—(1+ab)x+b=0
e){ (1+ab*)x+52 =0’
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	[image: image35.png]51. S# se arate ci urmitoarele ecuatii au cel putin o ridicina
comund:

P —~(a+)x+a=0 x> ~(a+b)x+ab=0
a) 3x* = (b+1)x+b=0; b){x'-(a+c)x+ac=0;

& —(c+l)x+c=0 Z—(a+l)x+a=0

x* —(ab+1)x+ab=0 K —(a+b+)x+a+b=0
©) {x* —(be+1)x+bc=0; d) {x* —(b+c+)x+b+c=0;
x* ~(ac+1)x+ac=0 x*—~(a+c+l)x+a+c=0

x* —(a+b-c+l)x+a+b-c=0

e) {x’ —(a-b+c+)x+a-b+c=0 .

3 ~(—a+b+e+)x—a+b+c=0

52. Sa se determine a §i b reali astfel incit urmitoarele

P rbxta+?=0;
b) ax’ —5x+b-5=0, (b-3)x" -10x+3a-2=0;
©) 175" +(3a—1)x-2=0, (b+2)x —(2b+1)x-1=0;
& (a-D)x*=(b-1)x+5=0,  (h-3)x"-2ax+10=0;
&) (2a-1)x" —(4b+1)x+8=0, bx’ ~18ax+16=0.

a) x* +axr+2=0,

53. Si se arate cA urmatoarele ecuatii au radicinile reale:
a) ¥’ —(a+b)x-c(a+b+c)=0;
b) X’ —(a—c)x+ab-b ~ac+bc=0; .
) X' —ex—{a+b){a+b+c)=0;
d) ¥’ ~(a+b+c)x+ab+ac=0;
) x* —(a+2b+c)x+ab+b’ +ac+bc=0;
f) a(b—c)x2+b(c—a)x+ac—bc=0;
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2) x2~2(a+b)x+(a+b)z —c*=0.

54. Fiind datd ecuatia x* —ax+b = 6 ale carei radacini sunt
x $i x, sa se formeze ecuatia de gradul al doilea in y care sa
aiba ca radacini:
@) 3 =x+3%, ¥ =5 435, b) y=x, y,=x];

1 1 1 1

A¥=x+—. ym=xt—; hp=x+=, =3+
x; X X 1
1 i 1 1

QY=+, =t Dy=g e,y =
X X Xy x

gy =22, - ntl
Va2 42

55. S# se determine valorile lui aeR astfel incét
raddcinile ecuatiilor urmitoare sa indeplineascd conditiile
indicate:

a) a’ +(2a+1)x+a-1=0 X <lx,<1;

b) (2a-1)x* -3x+2a=0 x>-lx,>-1;
o) (a-1)x* —(a+2)x+3=0 X <2,x,>2;
d) axz—(2a—6)x+a—6=0 1<x,x £2;
e) @’ +(a+1)x-5=0 x <=l x,>1;
f) ax* +x—a=0 % <0<x, <2;
g) ax’ +{2-3a)x+2a-4=0 —2<x <l<xy;
h) x* ~(a+2)x+a-1=0 X, >=2,x,>~2;
i) ax’ —(a+2)x-1=0 X <3,x,>3;
D (a+))+2(a+2)x+a+3=0  ~1<x,x<2;
k) ax’ +{a-2)x+2a-3=0 —2<x,x, <1.
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	[image: image36.png]56. Si se determine valorile lui o e R astfel incét radacinile

ecuafiei urmatoare: ax” +(2-3a)x+2a-4=0 si indeplineasea
conditiile indicate:
a) 5 <3,x,<3; b x>-2,x%>-2; ¢ x<lLx<l;
dy x >-Lx,>-1; ¢} x, <-Lx,>-1; ) x<3,x>3;
2 2<x.%5,<2; ) x<-lLx,>1; i) x<l<x,<3;
J) ~l<x <2<x,.

§7. S se discute natura radacinilor ecuatiilor urmatoare:

a) mx’ +6(m+1)x+9m+31=0;
b) mx® —(2m+7)x+m-1=0;

©) (5-m)x* -2(m+1)x+1=0;
d) md’ +6(m+1)x+9(m+5)=0;
e) ¥ +(m2 -3)x+m*=0.

58. S4 se discute semnele radécinilor ecuatiilor urmétoare:
a) X’ —(m+2)x+m+1=0; b) mx’=(m+2)x+2=0;

o) m* —(m+7)x+4=0;  d) x*-2mx+m+5=0;
&) mx’ = (2m+1)x+m+2=0.

59. Sd se discute natura si semnele radacinilor ecuatiilor
urmétoare:

a) (5~m)x* -2(m+1)x+1=0;
b) mx’ —2(m-3)x+m-6=0;
&) (Sm+1)x* +(Tm+3)x+3m=0;
d) (m+1)x* —(m+T)x+m=0;
€) mx* ~(2m+1)x+3m-1=0.
60. Si se determine ae R astfel incat radacinile x,,x, ale
ecuatiei x* ~x+a =0 s satisfacd inegalitatea:
72

A x+n > +x;, b xix<P+exd;
)l +xl x4 d) x4l <xf4xd;
&) x +x) <3+x+x!; 1) X +5<x +x];
1 1 X+l ox,+1
)] + > "y A—r <,
x,+1 X, +1 X+l x+1
1) -2 et 253, ) x,+2x2+2xl+xz
x2+l x+1 2 4%, X +2x,
61. 53 se determine valorile Iui @€ R astfel incat ridicinile
X, %, ale ecuatiei x* —ax+a-1=0 sa satisfaca inegalitatea:
2 2
X+ X X +x
A —texx+l; 0 b2 5 Lx +xy;
xl'”‘z L X
3
X +x
S (x,+xz) d) -1 "2 <y
Xxxz 1 X
X, +1 xn+l 1
e) L —+: 2750, ) + <1.
x1+1 x,+1 X +2 x,+2

62. 82 considera ecuafia ax® +bx+c=0,a=0 ale cirei
raddcini sunt x, i x,. Notind S, =x'+x,(V)neN', si se
arate ¢a are loc relatia: aS,,, +5S, +¢S, =0.

nel

63. 54 se arate ¢ ecuatiile urmétoare nu pot avea radicini
rationale:

a) 3 +(2k=1)x+19=0; b) -3x’ +7x+2k~1=0;
¢} x27(4k+1)x+17=0; dy 3x2+(2k+1)x—1=0;

e) (4k—1)x2+13x—21=0; ) 7" ~19x+10k-1=0
unde keZ.

64. 84 se determine m &R astfel incét ecuatiile:
a) X +mx+m?~1=0
b) 2 +mx+2m’ —m-1= 0;
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	[image: image37.png]Q) X2 +mx+m’ +1=0
s aibd tadicinile intregi.

65. Se considera ecuatia: x° —(Za + Z)x +2d°+2a=0 cu
radacinile x, §i x, reale, a fiind un parametru real.
a) Sasearate ca 0<x, +x, <4.

1

b) 84 se arate ca -3 <xx, <4,
c)Sisearatecd 0<x' +x] S8.

66. Se considerd ecuatia: x° —(Za +1)x +20° +a=0 cu
radacinile x, §i x, reale, a fiind un parametru real.
$4 se arate ca:

a) 0<x+x,<2; b) —%Sx,uzsl; Q) 0sx +x <2

67. Se considerd ecuatia: x’-2ax+2d’-4a=0 cu
radacinile x, §i x, reale, a fiind un parametru real.

S se arate ci: .
a) 0<x, +x,58; b)-2<xx,<16; ¢) 0=<x +x, <32

68. Sa se discute in functie de parametrul real ¢ ecuatiile:
a) x*+62° +(9-a)x* -3ax+a-1=0;
by x* +2x° +(1-a)x* —ax—a-1=0;
) ax’ —da’ +(3a-1)x* +2(a+1)x+1=0;
d) x* +2x¢° —ax’ —(a+1)x+a=0;
) x*~2x" +(1-2a)%* +2ax+a’ -1=0;
f) x* —x*+2ax—a’ =0;
@) x*+x*-2x +3ax—a’ =0.

69. S se demonstreze ci ecuafia:

74

a’x? +(l—2a)x—4=0,aeR,a¢0
are radécinile mai mici decat 5.
70. Fie ecuatia ax’ +bx+c=0,a,b,c €R~{0} . Si se arate

c& daca %+ b =0, atunci ecuatia are ridacini reale si de semne
¢

diferite.

71 Fie ecvatia P(x)=ax’+bx+e=0,c20 §i x,:x,
radacinile sale. S se arate ci:

p
P|\2xl +i‘4i)= P(2x)+ P[%J.

72. Fie ecuatia x’-3x+2—p, peN. S se delen'nme r
astfel Incét ecuatia s3 aiba radicini intregi.

73. Si se arate c oricare ar fi @ € Z-{0,1} , ecuatiile:

2ax’ —x+2=0 8 22 +2ax—1=0
nu pot avea o radacing intreagd comuna.

74. Si se determine k € Z astfel incat radicinile ecuatiei:
k? +(2k+2)x+k+1=0 4 fie rafionale.

75. Sa se arate ca daci numerele reale a, b, ¢ verifici
egalitatea ab = 6¢ + 2, atunci cel putin una din ecuatiile:
Fhax+c=0, x*+bx+2c+1=0 are solutii reale.

76. Sa se arate ci oricare ar fi @, R, cel putin una din
ecuatiile x” +ax+b~1=0,x* +bx+a~1=0 are radacini reale.

77. Sa se determine solutiile reale ale sistemelor:
2x-3y=1 xX+5y=5
a 5 ; b1, 5 ;
=34 x+xp+y° =91

15





	[image: image38.png]2x-y=3

x +xy+y'—1

{3x+4v 7

)

X =y +3x+y= 4
e){

78. Si se determine solutiile reale ale sistemelor:

2x% +3y° =5
as -,
3x* +4y° =7
¥ +6xy= 13
X -3xy =

o

)

)

) 2x% - xy +2)° =20’

X+ +6xy =168
2

79. Si se determine solutiile reale ale sistemelor:

x+y+xy=11
a) e
24y =13

e

x+y+3=xy

2 P +y =3xy+t
x4y =5,

€)
4y’ =9’
©+y =28

2
X -xy+y’ =7
x+y=4

i) R
x+yt =32’

{x +3xy-»=23 .

2x% +2)7 —3xy =16

—x+3y=35 .
{xz—xy+2x=2,
x+2y=5

{x2+2yz—xy=7

x>+ Txp=-8
237 +3xp=- ’

>

4 3x7 —xp+6y =60
—x" +2xy =7

3’ —xy+4y' =32
42y +3y7 =0

b xt~2xp+3y° =9
X —dxy+5y7 =5

x+y—xy=39 .
Pyt -x-y=T8"

. 2(x" +3%) -3 =4
) 3(x2+y )—2xy=16

©)

80. S84 se determine solutiile reale ale sistemelor:

x=y+3z=-1
xX+2y-z=6

y+yzr=y +2

2x+y+3z=15
3x~2y+2z=3
2x? 4—y1—zZ =-19
2x—-y+z=2
X+y+3z=-1;
xyz =12

X+y+z=4
b) §x+2y+3z=5 ;
X4y ezt =14
2x+3y-z=11

i A {3x+2y-52=22;
xrptozi=—a
X+y+z=4

) x+3y+5z=10 .
P4y =10

81. Si se determine solutiile reale ale sistemelor:

x+y=3
Pyt =14
xy+yz+zx =11
X+y+z=12

Yrrt=gt

yz=12

x+y=-1

b) {x*+y*+21 =29
xXy+yz+z=-10
x+y-z=14

d) 1yz=9
-x*+)y 42 =46

3
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	[image: image39.png]L)

y=xz
x+y+z=3

g (xt+yr+ 2 =9 h)
=2

x+y+z=6
i) xz+yz=(xy+l)2; »

H+y+ =14

x+y+z=3
KW i{xt+y2+22=11; D

Py =27

82. S se determine solutiile reale ale sistemului:

x+y+z=0

eyt =2

x+y+z=19
) ixi+y 427 =133 f)jwy+xz-yr=-1;

XF4+yi+z =4
x+y+z°=6
xy+yz+ox=5

xz—(y—z)2 =6
yz—(z—)c)2 =10;
zz—(x—y)2 =15

+yer =4

Maytest=6.

Myt =10

x+y+l=-—3
z
x+l+z=—3.
¥y
-1—+y+z=—3
x

83. Si se determine solutiile reale ale sistemelor:

X+y+z=3
a) {)+2 +x=3;

2+xt+y=3

iyt =12
b {x ’

xy+yz+zx=12'

78

84. Si se determine solutiile reale ale sistemelor:

1 1.1 5
—t—tm=I
X 43x+l=y xy oz 2
a) ¥ +3y+l=2z; b) Ll
N x+y z
" +3z+41=x
x+y+z=4

85, Sa se determine solutiile reale ale sistemului:

X+y+z-w=0
11,11 o
x y zw

86. Sa se determine solutiile reale ale sistemutui:
¥ +5x+4=y

Y +5p+d=z

Z45z+4=u

wSurd=x

87. 4 se determine solutiile reale ale sistemului:

L
T
1
(TS
1
X ==
8

88. Sa se determine solutiile reale ale sisternului:
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v W

yZHyx=

Zx+zy=1

89, Si se determine solutiile reale ale sistemului:

x(x+y+z)=9
y(x+y+z)=27
z(x+y+z)=45

90. S3 se determine solutiile reale ale sistemului:

x(x2+y7+22)=6
y(x2+y2+zz):6 .
1z(x2+yz+z2)=12

91. Sise determine solutiile reale ale sistemului:

(x+y+z)(~x+y+2z)=9
(x+y+z)(x—y+z)=3
(x+y+z)(x+y-z)=-3
92. Sa se determine solufiile reale ale sistemului:
x(x+y+z)+yz=6
y(x+y+z)+mm=8.
2(x+y+z)+xp=9

93. Si se determine solutiile reale ale sisternului:

80

94.

95.

97.

98.

¥ty =4
Y427 =20,
2 +x' =16

Sa se determine solutiile reale ale sistemului:

54 se determine solufiile reale sle sistemului;

5=y
2y* =-25z.
7 =4x

. 83 se determine soluiile reale ale sistemului:

xy223:4
v’ =4,

oy =2
S se determine solutiile
y+z+yz=11
z+x+zx=17
X+y+xy=5

S4 se determine solugiile reale ale sigtemdui:

3x=3y=3z=l+l+l.
x y z

81





	[image: image41.png]7. FUNCTIA MODUL 0 -+t =x-1.
7. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 1x—|x+1||=1; b) Hx+1{—|x—1||=2;
c) ’x—{x‘1|i+|x+|x+1”=2; d) |3x+|x|[+i2x—|x+1||=9;
€) |x+\x+1”+|x—]x+l||=4; f)Ix—ix—‘x—l“l:l;

1. Sise reprezinte grafic functia /R —>R:
a) f(x)=|x~l‘+|x+2| b) f(x}=|x+2|—[x—1|
o) f(x)=[2x-1]+[3x+2] &) fx)={Ax+1~|x+3].
2. S se reprezinte grafic functia:
a) f:(~0.3] >R, fx)=jv~1+|x -2 +}r—4 ; ® Je+ ==t~ x+2-|x-2) = x-6.
b f:[2,+00) SR, f(x) =|x+1|+tx_2'_|2x_1i ; 8. S5 se rezolve si sa se discute ecuatiile:

o £:[33] >R, f(0) = x| +2x- |- |x—4|. ) r-tf=m;
b) 1x+2|»‘xvl|=m;

<) |2x—l|—|x—l!=x+m;

dy jx+ 1 -fx—1|=m*;

e) [x+7|+[2x+4|—Bx-1|=2m+1;
) pe+ 1|+ {x+ 2= [x+3{=2m-1;

@) [2x+1=[2x~1|+}x| =m0’ +m + 1.

3. 84 se reprezinte grafic functia /:R » R:

a) f(x)=|x—|x+2] b) fx)=x—fx-4|

) f@)y=[x-1]+]x+2] d) fxy=|e+3]~pe-2f.
4. Si se reprezinte grafic functia f:R - R:

a) flx) =] ~5x+§ b) f(x) =[x’ ~3x+2|

©) f(x)= }xl - 2"+1’+|x| & s = |ch -3x+dix-1). 9. S serezolve §i si se discute ecuatiile:

5. Si se rezolve ecuatiile: a) l[x+3|—|x—1||=m; b) ||x+3|~x+l|=m;
a) [x=3|-[x-2|=1; B) Jrf =3[ =2-x; o) ffr+1)—sl| = mx+1; D fr+ 1) -t +[x+ 2~} = m—x;
) |x+1|+|x-3[=x+2; 4 ’x—1]+[x|‘|x+4|=—3;

e) Hx+1|—]x||+“x+1|+|x||=mx+1;
©) |2x+1|-{7x -2 +[x-3|=2; ) Bx+1+[2x-5-[x-3[=5;

0 fe=fe =1 +[x+x+1]=x+m;
@) [x+1|+p+2/+x+1=9. !
2) IX""X*l"‘"’l“|+lx_‘x+l"+1m=""
6. Sase rezolve ecuatiile:
a) |x2—3x+2|=2; b |x2—1|+lx’—5x+6|=6; 10. Sa se rezolve si si se discute ecuatiile:
=l +ix—my=3; - =x;
Ol =2 Q- -a]=3: W il =3; 0) -+ et mf <

o) [ 4|2 ~9| = 14-x*5 ) 3t 1|2+ | = 4x-1; O prtm o= xems &) fr—ml+fx-1 =13

) |x—m|+|x—m+1'=2x—1; ) |x—m|—|x—m2|=x+1;
82 83





	[image: image42.png]g) [x—m+1f+]x—2m+3[=x-1.
11. Sa se rezolve inecuatiile:
a) [x=1|+[2x-1>2; b) [x+2]>2x +[2x-7;
©) [x—2[+[x+2l$x+3; d) |x+1|$[x—1|;
) Pr-1]>x+[2x+7|+|x+3; £) Jx+ 5> |x+1f+]x-1];
) Jx+1)+x+2)+x+3]>3x+3.
12. Si se rezolve inecuatiile:
a) ¢~ 5x+621; b) |x2—3x+21sz;
d) ‘xl —9|+l)c2 —4*2x+1;

) lx2—4x+3{—|x~2[2x+1; f) tx’—2x+1|—|x~3|2x+2;

c) |x2—1'—‘x2—415x;

2) |xz—5x+6|+|x—1|5x+6.

13. Sa se rezolve inecuatiile:
a) Br—fx+1<1; b) 2x-|x-12x-2;

O ferlf-lx-1<-x+1; ) rad]-frrif+x-3215

€) |3x—|x+1||+‘3x+|x+1||2 3;f) |x—|x||+!x+\x||—|3x—|x]| <1;

) e e+ 2+l e+ 2z x 41,

14. Sa se rezolve inecuatiile:

¥ =2 ¥ -1

———122; | <1;
2 X =3x42 22; o x* =5x+6) <

Jx 41+ e -1 e+ 3]+x -3

55 &) ——5—5—>2;

S R

pe=1+2bx+1 |x +3x|+1
e) —————>2; e

[x=2]-2[x+3] *F |x - 3|

15.  Sa se rezolve sistemele:

84

» [x+1+|y+2|=8 b |x-1|+\y—1|=3;
x+3y+fy-1=13 [x-2)+x-y=2

) fx~f+y-2x=6 o e+ |x+2-y+2=0

Y B 5
[x+7]+3x-y=15 [r=2|+]y+3)=12

, [x+1|+]y+1)=9 9 |- pf+e=3|=1

[ 5 H
x-y+ly-1=3 [2x+3)+3x-y=11
x-1|+|y-1|=4 = +x-1=4

o [rtebrmti=s o sfefetf=a
x+y+|y-1=8 [2x-3}+3x+p=13

By le2‘+|y—21=2 D |x+y|+]x—3|:5
i 5 .
x+y+y+=10 ) [x-6l+x+y=8
16.  Si se rezolve sistemele:
2x—y+3[x+1f=7 |2x if+]y- 3] 3
r—y+2fr+1=8’ 3l7x )-jy+1]= v
9 -2 +{y+2|=8 o Je+1)+ |y+1]—8;
[x+2]+2|y+2=13 [e=1+|y-1=4
) 3+ 3| - 4Py +1]=1 [x=2/+|y+2]=1
& . .
[g+2)+ly-5|=12"

]

B

2x+y|+5P3y+]=16

|x—2\+1x—y}=4 12x—l|+2‘x—y\=
g){|x+2‘+|x+y‘=4; h){|zx+11+s|x_y|=3‘
i lx+y+l|—|x—2!=3 o |x+y|+|xvy|=5
D {3|x+y+1|+|x+1\=14’ b {2|x+y|—|x—yl=4;
k){x+y+‘x—y|=6( ]){2x+3y+|2x~y|:6

x-y+lx+y|=6 2x-y+[2x+3y|=6

85
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	[image: image43.png]8. FUNCTIA PARTE INTREAGA $1
FUNCTIA PARTE FRACTIONARA

1. S se reprezinte grafic functia:
a) £:[12] R, fo ={x+3];
b) f:[0,3) > R. f(x)=[x-1];
¢) f:R->R, f(x)=[x+2];
d) f:[01] >R, f(x)=[x+1]+[x+2];
o) f:[~LI) >R, f(x)=[x-1]+[x+1];
£) 7:[0.3] >R, f(x)=[x+2]+[x-2];
2) [R5 R, f(x)=[x+2]+[x-1].
2. Sa se reprezinte grafic functia:
a) £:[0.1] =R, f=[2x+1];
by f:[0.2) >R, f(x)=[2x-1];
¢ f:Ro>R, f(x)=[2x+3];
d f:[1L.2)> R, f(x)=[2x+1]+[x].
3. S se reprezinte grafic functia:
a) £:[0,1] >R, () ={x-1};
b) £:fL3] >R, fx)={x+2};
¢) f:ROR, fx)={x+5};
d) f:{0.2] >R, F)={x+1}-{x-1};
e) f:{0.3) o R, f()={x-1}-{x+2};
£) £ [-L1]R, fx) ={x+2}+{x-1}:
g) f(~13) >R, f(x)={x+2}+{x~3}.
4. S3 se reprezinte grafic functia:

86

a) [:[01]> R, f)={2x+1};
b) £:{L3) >R, f(x)={2x-3};
o) 7:(0,2) >R, f(x)={2x+3};
d) f:[0,1] >R, f(x)={2x} +{2x+1}.

5. Sase rezolve ecuatiile:

1 c+3 -1
a) [x]=%; b) [2x]="; ;o) [3x]=57;
& [x+1]=x—;53; ¢ [x~1]=%; f) [3x-1]=2x-1.

6. S se rezolve ecuatiile:
a) {x}=x; b) {x}=x+1; ¢ {x}+{x+%}=x,
7. Sase rezolve ecuatiile:
a) x+{x} =[x]+1; b) {x}+{x+%}=l; o) {x+2}=x;
d) {2x+1}=2x-1 e) {3x-1}=x+1 f){2x+3}=x-].

8. S se rezolve ecuatiile:

a) {x}=|[x] b) {x+1}=fx-1] © {x+2}=[-x+]]
N MH:B] o) {x+1}=[2"3“] f) {x-1}=["_‘“‘}

2

o =2 W =22 b eyl

9. Sase rezolve inecuatiile:
ay[x-1]<2; b [x+1]<3; o) [2r-1]5-1;
d) [x+2]>2; o [2x+1]>5; D [3x-1]>2.

10. S se rezolve ecuatiile:
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	[image: image44.png]a)[x-;l]—x -2 b)[a"z“] 423 c)[le]mc'-z; 0y 5-[¥]-3-[x]+2=0; B [<]-[5]-2=0;

Fsnal tre3 P 9 2{x]-3fx]-2=0; @5 [¥]-2[x]+2=0; )
9| = ]=2x‘1ie)[ 3 } Zetly ﬂ[ T O 5[5 ]-[x]-6=0: B3 [x]-10[x]+3=0.

16. Sa se rezolve ecuatiile:

11.  Sd se rezolve ecuatiile:

" '3x+4]:4x+3_b) |:2x+1]=x+2;0)[ _ ; a) [xz+x+1]2_2x,[x2+x+1]=1‘xz;
L s s 3 4 4 3 "

d) >6x+1]_2x+1, e) [436 1} x+l Q[SX—3 _x#3 B [x = 1] = (x4 ) [ ~x 1] a4 x=0;
| 5 3 B 2’ 4 2 o) [#*=3x+5] -2 5 ~3x+ 5] =dx?-8x+3.

12.  Sase rezolve ecuatiile: 17.  Sase rezolve sistemele:

o x—l]“[x+1:|A b)[: 1}_[3}5—2]. 7
—i=l— = : x+i{yt== 7 3
R A N N
o x+1]_[2x+1], 9 —x+1]_fx1], a) x} 1b) 12 ;¢ 4
RS 3 772 L St Blgeabi=2 [2( ey =2
[2x+3 3x+2 2x-3 x+1
) il il ; f) — 75| 18. Sa se rezolve sistemele:
B [x]+y=5,5 [x]+3y=20,2 [x]+2~y=14,6
13. S se rezolve ecuatiile: a) -3 2; b) 105 s ¢ 20142
a) [xz+x+l]=x+1; b) [x2—5x+l]=2x—5; =5, x+[y]=10, x+2y]=14,
<) :xz—3x+51=2x—1; N I:xz—x+l:|=2x+l; 19. Sa se rezolve sistemele:
- oxal] L I {[x1+[y1=4
=2x+1; 22T =3k .
o [¥ +x+l:] 2x+1; t)[ 2 :l x-1. [x:l L ]ﬁz []=3
14. S se rezolve ecuatiile: 20. Sase rezolve sistemul:
a) [x2+x+1:|=xz—x+1; b) [x1—3x+1]=xz+x-3; [x+2}=y~3 [y+l]=x+3
c) :x2—5x+5]=x2—4x+3; d) [x2—4x+4:[=x2+2x—20; 3 2 3 2
o) [2x2,3x+1]=x2_1; f) [x2+7x+1]=x1+1A 21. Aratati ¢a dacd x,ye R astfel incht [x2]+[y3]=
. atunci: *
15. Sase rezolve ecuatiile: ) [x‘]+[y‘:|e|:l 4), b) [x‘+y‘]€[l,5)< y
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	[image: image45.png]9. PROGRESII ARITMETICE $I GEOMETRICE

1. Fie (an )m un sir dat prin termenul general:
a) a,=2n+l; b)a,=-3n+1; cya,=3n-7.

Sa se demonstreze in fiecare caz in parte ca sirul {a,)

izl

este o progresie aritmetica $i sa se determine primul termen §i

rafia.

2. Sase determine progresia aritmetics (a,) ., stiind

cé:
aya,=7,a=15;

¢)a+a;=8,85,=22;

e) a,+a,=0,8,=0;
2 S, =10,8,=21;

b) a,+a;,=10,a, +a, =10;
d) a,+a,=23,8,=12;

0 2-(q+a)=a,8=15;
h) S, =-28,8,, =0.

3. Si se determine primul termen si ratia unei progresii
aritmetice (a,),, stiind ca:

a,+as=—
a) 2 5

—a;-a, —14

{aﬂ-a9 a, =24,

a+a,ta;a, =a,

) a+a+a, =a,+2
e .
a+a,va,=a+1’

a,+2a,=21
2 ;
a,+a;=a,+a,

5

b ata,+a+a, =22
a+a,+a; =33

q+a+a, =12

P9 {a2+a3+a,=18’
a,+a .
ﬂ{al+a,+a<+ax 0’

Y

aa, = aa,
aa,=2a,-a,+2

(1713

4. Fie (a,),
(b, )m al carui termen general este dat de formula:
ayb,=2-a,; byb,=3+a,; c)b =a,;
&b, =5-a,; &b =-l+a,; f)h=a,+a,
formeaza o progresie aritmetica.

. © Progresie aritmetics, Si se arate ca sirol

5. Fie (a,),, o progresic aritmetica. S se arate c&
sirul (B,),,, al carui termen general este dat de formula:
Wh=a-a; b =a+a; Vb =a+a;
db,=d,; eb=a,+a; Db =a,a,
nu formeaza o progresie aritmetica.

6. Sa se demonsireze ci numerele:

a) V2,V3.45; b) V3,547 0 BT
D 5,135,421 93,415,429 D VLS

nu pot fi termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.
7. Sise rezolve ecuatiile:

a) 143+5+.-+x=100;

b) 2+5+8+- +x=155;

¢} 2+6+104-+2x=200;

d) x+(x+1)+(x+2)+ - +(x+30) =620

&) x+(x+1)+(x+2)+ - +2x=630 .

8. Sa se determine progresia aritmetici cu propriétatea ci
suma primilor # termeni ai s#i este:

a) S,=5n"+6n; b)S, =n’+n;
d) S"=3n2+4n; 4 S, =n—n;

) S, =2n"+n;
S, =r+10n.

9. Fie (a,),, o progresic aritmetica. Dacé 4, =n si

a,=m,m#n sisecaleuleze a,, peN".
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	[image: image46.png]10. Fie (a,)
a,_, =100 s3 se determine q,,4,,4,,5,,.5,,5,.

. © Progresie aritmetica. Daca a,,, =1000 si

. - L . 1.
11. Fie (a,) ,, o progresie aritmetica. Daca a,, =~ si
n
1 .
a, =;, m# n sase calculeze a,,5,,5,,.
12. Fie (a,),, o progresic aritmeticd. Dac a,, =m’ si

a,=n’,m=n sisecalculeze a,,S,,5,.5,.
13. Fie (a,)

a,=m’,m#n sisecalculeze 4,.5,,5,, S,

p?Pms On -

o progresie aritmetica. Dacd a, =# si

21

14. Fie (a,),, o progresic aritmetica. Daci a,=m si

a,=n,m#n,awnci a,=p.

15. Fie (a, )"21 o progresie aritmeticd, iar S, suma
primilor & membyi ai s3i.
Sa se demonstreze ci daca S, =m s§i S, =n, m#n atunci:
S, =p(V)peN".

16. Fie (a,), o progresie aritmeticd, iar §, suma
primilor k¥ membri ai sai.
S4 se demionstreze ca dacd S, =m’ §i S, =n’, m# n atunci
are loc egalitatea:
S, =k (V)keN'.
17. lntr-o progresie aritmetica (a,)

. avem: a =1 si

S 5,
m

S3 se determine progresia.
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18. Fie (a,), o progresie aritmetica, iar S, suma
primilor & membri ai sai. 53 se arate ca daci S—"; = S—; , atunci:
m A
o % unde men.
2m-1 2n-1

19. Fie (a,,)”21 o progresie aritmeticd cu rafia nenuli.

Stiind ca suma primilor # termeni ai progresiel este jumitate
din suma urmatorilor » termeni, 4 se calculeze S, /S, .

20. Fie (an)"Zl o progresie aritmeticd, iar S, suma
primilor & membri ai sai. 54 se arate ca:

S_kk(p_q)+S_;(q—k)=%4(p-k)(v)k,p,qu\

21. Fie (a,),, ©o progresie aritmeticd, iar S, suma

primilor # membri ai sai. S4 se arate ¢ are loc relatia:
38, -3, +5,,=0.

22. Fie (a,, )n21 un sir de numere reale, iar
S, =a+a,+-+a,(V)n>0. Sa se arate ci dach
S,=an’+bn, unde a,beR sunt date, atunci sirul (a,),,
formeaza o progresie aritmetica.

23. Fie (a")”zl un  §ir de numere reale, iar
S, =a +a,+--+a,{Y)n>0. S& sc arate ca daci a,b,ceR
astfel incit S, =an’ +bn+c, atunci sirul (a,),,, formeazi o
progresie aritmetica daca ¢i pumai daci ¢=0.

24, Dacid a, b, c,d sunt in progresie aritmetica, atunci:

a) az+cz=bz+d2+%(b—d)(a+b+c+d);
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	[image: image47.png]by @ +d>=b"+ +3(b—c)(ab~cd).

25, Dac a, b, ¢ sunt in progresie aritmeticd, atunci:
a) a*+ab+b’a’ +ac+c’ b +bc+c' sunt tot in progresie
aritmetica;
b) (a+2b)(a+2c)(b~c)+(b+2a)(b +2¢){a—c)=0;
©) & (b+c);b(c+a);c’(a+h) st tot in progresie
aritmetica.

26. Daci numerele: o®-bc;b* —ac;c®—ab sunt in
progresie aritmetica, atunci §i numerele a, 5, ¢ sunt in progresie
aritmetics sau a+b+c¢=0.

27. Dacd numerele: -—l——;L;L sunt in progresie
b+c c+a a+bd

aritmetica, atunci §i numerele a°,b°,c? sunt in progresie
aritmetica.
28. Daci numerele: 4’ +2bc;b* +2ca;c® +2ab sunt in
1

- - - 1
progresie aritmeticd, atunci §i numerele —_—

_— L sunt
a-b c-a b-c

in progresie aritmetica.

29. Daca numerele @, 5%, ¢* sunt in progresie aritmetica,
P a b c . .
atunci si numerele ——;——;—— sunt in progresie
b+c cta a+b
aritmetica.
30. Dacd numerele o, b%,c*,d* sunt in progresie
aritmetica, atunci §i numerele:

a-i[az b.\3/b2 c&}cz d.ildz
bed’ acd’ abd’ abe

sunt in progresie aritmetica §i reciproc.

94

31. Dacd a,b,c,d sunt in progresie aritmetici, atunci:
abed +(b va)‘ este un pétrat perfect. '

32. Si se arate ci daca: a>0,5>0,¢>0 sunt in progresie
aritmetica, atunci §i numerele:
1 1 1

b e Jera Ja+lb
sunt in progresie aritmetica.
, sunt termenii unei progresii
aritmetice de ratie r , sa se calculeze suma:
a) S=a +{a +a,)+ +{@g+a+--+a,);

33. Dacd aya,,.q,

b) S=al +a,(a +a)+ - +a,(a+a,++a,);
¢) S=aa,+aa++a,,a,;
&)y S=aa,a, + a8+ +a,,a,.a,;

€) S=aly 0y Gyt By B

1 1 1
f)S= et 5
Gy Gay i
S_ al +a2 az +a3 an+a77+l .
g S=—" T2 vt
q LT 4,8,
1 1 1
h) §= + +oe 5
Gehd; @A, 4y ey
. 1 1 1
i S= + 4o B
Ay G Oy iy L Ayep-t

. _ 1 1 1
RN I i P AN PR Rl

34. Daci a,a,, - ,a, formeaza o progresie aritmetica de

n(nz—l)rA

12

ratie » = 0, atunci are loc egalitatea:
S SR SR )2+
a+al+ a: —;(al a, a,
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	[image: image48.png]35. Dacd a,4,,---,a, sunt termenii unei progresii

n

“aritmetice de ratie 7> 0, si se puni sub forma cea mai simpli

produsul:
rl r2 rZ
13,:[1—;7 A R R B
2 3 "

36. Daca ,a,, .4, sunt termenii unei progresii

n
aritmetice de ratie » >0 si ¢ >0, si se pund sub forma cea mai

simpla produsul:
3 ) a;— 3 B 4 3

a1

3
_g-r
@+’ @ +r

[ N
Ay 1

37. Daca a,,4,,a,, . a,,,4,,, sunt in progresie aritmetic
si O<a, <a < <a,, <a,,,,atunci:
n i 1 1 n

< + +oe < .
Oy, GG, ayay R

38. Dacd S,,S,,-:-,S, sunt sumele a # termeni ale unor
progresii aritmetice ale caror primi termeni sunt respectiv
1,2,3,--,n si ale ciror ragii sunt 1,3,5,--,2n-1, sd se
calculeze suma: S=8,+5,+--+5,.

39. Sa se determine progresia aritmeticd a;,a,, - ,a, astfel
incat:

avayssa, =20
6n* ~3n-1
At d =L"_2"_)"

40, Sa se determine progresia aritmeticd a,,a,,-,a, astfel
incit:

_ .2
a+a,+--ta,=n

96

5, , 4n'-n
a v et = .

3

41. Dacd a,a,,--,a, sunt termenii unei progresii.

n

aritmetice de rafie », s se demonstreze relatia:

al -

2
q
a4 +2a,+2a,++20, +a, =2—L.

r

42. Intr-o progresic aritmeticd suma primilor # termeni
este egald cu suma- primilor m termeni (m#n). Sai se
demonstreze ¢i suma primilor 7+ » termeni este nuld.

43. 54 se determine primul termen si rajia unei progresii
geometrice (a,), ., daci:

a,—a, =6 a+a,=4

a) ; b) H
q-a =14 a,+a, =28

o as—a1=80; s as—aA—a3:4;
a,—a, =24 a,~a, =2a,

9 a+ara=7 £ a,a,~aa, =6
a,+a, +a, =14’ a,a,~a,a,=24"
4. Fie (a,)

este progresie geometrica sirul (b,) ., al cirui termen general
este dat de formula:

) © progresie aritmeticd. 54 se studieze dacé

)b =ca,; bb=a+a; b =a,;
Db =atay; Ob=2t: Db=a,-4,.
@,

45, S& se demonstreze c¢a numerele:

A 2VNT; B BT ©) 243,45
d) 3,445 93,635  H45,7,V21.

nu pot fi termenii consecutivi ai unei progresii geometrice.
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	[image: image49.png]46. S se decida dacd este progresie geometrici un sir

astfel incat pentru orice #& N suma primilor # termeni ai sdi
este dati de formula:

a) S, =3n+1; b) §,=2"-1; ¢} §,=3"+1;
1

d) 8, ==(3"-1); S, =5"+5; S, =10"-10.

)5, =5(3-1): @5, )

47. Sa se determine x €R astfel incét fiecare din grupele
de trei numere de mai jos si fie in progresie geometrici:

a) x+Ldx+58x+11 b) 2;x+5;2x°
¢) x+Ldx—E10x+5 ¢ &) x-62x;x?
&) %;2x;x2+75 f) x—40;x*;100x .

48. S se determine progresia geometricd (g, ),
ci:
a) §,=13,5,=40; b) 5, =8,5,=80;
) 8, =14,8,=62; 4 5,=3,8,=31,

stiind

49. Sa se determine g,b,ceR stiind ca a,b,c sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie r, iar
a,b+1,c+14 sunt termenii consecutivi ai unei progresii
geometrice de ratie »—2.

50. Sa se determine a,b,ceR stiind ¢id a,b,c sunt

termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie r, iar
a+1l,b-1,c+9 sunt termenii consecutivi ai unej progresii

geometrice de ratie #—5.

51. S4& se determine a,b,¢,d € R stiind ¢& a,b,¢,d sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie r, iar
a-1,b,c+4,d+14 sunt termenii consecutivi ai unei progresii
geometrice de rafie ».

52. Si se determine a,b,c,d R stiind i a,b,¢,d sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie r, iar
a,b,c+2,d+8 sunt termenii consecutivi ai unei progresii
geometrice de rafie 7.

53. Si se determine a,b,c,d R stiind ¢d a,b,c,d sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de ratie r, iar
a-1,b-1,¢c+3,d+19 sunt termenii comsecutivi ai unei
progresii geometrice de rafie »+1.

54. Si se determine a,b,c,d €R stiind ¢ a,b,¢,d sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice de rajie », iar
a,b,c+4,d+20 sunt termenii consecutivi ai unel progresii
geometrice de rafie »+1.

55. Suma primilor trei terment ai unei progresii geometrice
este 13, iar suma urmatorilor trei termeni ai aceeleiasi progresii
este 351. Sa se determine suma primilor 20 de termeni .ai
progresiei geometrice.

56. Suma primilor patru termeni ai unei progresii
geometrice este 15, iar suma urmdtorilor patru termeni ai
progresiei geometrice este 240. Sa se determine suma primilor
100 de terment ai progresiei geometrice.

57. Fie (a,)

. . .
Dacd a,=nsia,=mm=n sisccalculeze S, peN.

o progresie geometricd cu rafia pozitivi.

n21

58. Fie (a,),

21

0 progresie geometricd cu ratia pozitiva.
Dacd a,,,, =1000 si a,_, =500 si se determine a,,4,, 5,5, .

02 s

59. Fie (a,),, o progresie geometrici cu rafia pozitivi.

21

1 . 1 .
Daca a, =— si a, =—,m=n si secalculeze 4, S, .
n m L4 r

60. Daca a, b, ¢ sunt in progresie geometrica, atunci:
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	[image: image50.png]a) a’(IH-c)(b2 +c2)=b3(a+b)(a2 +b2);
b) (a-%—c)(b3+c3)=(b2 +02)(ab+cz);
c)(az—bc)z(b—c)3+(b2—ac)B(c—a)3+(cz—ab)z(a—b)3=0;
d) ecuatia ax® +bx+c =0 are radicini complexe;
€) azbzcz(%+b—g+;—3)=a3+bl+03.

61. Sase arate ca numerele:
: ab 1.1 ab ab 1.1
“a) A= —a |42, B= 2 = 2 p s
"‘a) \/a+b a\}a+b \/a+b \/:7+b \/a+b
by a=¥z7, B=4a7,c=¥a~

sunt in progresie geometricd.

62. Daci a,b,c sunt termenii de rang k,l,m ai unei
progresii geometrice, si se demonstreze relatia:
P e

. 1 1 1
. 63. Dacd x=-——,y=~—,z=——,azb#c sunt in
b-a? "% b
‘progresie aritmetic, atunci a, b, ¢ sunt in progresie geometrica.

64. Daca numerele x,y,z sunt in progresie geometrica,
‘afunci numerele:

P42 4y, Xy + Y ayz 4 2t 0 + 2y 4 2
,sunt in progresie geometrica.
65. Daci a,b, ¢, d suntin progresie geometrica, atunci:
a) (a—d) =(b-c)’ +(c-a) +(d-b)":
b) & +d* > b+t
66. Fie x, y, z € R astfel incat sa aiba loc relagia:
(er-)—yz+mc)3 =.7cyz()r+y+z)3 .

100

83 se arate ci numerele x, y, z sunt in progresie geometrici.

67. Daci S, este suma primilor n termeni ai unei
progresii geometrice de rafie geR-{0,1}s4 se demonstreze
egalitatea:

85, =S, - §5, -

2n

S, _S5,-S,

68. Dacs aeR-{0}, s se calculeze sumele:
a) 142427+ 427
b) 143437+ %,
O 1-343 0 239,
dl+a+d +--+d™;

e)a+a*+a’ +---+a®;

f)a®+a* +~a®+--+a™;

69. Si se arate ca dacd ¢,.4,,---,q, sunt temmenii unei
progresii geometrice este adevirati relatia:
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	[image: image51.png]e 1 1 1
al"+a;'+~~+a”=[—+-+~~+— aal-a.

" " A n

70. Daci a,,4,a,,,a, sunt termenii unei progresii
geometrice, 54 se calculeze: .

S= \/Z + \/5: +ed Ja—” .
Jor~ay  Jay =Ja " a, - a,

71. S3 se arate c& dacd ,a,,--,a, sunt termenii unei

progresii geometrice este adeviarata relatia :

(at+ad+ral)(a} +al ++a, )=(aa, +aa,++aa,,)

)

72. TFie a,,a,,- ,4, 0 progresie geometricd §i
1.1 1
S =aqra, o +a, S, =—+—+ o+ —.
a a a,

4
Si se determine in functie de S, si S, produsul
P=aa, a,
73. Daci a,,a,, - .a, sunt numere pozitive in progresie
geometrica, i sea rate ¢d aya, - a, = (ala,, )” .

74. Fie numerele reale pozitive a,,a,, -, @y, in progresie
geometrica descrescatoare. S se demonstreze cd inegalitatea:

4% L Gw o [N
4 Oy oy
162

10. FUNCTIA RABICAL:

1. Si se afle pentru fiecare functie in parte domeijul iaxim
de definitie:

a fx)=vx-1 b) f(x)=v3-x
¢) flx)=2x+1 d f)=N-x

9 1= B =2

o f=2H B f.(x)=31+f

X
2-x 1-x
2. S se reprezinte grafic functia :
a) f:[l+o) >R, f(x)=Vr-1;
b) f:(—eo,}]—)R,f(x):x/ng;
¢} f:RoR,fx)=¥x+2.

3. Sase determine meR pentru care functiile urmatoare
sunt definite pe R:

a) f(x)=x’ +mx+l b) j;(x)z,}xz—(m+1)x+2\
o fim=Jx tx+m & £ =Ymi ~x+m+1.
4. Si se rezolve ecuatiile:
Ay Vxr2-+2Z-x=2;  b)2x+l+x+5=6;
o) Jr+l+dx+6=5; B irx+fimx=1;
&) Vx—i+vx+2=-1; f)Sx-2+4x-3=0.
5. S se rezolve ecuatiile:
a) Vr+2+/x+14=5x+26; b) V2x—1-Vx—1=42x-9;
O V2l +x-3=2x; A Jr-2+Vx-3=+x45;

) VI-x-vb-x=Vl-x O Jx+i+/x+2+Vx-3=0;
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	[image: image52.png]g) Vx-1+Jx-2+/x+3=-5.

6. Sase rezolve ecuatiile:
a) 3x+7 —Jx+1=Tx+4-J2x+3;
b) Vi+2-Vx-9=vx-18~x-25;
) V2x+1+3x+7 =x+5+/4x+3;
&y Vr+l+Vx+2+Vx—14/x-2=0;
&) Vx—2+/x+l+V2x+1+ox—2=-2.

7. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare.

P -5-Jr-8=1;

b) Vo? =9 +a-x =10;

<) \/xz—+1+ P +d=

&) P -11-Vx-20=1;

e) m+\/xz——4=0;

BV =3x+2+x? -1 =x? —6x+5;
DV -9+ A7 25 =3,

8. Si se rezolve ecuatiile urmétoare:

3Vx-1+2-Jx+4 Vrtl+vx+6

BRI o 08 v LN s SEYW e

=T BN z.m_mu
UEw o e i P e

9. Si se rezolve ecuatiile urmatoare:

2 Vx+4+vx+9 _s_
2-Jx+4-Vx+9

104

5 .

4

) X+3+2-+x+8 —3x_2:
5-Jx+3-2-x+8 ’
2VxT+xe3
o e
4y WX AN+ Nl 44+ +9
24/ +4 - +9

10. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:

\/x+ —Jx+2 1‘ x+4+x=1_

b)

+2;

=5-

RN T e N ey sy s e
o M—Jj:xvz; " 3% +1—/2x+1 _
Vr+l+4x-2 " =x 3% +14+42x% +1
P e N WS o T ol
i —5+x-z ¥ *+16+Vx -8

11. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:

a} m+ x-—\/x_—l-ﬁ=4;

b) Vx+V6x—9 +x—v6x—9 =6 ;
c) \/x+m+\/x—m=10;
&) s Bxt 13 —Jr—Brrl3 =2;
e) \/x+m+ x—\/3_ng=2;‘
0 Vrad2a1 +yx-V2s-1=2.

12. Si se rezolve ecuatiile urmatoare:

a) Vx+3+4-Vr-1+yx-2-Jx-1=5;
b Jr+2-4-Jx 2+Jx+7+6 Jil2=5;
c) \/x+2 T+yx=2:dx-1 =2;

d \/x+2+4-\/x—2 +\/x—1+2v\/x—2 =5;
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	[image: image53.png]) Va2 1 -2 1 =2;
B Jr14a x5 —vx+4-6.Jx-5 =5}
@) Jx—dJr-d+yfx5-6x—4 =1.

13.  Si se rezolve ecuatiile urmatoare:

a) \fx+\/1—x+\/;=l; b) \/x—\/l—x+\/;=2;

c) \/1—x+\/;+ T-x=1; d) \)2‘x—«/;+ 2-x=1;

e} \/3—1—\/;+\/2—x=2; f) xx—«/l-——x+«/;=1A

14. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:

a) Va+xF —24=x-2; b)Vo+x-V¥ -48=x-3;

o erdrrzd =x+l; & Jl-x ¥ 415 =x-1;

gi—x a2 =1-x;  £)Jl-x- +h=xl.
15, Sise rezolve ecuatiile:

a) Ja(l-x)+x(2- ) =1

b)m— #ex-1=1;

c)«[(l—x)2+x+\/1—x)z—x=

d)m+m=x+4;

&) Vart —ax =P 14E 1.

16. Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:

a) xl2—~x+\/24__x=\/8—4x;

4 .

b) \/1—x+\ﬁ_—x—\/6—x,
<) \)x+\/;+xx—\/—= xjf[;
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17.  Si se rezolve ecuatiile urmitoare:
a) PBx+3-3x-5=1; b) Yx+6+Vx+2=4;"
&) Yx-2+x+1=3; &) P-x+Vx+l=l.
18.  Sa se rezolve ecuatiile urmatoare:
) Vx+2+¥7x+2=4; b) Sr-1-Yx-4=1;
) Vx—2+x+5=5; A Jx+3+5x+11=4
19. Sase rezolve ecuatiile urmatoare:
2y Y5x+2-Px-7=1; b) Ix+l+Yax-i=5;
o) Yx—d+¥2x =2; D Y2e-1+351=1.
20. Si se rezolve ecuatiile urmatoare:
ay Yx9-r+2=1; b Pxr1+35xe2=5
) Pr+4-YTx-1=-1; d) Y8xr1-¥x-2=1.
21. Sase rezolve ecuatiile urmatoare:
a) Ye+1d-Yx-1=1; b Prr1+¥x-4=3;
o) Br+14-Yx-3=2; d) Vsx-4+42x-7=3.
22. Sise rezolve ecuaiile urmitoare:
a) 5/x+1+i/4x+7=3/x+3+5/4x+5;
b) i/x+1+%/4x+7:3/§x+5+3/2x+3;
o) Yx+2+Vax+3=Yox+1+Ba+a.
23.  Sase discute si s4 se rezolve ecuatiile urmatoare:
a)\/xz_—_=x‘a; D) V¥ —x+l=x-a;
o) ¥x*—a=x-1; d) Vx+a+vx=a;
e)\/aT)H-\/m:\/z; f)x/;c:;+\/):=2a;
@) Vrra+vx—a=+2x; h) Jx+)(x+a)=x-a;

9 \/x+a+\/x+a=\/—; i ,/axﬁx_\/l?z\/;’

ax
a x

unde geR.
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	[image: image54.png]24, S#se discute gi s& se rezolve ecua;iile urmétoare:

RN i o Jm_J— LN e itd
m+xa 3 4 \/a_;c+_1+ax 1+\/ax 1
J;a—+—xa Jarl-ax 1-Jax=

unde aeR.

25.  Sase discute si sa se rezolve ecuatiile
urmdtoare stiind ¢ a,beR:

a) a—x+m=m;
by Ja-x+b-x=va+rb-2x;
o) Ja—x+b-x =Va+2b-3x;
&) Vx+a+Vrrb=Ja=b;
&) Vrra=x+Vo;
f)«/:z2——)c+\/b—z—_;=a+b;
2) Ja—x-or—x=a-b.
26. S se discute §i sa se rezolve ecuatiile urmétoare:
m+\/—£‘—x =Jb, acR.beR,;
N Jarxvax
m Jrtb
\/EH/:
C)M=bl, a,beR;
Vi@ +i-ax
9 Jax+b+Jax _ledax—b R,
Jaxib—ax a5
27.  Sase discute gi si se rezolve ecuatiile urmétoare:
a)\/x2+a+\/m=a—b, a,beR;
b)dx1+a+J;8—~5=a+b, abeR;
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=x, a,beR;

] m+m=x, a;beR;
D Ve rar—1-x +bx—t=va-b, a4,b20;
e),/x~(a—x)+,}x-(b—x)=1, a,beR.
28. Sase discute i sa se rezolve ecuatiile urmidtoare:
a) \/x+2\/;+a x=2Jx~1=
b) Vx+3- 451 +afx+8- 6451 =1;
c) \/x+\/6x_—9+\/x~\/6x_—9=a;
&) Vx—adx—4 +Jx+5-6dx-4 =a,

unde aeR.

29. Sase discute si sa se rezolve ecuatiile urmitoare:
a) Yxra~Yx—a=12a; b) Yx+2a-Yx+a=Ya;
o) xra+ix-1=N+a; &) Ix+va+¥a—x=1,
unde aeR.

30. Sise discute si s3 se rezolve ecuatia:
x+Va' -xJx*+a* =a, aeR.

31. S3se discute si sa se rezolve ecuatia:
a2x7+\/;;(ax—l):l, aeR.

32.  S4se discute si sa se rezolve ecuatia:

x+ x+l+ x+l=a, acR.
2 4

33, Sise discute si sd se rezolve ecuatia:

Jx{a—x)+x(2a-x)=a,aecR.

34, Sise discute si sd se rezolve ecuatia:
x=a+\/a+\/;, aeR.

35. Sase discute si s se rezolve ecuatia:
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	[image: image55.png]—-vJa-x=a, aeR.

36. Sd se discute si sa se rezolve ecuatia:

Ja+bx +Jbrex +c+ax =\/b—ax+s/c—bx+\/a—cx,

unde a,b,ceR,.

37. S se rezolve inecuatiile wmatoare:

a) x<Vx+2; b) x+1<3-x; ) x-1<vx+1;

d) 2x+1<vx+4; ) x+l<vy—x+3; f)x—l<\/;;
@ x+2<Vx’ -1, h) x-1<Vx’-x.

38. Sa se rezolve inecuatiile urmétoare:

a) x+22+x—1; b) x-12vx+2; ¢ 2x+1>1-x;
d) 3x-1>v2-x; e x+2>4x"~1; HxzJ¥-1;

2) 3x-1=29x’~1; h) x+3zdx’ —x+1.

39. S se rezolve inecuatiile unmétoare:
a) V2x+1-x-8>3; by 2x+l+vxri<l;
&) V2x—1+x=8>2; d) V2x—1 > -3x+2;
&) Vi —4x+3>3-x; f) Vx*~5x+4 <x-1;

g) V2x+1-vx+8>3; hy vx+l+y-x+l<x+2.

40. Sa se rezolve inecuatiile urmatoare:

a) \)2—\/3+x <\/4+x; b) \/1—\/2+x Z\B-fx;
O Wicl-1>yn-1; & xr1-2242-x;
e)\/m—x<\/;; f)\/\/ﬁ+x>\/;;

O Werl—x-1>1, W Nxw2 x> el

41.  S3 se rezolve inecuatiile urmitoare:

-2 <|x-4; ) Ji-42]x-3;

& Je-1-1slx-1; & e x—fe-1>+1-1;
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) x| +1> 0 Vx+i>e-1.
42. 84 se rezolve ingpuatiile urmitoare:
Nx+l-x \/ 1+x
= >0; <0;
x5 =3x+2 X -3x+4

C)M>0; d)_.m-Z—x>0;

x+2 x-1

e) __‘”‘*2“”_2<0~ f) “"‘1<1

Nx-l+x ’ x+2 ’

43. 54 se rezolve inecuatiile urmatoare:
a) Ya—x+¥x-321; b) - x+¥r-122;
c)\/ETx—%/Ei?zf &) fo-x-2 522,
S se rezolve sistemele:
B){x-h/—_lo {x«i—y Vrey+78
y+Jy=15 Vo +dx+fy=30"
x+ y+3 J— 9 x+y=4
x+y+l= 3J—_ ’ x x+y\/_ 8
x+y=25 {x‘+y =10

-

{ Virdy=1' g

{ e+ B) {HNE-Y_W:&;
Qe

)

€) :
X+y+x+y=6

2

Wy =+1- x—l x-2y=8

~2+Jy+2=5 . X+y+x-1=4
Veslex+ [y-2=2"

o

»

V2 fyr2=7

k){\/X+Y+\/I y= 6 D Jr+2y+fx-3y=s
X =y +64 x* ~xy~6y* =36 ’
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	[image: image56.png]11. FUNCTIA EXPONENTIALA S1
LOGARITMICA

1. Sa se stabileasca domeniul de definitie al funciiilor:
a) f(x)=3"+3"; by f{x)=2"";
o f(x)=lg(x*-3x+2); &) f(x)=lg(x"-1);
x-1 x* -1
=g £ =g
& S(x)=le ) ()=l
2. Sa se reprezinte grafic functia /R > R:

a) f(x)=4"; b) f(x)=3"% o fx)=2""
x+1 Zx 2 x-l
0. 7@=(3] s 9 s3] 0 r=(2]
3. 5S4 se reprezinte grafic functia:
a) f:(L+x) >R, f(x)=log,(x~1);
b) f:(3,+oo)—>R,f(x):logl(x—ii);
©) f:(~0,2) >R, f(x)=log,(2-x).

4. Sase reprezinte grafic functia £ :R —>{0,-0):
a) f(N)=3+2 b) f()=2"+1 ¢ flx)=4™+1.

5. Sase reprezinte grafic functia f:(0,40) >R :

a) f(x)=log,x b) f(x)=log,x+2 ¢) f(x)=log,x~1.

6. Sa se reprezinte grafic functia:
a) f:(-L+w0) >R, f(x)=log,(x+D)-1;
b) f:(l+) > R, f(x)=log, {x~1)+1;
o) f:(2+0) >R, f(x)=log,(x-2)+2.

112

7. 54 se aducd la forma cea mai simpla expresiile:

a) 332,33 ... 3100; b) 47447 4400;
12 3 oo L | 1%
©)28.22.22.....27 ; d)52.52.57.....5 2

o (n" (1)(1) £) (1] (1) AAAAA (1]
2) \2 2) 2 2 2)
8. S se compare numerele:

a) Ny=2020 2025 N, =4 g

by N, =3'.32.3%....3% 5 N =01.92.9%.....9%

) N]=5‘-52<53~~~575 si N|=41-42«43 ..... 419

9. 34 se aduci la forma cea mai simpld expresiile:
a) log, 2 +log, 4+log, 8+log, 16 +log, 32;

1 2 3 4 5 6 7
b) lg—+lg=+lg=+lg—+lg=+lg—+lg~;
) lgo+lgg+lgy es+ler+les +lges
c) log,2-4-8-16-32-64-128;

1 1 1 1

+ + + .
log,6 log,6 log,6 log,6

10. S se demonstreze inegalitatile:

1+1>1

log,6 log,6 log6 ;
1 + 1 4 1 <
log,8 log,8 log8

i 1 1
+ +—>
log,6 log,6 log;6
d) EPL N N <2
2 log,9 log,9 log,9

a)

b)

5

5

11. i se calculeze in functie de x = log,3 logaritmii:‘
a) log;36; b)log,72; c) log,288; d) log, 432.
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	[image: image57.png]12. Sa se calculeze in functie de a=1g5 si b=Ig3
logaritmii:
a) log,,15; b) 1g20; ©) Igé; d) log,,12.

13. Sa se calculeze in funciie de a=Ilg2 si b=Ig3
logaritmii:
a) log,;20; b)1g5: c) lg15; d) logy, 36.

14. Sa se calculeze in functie de a=log,36 urmatorul
logaritm: log,27.

15. S se rezolve ecuatiile:
a) 21 427+ 27 =56 b) 32 -3 +3" =189;
¢) 5™ +10-5" =375; d) 571 -5 =120
€) 21 =22 410.2% =323 f) 7% -3. 77 —20- 7" =392.
16. S se rezolve ecuatiile:
a) 27042 4 2 42" =120
b) e 370 40 3 L3 5.3 =354
) LW i C —~150-5> =125;
d) 6% +6™ =32.6" =360;
€) 37 43437 433 4370 =364
D 24x +24x-l +241-Z +2Ax‘1 +24XA4 = 31 )
17. Sase rezolve ecuatiile:
a) 3.2 +2-3 =2 43
b) 3x+3m +3x.2 =¢ +2_6xn;
c) 2% 40 427 = 6F +6™ ;
d) 2-47 +2-4" 4472 = §F £ 577
e) 2x+3 +2x~2 +2x =3x+2+3x*1 +3x;
f) 45 1 4 L4 1 g7 =262 42.61 +6".
18. S4 se rezolve ecuatiile:
a) 377 -9 =18; b) 37 +27=4-3"; ) 4 +4=52";
d) 2 +4°=72; € 9°+9=103"; ) 257 +5=6-5";
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g 545 =5 4, h) 36" —7-6"+6=90.
19. Sa se rezolve ecuatiile:

a) 4 +6"=9"; b) 9" +16* =127,

c) 9" +15" =257, ©d) 47 +107 =257,

e) 3-4"+2-6"=9%; ) 3-9°+2.12" =16";

g) 8:9° 42157 =25";  h) 84" +2.10" = 25°.
20. Sai se rezolve ecuatiile:

a4 +67 =97, b) 97 +127" =167,

1 1 L 1 1 1

¢) 9% +15% =25~ d) 4* +10% =25¢;

) 3-47-2.6" =97, 1) 8.9 _2.15" 22571,
21. S4 se rezolve ecuatiile:

a) (2+43) +(2-43) =4;
B (2+45) +(2-

o
N
S.

24+43) ) =145
) (3+ )+(3 B) =6,

@ 3+ ) -
(415

<

o (4+ ) (4= \/E)X=62;
® (5++24) +(5-+23) =9

22. Si se rezolve ecuatiile:

a) 3 447 = 5% b) 2+ ¥ =5,
) 2749 =11 d) 3 +JF =5 ;

€) 6" +8" =107, Q\/ﬁ_‘+\/8—‘=\/lF;
g 9 +12° =15, hy 307 + h2x =315
)34 45 =67 D s <4

115





	[image: image58.png]23. Si se rezoive ecuatiile:

a) 2" +3" =13, b) 2" +6"=40,;

0) 445 =189; d) 47 +6"=280;

e) 2" +3" +4"=29; f) ¥ +47+5° =50,
g) 2 +47 +67 =288; h) 25 +3° +6" =251;

) V7 VT e =353 YT U 35 =160;
© 5 10721125, b P+ =01
24. Si se determine radcinile pozitive ale ecuatiilor:
a) 3" -2"+1=2-43"; b) 55 -4"+1=2-v5";
0 5+ -2 =215 4 +9 426" =257
e) 9 +1=2.3"+4%; f) 25" +1=16"+2-5%;
Q) B +1=2.9" +647; h) 2% +4% +16* =400.
25. Sa se rezolve ecuatiile:
a) oV 4 gl -inz =2;
b) 2‘/5 +3Jx‘-4”3 =2:
o) 2m+3m+4m:3;
Q) 2m+3\x1—7x46 +5unzx4 =3:
e) P L4 gl g
26. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 21 +20=6""; b) 3F+98=5; ) 2*+211=3%;
d) 3 +37=4;  €) 3 +295=4%; )5 +11=6".
27. Saserezolve ecuatiile:
a) 1+2* +3* =6, b) 2" 43" +4" =97,
) 4 +5+7 =2 d)1+37+5 =3
&) L1+42" +45 =f85 D143 +J5 =5
28. S se rezolve ecuatiile: .
a) lg(x+1)-21g(x-1)=1; b) lg(3x-4)’ +2lg(4x-8)=4;
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) 1+lgx=Ig(x+1); d) 1g(x* +105)-21g(x+7)=0;
e) lg(35—x3)=31g(5—x); f) lg(3x2+2x—3)=21g(x+1);
) lg(x* —6x+12)=2Igx: h) Ig(x~5) +1g(3x-35)=3
D) lg(2¢" +31x+624)=1+21g (x +2);.
29. Sa se rezolve ecuatiile:
a) log, (x*—2x+4)=2;  b) log,, (3’ -x+2)=2;
o) log, ,(x*~3+" +26)=3; d) log, (2x+1)=2-log,,,,3+1;
o) log _ (26" +2x+5)=4; D log,, (x*+25*+5)=2;
g) log, (x+14)+log, (x+2) =6;
h) log, (x+3)~2log, (x~3)=1.
30. Sa serezolve ecuatiile:
a) log, (x—1)+log, (x-1)}=3;
b) log, (x~1)" +log, (x~1)=4;
c) log2x+log4x+lolg,6x=7;
d) log, x+log, x+log,, x=11;
e) log, 2+log, x=0;
f) log, x* +log, x=1.

31. Sd se rezolve ecuatiile urmitoare:
a) log, 3+2-log,, 3+3-log,,3=0;
b) log, 2x+1log, x+logﬁ4x=0;
2
©) log, (x+12)-log, 2=1;
d) log, (557)-togl x =13
e) 20-log,, Vx+7 -log,, x* =3-log, x*;
2

117





	[image: image59.png]f) log, 7+2log,, 7-3log,,, 7=1.
32, Sase rezolve ecuatiile urmitoare:
a) log,, (%)Hog; x=1;
b) log, 2-log,, 2=log,, 2;
c) logZ%—logi x+logix=0;

d) logﬁz-loglleogzﬁ\/;-log‘x=54;
e) log, 2-log 2=log 2;
&

16

27
f) log,—-log 3-log, x=1.
X

33. Sase rezolve ecuatiile:
a) lg?x—3lgx+2=0; by 10-1g7x~-101-lgx+10=0;
¢) lg? x-121gx+20=0; d) 2loglx—5log,x+2=0;
e) logZx—6log, x+8=0; D 3log}x—10log,x+3=0;
g) lg?2x~5lgx+1=0; h) lg’3x-10lgx+1=0;
) 1g?2x—9lgx+2=0; ) lg’4x-331gx+2=0.
34. Sa serezolve ecuatiile:
a) xlg’xflgx =100; b) xmg,nA =32 c) xlg’x—)lg)rfi =10;
d) Xowr =3|og,’x; 5) xlng_‘x - Slog%x; t) x:xg’ x-150gx _ \/1‘6 :
Joxs? lgx-2
g) x 4 =1olgx&1; h) x ) =1olgxf2; 1) xXlog,x—J =2’
j) x® =100x.
35. Si se rezolve ecuatiile:
a) x+lgx=1; b) x+2-1gx=12;
¢) x+3lgx=13; dy x* +1g (357 +25)=27;

¢ X +x+lg(x-1)=6; " ¥ -x+lg(x-1)=111;

i1

) x2+2x—logl(x—l)=16: hy x* —x-2-log, (x~1)=22.
2 2

36. Sase rezolve ecuatiile:
a) ¥ +(3lgx—2)x+2lg? x~3lgx+1=0;
b) ¥ +(2lgx~12)x+1g’ x~12lgx +11=0;
¢) lg* x+(3x~3)lgx+2x" —4x+2=0;
&) 61g> x+(5x~5)lgx+x" - 2x+1=0.
37. Sase rezolve ecuatiile:
a) 2" +log, x=18; b) 2* +log, (x~1)=17;
¢) 3 +lg(x+1)=1; d) 3 +31g(2x+4)=30;
) 2°+3" +log, (x—1)=276; f) 2°+4" +log,(x-1)=73.
38. S se rezolve ecuatiile:
a) 2°+x" +log, x=34;
b) 2"+ x° —x+log, (x-1)=7;
©) 3 +x7 +x+lg(x~2)=39.
39. 8 se rezolve ecuatiile:
a) [ 0;
b) ¥ +x=x"" +x°;
¢} x™ ~5x" +4=0;
d) x3x+xn3 +xx+2 +xx-| :x21+2 +le+l+x21+*).

40. S se rezolve ecuatiile:
) xloh(x—l) + 3(x — Z)hzzx =4x ;

by D (x-3)F =24
o) (x-2) 2 (2 )™ 3. (x-2).
41. S se rezolve ecuaiile:
a) log, [log, (log, x)]=2;
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	[image: image60.png]b)1082[log,(logs(Iix—l))]:OA a) lg’x-3Igx+a=0; b lg’x+algx+1=0;

dptx~ —a=0: 2
42, Sise rezolve si sd se discute ecuatia: o algix~lgx+l-a=0; d)lg x+(a+1)<lgx+a—1=0;

gl x=3-1 =0; 25 . =
lg[-5—+x)—lg l+£)=lgm, Y e) lg’x-3lgx+a=0; 0 lg’x—(a+1)-lgx+a=0,
unde aeR.
43. Saserezolve si si se discute ecuaia: 51. Si se rezolve ecuatiile:
lg(l+xj+]=lg(l+l)+lg10m, meR-{0}. 2 log3(9 -12:3 +28)=0; b) 1°g3(4"3‘2m+10)=|:
* xom 52. Sa se rezolve inecuatiile:
44, Saserezolve ecuatia: a) 2° +4° 220; b) 2-4"-3.2°+120;

5@34@_3@% =2m;4 ©) 3" +9° <90; d) 37 +27<4.3;
: €) 25 —6-5°+520; 167545 140,
53. 8 se rezolve inecuatiile:
a) 2x+2x+| +2x+2 S6x +6x~l;

45. Si se rezolve ecuatia:
log, x+log,, F+o+log, X" =n, a>0,a#l.

46. Sd se rezolve ecuafia: b) 2 427 4 2 s T4
1 1 3 ’

log? 6+logl —+log , ——log, x+=>=0. €) 325 42-3% <270 137,

ex w6 w4 ’

d) Pt I, L N N L

- . B g x g
47. Saserezolve ecuatia: ma™ +n-b" =a -b", 54. Si se rezolve inecuafiile:

unde @.b>0,a#b,az1,b#1. a) 4" +2-6"-3.9">0; by 4 +67 59
48, Si se rezolve i sa se discute ecuafia: ¢) 69" -13.6"+6-4* >0 d) 9%+15§<25%
log&x/— loga[ +1J a>0,a=l,meR. 55. Sa se rezolve inecuatiile:
3
49. Si se rezolve si si se discute ecuatia: a)( +\/—) (3 J—) <24 ‘/—
a) 4" +4-9" =6"; by a-4" +{a-1)-6"=9"; b)(7 ) (7 \/_) <l14;
¢) (a+6)-4 +a-10"=25"; d) 4" +(a~3)-2"+a=0; .
(arg) vaty 25 ) 0 (5471 ~{s- 3T <40.45;
e) a-4" +{a+])6" =9"; DT+ 67=97;
g a4 +b-9 =6"; h)y a-4"+9"=b-6", 9 (2 ) (2 \/—) 214
unde a,beR. 56. Sa se rezolve inecuatiile:

50. Saserezolve §i 54 se discute ecuatia:
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57. Si se rezolve inecuatiile:
a) 743 255 b) 2T +4 2207 o) 6748 <107
d) 3 +4° 25" ) 2T +4 4672127 f) 34745 <65,

58. Sa se rezolve inecuatiile:
a) 2F +3° 235; b) 2755 <29; <) 3 +4 >91;
d) 27 +3 +47£99; €) 27 +x<20; £) 25 +3"+5x<50.

59. S se rezolve inecuatiile:
a) log, ()c2 —5x+6) <1;

b) log, (+* +2x-2)20;

<) 1+lzgx21g(x+1);

d) log, (x=1)+log, (.x+27)2§;

e) logz(3x2 —5x~3) <log, (4x-3);

1) log, (x—1)+log, (x-1)<6;
2) log, x+log, x+log,; x 2223
h) log, (x+12) 2 log, x.

60. S se rezolve inecuatiile:
a) log, [2 +log, (x+3)] 20,

b) log, {mg, (# —4x+3):l>1;
2
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o) log, [1og3 (x*-3x+2)] <15
3

d) log, [log‘ (x2 —1)] <2;
¢) log, [log2 t3 —x+1):f <0.
2
61. Si se rezolve inecuatiile:

a) 3-1g°x-10-1gx+3<0;  b) lg?x—11-lgx+10>0;
) 2-logl x—5-log, x+220; dj log? x—6-log, x+8<0.

62. 84 se rezolve inecuaiile:

1
2) lo i—‘L—>1; Ax+5 .
% b) log, <13
3x+2
¢) log, ——->0; ERL U
) ) D loge T <l

€) Iog3“5(xz—x+])> 0; f logx_‘(xz-l)<l;
) 108 yse) (V6 -2%) <05 1) log,,,, (o +Br+8)>2;°
D) log, {9" -12:3 +36)>2; J) log, (4" ~3.2 +16) <3;
k) log, (97 =3 +27) >3 +1;
1) log, (4’ -2 +l6) >x+1;
m) log, (3” -3 +3) <2log, 7;
n) log, (3" -3)-log, (3 -9) < 6.
3

63.  Si se determine valorile Jui @ pentru care inegalitatea:
**log, 3a~xlog, %Hogﬁ 3Ja-3<0
nu are nici o solutie.
64. Sise determine m e R astfel incét inegalitatea:
9 -2(m-2)-3" -2m<0
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65. S se rezolve si si se discute inecuafiile: Y

a) log, a+log, x>0, a>0; 71. Sase rezolve sistemele:

b) log, x+log, x>0, a>0,a=1; 2+ =6 2743 4273 =7
a) ; b .
¢) 2-log, a+log, a+3-log, a=0, a>0; 4" +16” 4 +9" =10
d) 20-log,, Vx +7-log, ¥ <3-log , ¥, a>0; {2'2x+3A2,‘:7 2.5
T ) , 2, { =5
e) log, x+log, x+log, x>0, a>0,a#l. +4 =20 9*+4” =85
66. Si se demonstreze inegalitatea: 9 {2 +27 =40 24 =
log, 3+log, 4+log, 5+log;6>5. 2 427 =80 2%+ 2"’ 32

67. S4se arate ca daca a > 1,5 >1, atunc: 72. S84 serezolve sistemele:

a+b’ & +6 a){ =36 3.5 =75
H b ;
log, +log,———=24. 43 =48 )35 zas’
68. Sa se arate ca daca a,be(0,1), atunci: o {2X.3r=12' o {2x45>'=40
v 3¢ =18 vogx _ :
loga——~zabb+1ogb 201;224 =18 2%-5% =250
a+ a+ 73. Sa se rezolve sistemele:
69. 5% se arate cd dacd a>1,b>1, atunci: » 3.8y _§. 05 =172 . 2.3 _3.957 _g
log, be+log, ac+log abz6. 507 _ 4.0 =304 L =13
76. Sa se rezolve sistemele: o 270 43.27 =14 255 3.4 =9
X Y o X -
o 275 =200, g 78, 32 42" 210 R T
x+y=5 x+y=3
! y 74. S se rezolve sistemele:
F.3 =72 * 7 =175
o {2 3 . Q {5 : 2 x+y=3 ) 2x+y=10
x+y=5 x+y=3 v _q” b x’ﬁuézl;
e 2.5 =40 3.8 =216
x+y=4 - x+y=4 ’
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75. Sa se rezolve sistemele:
2 L3 213 3y L3Iy - 975
a) 3 ; vl 7 ;
243V =5 247 4397 =13
znzy + 5x+2y - 7x+2y 3x’~v1 +5x’-y‘ =34
c) 3 d .
277 46" =40 2V LTI =97

76. Sa se rezolve sistemele:

¥ = Yoot Y = uF P
R ST L A X
2" —-4’ 2 =3 2" =8 F=7

77. S se rezolve sistemele:

X =y =y x =y ¥ =y
a ;b 5 C ; 4 .
){X=y’ ){"3=)’ ){xz=y’ ){x/;=%/y

78. Si se rezolve sistemele:

2 = 4Y AT YOS P IS RN P 3
a) 3€) ) .
{x {x’ =y {x/; =3y =y

79. Sa serezolve sistemele:

x x

pa
4

iy 2 x b4
a) 2r = ; 2’:5‘; o) 27 =3 ) 3 =27

5

x? xz=y \/;=%/; x3=y”

80, Sase rezolve sistemele:

Y = ) SN V=
N O L R

x=y y=2x y=10x x=4y
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81. Sa se rezolve sistemele:

){2“ Y627 4820 {2“‘“*3-2‘-&2;'0

2, Syl =1 yx’-l =1 3

Y

){3“*“ 434320 {3’*"“’-12»3*"*’ +27=0
. ;

o (x+1)" =t

82. Sa se rezolve sistemele urmétoare:

o [0 =@ [0 =,
41@; ey olex _ gley ’
IO T AN [ L
4ler = 3y gler = 2'e» :

83. S se rezolve sistemele urmatoare:

a) x+y=35 - ¥+ =90 .
log, x+log, p=2" log, x+log, y=3"

21y’ =101 -yi=12
9 X4y D x -y ]
2lgx+3lgy=2 2log, x+log, y=5
84. Sa se rezolve sistemele urmitoare:

3
2 log, y- log,x-2 b log, y~log x=0
? 2log, x+log, y=3"

log, v = lo; log, y—2log, x=1
9 g, y=log, x ; d 8. Y g, )
x4yt =18 2x*—y* =9
85. St se rezolve sistemele:
2ler g gey 3\°s:x ,41°s;.v =36
By " b :
lgx+lgy= 3 log, x+log, y=3
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86. Si se rezolve sistemele:

ll

los;y gy  Vigx
¥ { . {x ¥ =100,
Xy = =10
ouy |/|ag1x —4 =100
<) ; d {Xy

{xy gt x+lg? y=10"
X —100 9 xy=4
xy= log? x+log2 y =10

87. Si se rezolve sistemele:

&

xZ = yl x‘ =yZ
a ;0 b 3
) { lgx ) log, = = log,x; ¢©) log, % = logs x
y log,y y logsy
88. Si se rezolve sistemele:
3 g
a{* =Y, axnys0a=l; b){“ FaT=b bes0.
y= att=¢
89. Sa se rezolve sistemele:
_p P
a){ W, s @b>0; b){"a 7. abeR.
X = X =

90. Sa se rezolve sistemul:
X =y
., a,b,x,y>0,a=1b=1.
a“=b"

91, Si se rezolve sistemul:
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92.

93,

94.

95.

96.

97.

&t
a b , ab,x,y>0,a%1,b=1.
Xa=yb

Si se rezolve sistemul:

sa Igh
{(ax) =(&) , a.bxy>0,a2Lb=#1

P gley

S4 se rezolve sistemul:

xa=yh

x _log x. c>0,c#la,beR.
g =T

v logy

Sa se rezolve sistemul:

[y =g

ixy*" =5

S se rezolve sistemul:

a,b>0.

25ty

2 2 .

ylogz(x +y )+x2+y2 =0
2xy° '

xlogz()c“ryz)+xz+yz =0

81 se determine solutiile naturale ale sistemului:
= ys
ym 7 =y

S se determine solutiile naturale ale sistemului:

X :yz
3"
P = x
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12. MULTIMI

Sa se determine multimea A, gtiind ol
={xeN|x=9-2k keN};

L

A

A={xeN|x=20-#’ JkenN};
A= {xeN|x=k ~LkeN,k<10};
A=

A=x Z\ 3XHGN},
x+1

A={xeN\ 5x‘7el},
x-1

2. Fie A={xeN|x=7-k keN}si
B ={xeN|xdivide 6}.
Sa se determine: ANB,AUB,A-B,B-A.

3. Fie A={reNl|xdivide 6},B={xeN|xdivide15}.

Sa se determine: AnB,AUB,A-B,B-A.
4. Fie A={xeN|x=k-4keN,k<10}si

B={reN|x=k-LkeN,k<s6}.
Sa se determine: ANB,AUB,A-B,B-A.

5. Fie A={xeNlxdivide 6},B={xeN|xdivide 8},

C={xeN[xdivide12}.
S se determine:
130

ANBNC,AUBUC,A-BUC,B-AUC,AUB-C.

6. S se determine mulfimea A, stiind ¢4

a) A={x¢;Zx=5n_1,neN};
+

2n+1
b)A={xEZx=6n—7.neN}>:
2n+1
2
c) A= erx:én +7,neN
3n+1

:
d)A:{erx:n n;l,nsN—{Z}}.
7. Sa se determine multimea A, stiind ci:
A A={xeR|x-1+}e-2[=2} ;
) A={reR||[x+-[x+2]<3} ;
c) A= {xeRHx—]x 2ﬂ~ }
{

A= xeR“x] }

e) A={x=

[x+1]= x+3} ;

£) A={xeR|[x]=[} ;

x+1}

h) A= {x‘- 3 +9* =90}

) A3

g) A—{xeR
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Sa se determine mulfimea A, stiind ¢4
a) A= xeRi max x+2,5—x)§6} R

{
b) A={xeZ|min(x+2.3-x)<4};
c) A= {xeRl\/_2+\/_— 0}

) A={xeN| 3x/11xf6+\/.3§cj=1}.

9. Si se determine mulfimea A, stiind ca:
ANn{2,3.4}={3}, 40{2,4,6} ={1,2,3,4.5,6} i mulfimea A
are 3 elemente.

10. S& se determine multimea A , stiind ca:

An{,3,5 ={13}, A={2,3} = {1} si mulfimea A are3
elemente.

11. Si se determine multimile A, B, stiind ca:
A-B={27},AnB={135} 5i AUB={1,2,3,4,56,7}.

12. Si se determine mulfimile A, B, stiind ca:
AnB={12}, AUB={1,2,3,4,5} si suma elementelor lui A
este 10.

13. Fie A, B dous mulfimi cu cte doua elemente fiecare.

a) Céte elemente poate avea ANB?
b) Cate elemente poate avea AUB?
¢) Cate elemente poate avea A-B?

14. Fie A,B doud multimi cu cate trej elemente fiecare.

a) Céte elemente poate avea ANB?
b) Cate elemente poate avea AUB ?
¢) Céte elemente poate avea A-B?
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15. S se determine numirul de elemente al multimilor :
a) {xeRixZ+mx+1=0};
b) {xe R,x2 —x+m=0};
) {xeR'xl—mx+m=0},
unde meR.

16. 54 se determine numirul de elemente al mul}imiloi' :
a) {xeR|mx2+mx+1=0}r‘\{—l,l} 3
b) {xeR]x%mxH:O}m[l,wo);
<) {xeR|(m+2)x2—2(m+1)x+m+l=0}ﬁ[—1,l],
unde meR.

17. S se determine m <R astfel incat multimea :
a) {xe R[x2 —(m+1)x-m+1 =0}m{—1, 0};
b) {xeRmxz—(m—Z)xH:O}m(O,oo);
<) {xe R(x® +mx+2m—1 =0}ﬁ[—2, 2];
53 aiba un singur element.

18. Sa se determine m R astfel incat mulirea !
a) {xeR X —(5m-4)x+m+l=0}m(—w,()) ;
b) {xeRxl—(2m+3)x—m+1=0}r\(—oo,2] ;
c) {xeR x? —(2m-1)x+m+1=0}r\(1, )
53 aiba doua elemente.

19. Sase determine m e R astfel incat muljimea :
a) {xe R|mx2—(2m+l)x+7=0}r\(0,oo) ;
B {xe R|(m-1)x* ~(2m+1)x+1=0} A[-2,1]
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54 nu aiba nici un element.

20. Sase determine a,b e R astfel incat mul{iméa :

a) {xeRl(a—l)xz —(b—-l)x+5=0}m
ﬁ{xeR‘(b—3)x2—2ax+10=0} ;

b) {xeR|x2+ax+2=0}r‘\ {xeR|x2+bx+a+7=0} ;

<) {xeRlax2 —5x+b—5=0}r‘\
A{xeR|(b-3)x" ~10x-+4 =0}
sd aibi doua elemente.

21. Sase determine m e R astfel incit mulfimea :
a) xeR|xz +mx+l=0}ﬂ{xeRlx2 +x+m=0} ;

b) {{xeklx2 ~(m+2)x+m+1=0}

N{reR| ~(m+4)x+m+3=0}

) {xe Rl3x2 —(m+2)x+2=0}ﬂ
N{reRps ~(m+1)x+4=0]

s3 aibd un element.

22, Sa se determine m e R astfel incit mulfimea :
a) {xeR]me2 —x-1 =0} ﬂ{x e Rlx2 —3mx+2=0} R

b) {xER‘x2+mx+2=0}ﬂ{x€R|x2—5x+m+7=O} ;

) {xeRle —5x+m=0}ﬂ{xeR]x2 —2mx+4=0}
si nu aiba nici un element.

23. S se arate cd multimile :
a) {x € R‘x2 ~(a+b)x-c{a+b +c)=0}ﬂ
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N
b)

N
°)

N

Ssunt

{xeR|r —(a+c)x-bla+b+c)= }
{xeer —(a+b+c)x+ab+ac= 0}0
{xeR]r -(2a+c)x+a*+ac= 0}
{st|r -2ar+a’~(b-c)’ —0}ﬂ
{xeR|x -2ex+*—(a-bY =()}

t nevide oricare ar fi a,5,ceR..

24, Sase determine m R astfel incat mulfimea :

a) {xeszAmx+m=0}U{xeR\mxz-x+m=0} 3
b) {xeR)(2+mx+l=O}U{)«:ER!/J)52+8)c+mZ =0} R

) {xe R[x’ -i—m)c+2=0}U{xeR|xZ +2x+m=0}
sa atba patru elemente,

25. Si se determine m <R astfel incat mulfimea :

a) {xeR 2mx2~—x—1=0}U{xeR|x2—3mx+2=0} ;
b) {xeR|x? #mee1=0)Ufx e R|x + dmw+7 =0} ;

<) {xeR (m+1)x -x-]=0}U{)ceR](m+2))cZ —2x-m=0}
s4 aibi trei elemente.

26. Si se determine m <R astfel incat mulfimea :

a) {xeRxz+mx+1:0}U{xeR]xz+2mx—1=0} ;
b) {xeR x2+mx—4=0}U{xeR|x2+2x—2m=0} ;

) {xeR X +(m+1);c‘1=0}U{xeR|xZ —3x+2=0}
sd aiba doui elemente.

27. Sisedetermine m < R astfel incdt mulfimea :
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	[image: image68.png]a) {xeRlx2 +mx+1=0}U{xeR|4xZ +8x+m’ =0} ;
1] {xeR|xz+mx+1=0}U{xeR)xz+mx+2=0} B
c){xe R]4x2—4(m-—2)x+m=0}U
Ufx e Rjax? - dmr+ 3m-2=0}
53 aibi un element.
28, Sise determine m R astfel incdt multimea :
a) {xe R'xZ —4x+m? =0}U{xeR|xz +4x+m=0} ;
b {xeRlxz+mx+4=0}U{xeRlx2+x+m=0} :
©) {;vceRlx2 -«-x«»m:O}U{xeR'Zx2 +x+m=0}
3 nu aibd nici un element.
29. Sa se arate cd oricare ar fi me R, avem :
{xeR]xz—4x+m2 =0}ﬂ{xeR‘xz—mv+1=0}=®.
30. Sase arate ca oricare ar fi m € R, multimea :
{xeR‘xz+mx+Z=O}U{xeRlx2+8x+2mz =0}
are exact doua elemente.

31. S se determine mulfimea :

{xeR

32. Fie numerele a,b,c,a'b'c'eR astfel Incat

2
(3)a R astfel incat x = 4 a+1}
a+t

a#0,a'=0 §i ac=0. Daca {stlax’+bx+c=0}¢d> si
{xeR‘ a'x2+b'x+c'=0}¢cl) atunci ;
{xeRlaa'x2+bb'x+cc'=0};t¢t
33. Sise determine m € R, astfel incat :
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{:ceRxZ —(m+3)x+m+5=0}ﬂ
ﬂ{xeRx2~(3m~—1)x+2m+6=0}ﬂ
N{xeR|e ~(2m+4)x+3m+7=0} 2.

34, Sa se determine m € R, astfel incat :
{xe Rlx? —(m+3)x+m+5=0}ﬂ

ﬂ{xesz—(3m~l)x+2m+6=0}ﬂ
ﬂ{xesz—(2m+4)x+3m+7=0}¢‘1).

35. Si se arate cioricare ar fi a,b,ce R avem:
{xeRlxz—(a+b)x—c(a+b+c)=0}ﬂ
ﬂ{xe Rix2 ~{a+c)x-b{a+b+c) =0} 2®,
36. S se arate cd oricare ar fi a,b,ce R avem :
{xeR|xz—(a+b)x+ab=O}ﬂ
ﬂ{xeR|x2—(a+¢')x+ac=0}¢(b.
37. S& searate caoricare ar fi a,b,c€ R avem :
{st|x2—(a+b+c)x+ab+ac=0}U
U{xeR!ax2+bx+c=0}¢d>.
38. Sasearate ca oricare ar fi @, b,ccR avem:
{xeR]xz—(aH)xi—a:O}U
U{xeR!xZ—(a+b)x+ac=0};=<D.
39, Fie a, b < Z numere impare. Sa se arate ci:

{er\ax2+bx+1=o}=®.
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	[image: image69.png]13. NUMERE COMPLEXE

1. Sase calculeze:

a) (1+)(2+1)(3-7); by 3-2i)(i+1)(1-27);
o) (2-i)(1+2i)(3-2i); d) (4-3i)(5+i)(10-i);

&) (2+3)(i-1)(i+2);  H B-4)(i+1)(i-5);
© (5-20)(4+i)(3-i); by (T+)(3i-1)(i+2).

2. S& se calculeze:

Lei 1-i 1420 14 34T 5o8

)

& 2+i i~5 3—i+4—i4 5+2i+5—2i

3. Sase calculeze:
& (14 B (-1 o (2+T);

A iy, ﬂz-
4 (3-5i)'s e)[_j, ﬂ(3—i)’

1
3i-2Y 7-i . 2+ij2
; h ; .
g)(i+3J )(7+i] b (34
4. S4 se calculeze:

; =2 S . . . .7 P R ;10
a)1+1‘+13+14+15+16+1 +8 4+ 41

L3 s 7 9 1 a3 a5 a7 19 21 23 25,
b) i 15 17 19 1 A3 15 17

¥ [T STl S

N 789
C)tl B AR AT A AR AT A

5 +lmu+ G200 S0 400 80 200 )

LY 710 40 050 i)o O
{10, 7100 7100010000 {10 4 7100 71000 ;1000
9 70 4 P00 1000 ;10000 + 7107100 71000,10000
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5. 54 se giseascs numerele reale x i y gtiind ci:
a) (2+3i)x+(7-3))y=11+3i;
b) (L+) 2+ (5431 y =12 +8i;
o) (3-i)x+(7+2i)y=17+3i;
&) (3+7)x+(=5+2i) y=—6+9i;
€) (3+20)x+(2+3i)y=T+3i.
6. Si se determine numarul complex z astfel incat:

a) 22 =3+4i; b)) =-3-4i; ¢)*=-8+6i;
d) 2’ =-5+12i; ) 2 =214+20i; f) z°=8+6i.
7. Sase rezolve ecuatiile urmitoare:
a) 2 +4diz+5=0; b) 2’ —(2+i)z+3+i=0;
¢) 2*~iz=1-i=0; d) 2 +z41-i=0;
©) 22 —(6+42i)z+11+2i=0; f) 22-3iz-3+i=0;
@ 2 +(2-1)z+1-i=0; k) z~2z-7-6i=0.

8. Sa se determine z € C astfel incit:

a) 22 +2z+1=0; b) 22 +27+2=0;
Q) +F +z-1-i=0; d) F+3z=8+6i;
€) 2 ~F 4z =1+5i; f) 22 +F =543,
9. Sase determine z € C astfel incht:
a) |z|=|z+1]=[z|; b) |z+i] =|z+1|=7 +31;
) |z+3z=17+9i; - B fz-z-1-2i=0;
e) [z-1+22=13+8; Hlz+l+z-2-i=0;
i . -1 z-3] 2
—d+i~2z=3-6i; h)|Z=|=1, E2|-Z.
@ l-dri-22=3-6i; B 7=l 5
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	[image: image70.png]10. s3 se arate c3 pentru orice numaircomplex z avei:

i B .

a) Rez:%(z+?); Imz:;(z—z);

b) Rez(#,~27)=0, (¥)zeC;

¢)Rez=07=~2z;

d) Imz=0Z=z;

€) Rez=0<:>|z+x|=|z—xi, (¥)xeR;

f)Imz=OC>|z+ix-z—ix[;

ol=1e7=4;
zZ

0o 27 =2z, (V)z,eC.z%2;

. z+z,
i) Re=—2
-

=O©|z]=|zl{, (V)zeC.z%z.

11. Si se arate ci dacd z,z,€C-R astfel incét

252 20 dach zz,#-1;

142z,
b) Im 3% =0 daca zz, =13
1-2z,
2 +2}
¢) In—L—2% =0 daci z'z; = -1.
142z
142

12. S4 se arate oa daci 2z,z,€C-R astfel incét
|z,|=]zzl=l atunci:

2) ReZ722 20 daca z, % 2,;

L5

‘140

b) Re: =0 daca z, # =z,

zl +2,

<) Re A= -0 daca 7z, #-1.
1+4Q

13. Daci z, z, = C, atunci:
|z, +2,f +]z, - zf =2(|z,[z+|zz|z).
14. Daca z, z,, z, € C, atunci:
|z ] +|z.f +]2,f +|z +2, + 5[ =
=ln o[+ vz +z 4 )

15. Daci z;,z,,2,, 2, € C, atunci:

‘Q_4r+%'%rﬂh_%

=g~ +lzy~zf +]z -z +2,-

16. Sase determine a R si 53 se rezolve ecuatiile:
a) 2 —(3+i)z+a+2i=0; b) 2’~(a+i)z-2-i=0;
c) 2 —iz—l+ai=0; dy 22 ~(i+2)z+a(i-3)=0;
e) 2 —(3-i)z+a+6i=0; )z —(a-i)z+2+5i=0,
stiind ¢A fiecare din ele are o radacind reals.

17, Dacd x, x, sunt riddcinile ecuatiei x* +x+1=0, §% se
calculeze:

a) x°+x’; b) x* +x)’;
©) X +x7; @ 723"
1 1 . 1 1
€ %+ s — s
) 100 x;o(' ﬂ ‘IOUD x;OOO
2 (1 +1)" +(x, +1); b (x +1)m +(x +l)m ;
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	[image: image71.png]D () o) G, (et)” © 21, Daca x,x sunt raddeinile ecuafiei x - x+1=0, si se

(X, +1) (xf +l)1ou determine » €N astfel incat:
< R s a) X +xy =13 b) xy +x) =15
calc‘lnse.zezl)aca %, %, sunt radacinile ecuatiei x* +x+1=0, si se ) (5~ +(m -1 =-1 ) (x+ 1)’I +(xf +1)" ==L
a) (% +xf—1)m +(X§+X§-1)m; ©) x+x; =23 £) (5 -1) +(x,-1)" =2.
£ +x,) (Xz xz)m; 22. Fie z,z,,z,€ C—R astfel incét Izl|=|zzl=|zz|=1 si

2,2,z, # 1. 82 se arate ci:

ARt A AL+ AL 5z,

o)
( +x +xl+1 +(xz+x§+x2+l)m;
@ (= =0.

250
4 3 2 N
Xt +x +2x] +x,+1) +(x2+x2+2x2+xz+1) ; oo,

1 1
(x4 )“"’ * (x+x )““’ ’ 23. Daci x, e C-R,x; =1, si se calculeze:
X 2
. P a) (axg+bxo)-(bx§+axo);
19. Daca x,x, sunt radacinile ecuatiei X +x+1=0,s8se b) (axj —b:co)~(bx§ —axo)‘

determine 7 e N astfel incat: 9 (a+b)*(a+bx(‘)-(a+bx§);

a) x) +x =2, b) x +x; =-1; : :
<) (xl+1)"+(xz+1)"=~2; d) (xf+1)"+(x§+1)"=—l; 4 (”_b)'w‘bxa)'(”"b"o):
(ax,, +bh0 (bxg +axo)2;

o (x2+x) +(x2+x) =2; D () +(x 1) =~
( ) ( ) (ax bxo) +(bxg—axo)z;

a+b) (a+bx0)2+(a+bx§)2;

€)

f
20. Dach x,x, sunt radacinile ecuatiei x* —x+1=0,sAs¢

calculeze: . 2 (

a) x0 +x; by (a+bx, + ax} }-{a+bx +ex, );

50 SOA
b) (x;—1)150+(x22—1) ‘5,0' i) (a-b +(a—bx0)2 +(a—bx; )2;
c} (x, +1) +( +1) ; i (a+bx‘,+cxu) +(a+bx§+cxo)z.

2 1000
@ (5 -x)" o -0)

w0 24. Fie z,z'eC astfel incat ‘z|=|z'i=1. Sa se arate ci:
4 3 .
L "'xx) +(xz—x2+x,) ’ . z42z'

o (
f (xl4 ) ( _x;)mﬂ‘ 1+2zz2°
142

<R.
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	[image: image72.png]. 25. Sise arate ¢i orice numdr complex de modul 1 poate fi

2+M,unde AeR.

- A

seris in mod unic sub forma

26. Fie z,,z,,, 2, € C demodul 1. Sa se arate ca:

]m(zl-fzz)(zz +2,) (2, +Zl)=0_

2,2, 2,

27. Sa se arate ci oricare ar fi a,,a,, ", 4, €R are loc
identitatea:

(a,+i)(ay +i)-+ (@, +1) =i"(1-ai)(1-ai) - (1-a,i)
28. Dacid x, e C~R, x; =1, si se calculeze:

a) (1+x0)-(1+x(f)~(1+x§)

b) (1+x0)~(1+x§)-~~~(1+xg), neN.

29. Notam radacinile x"=1 cu L x,x,-,x,,. 54 se
arate ci oricare ar fi a,b € R avem:

(a+b)(a+bx)(a+bx,) - (a+bx, )=a"+(-1)"p".

30. Dacd notim cu 1,x,x,,--,X,, radacinile ecuatiei
x" =1, atunci are loc egalitatea:

(1-x)(1-x,) - (1-x,, ) =n.

31, Dacéd notim cu 1,x,Xx,,--,%,, ridicinile ecuatiei

2 *n

x" =1, atunci are loc egalitatea:

(o)) o) - 2E0T

2
32. Dacd x,e C- R, x, =1, si se arate ci:

(a+bx, +ax; ) =(6-a)".
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14. FLEMENTE DE COMBINATORICA

1. In céte moduri pot fi agezate 5 carti pe un raft?

2. Sa se calculeze in cate moduri poate fi ordonata
mulfimea {1,2,3,4,5, 6}, astfel incét | s3 fie pe prima pozitie.

3. 84 se calculeze in cite moduri poate fi ordonatid
multimea {1, 2,3, 4,5}, astfel incat 1 si fie pe prima pozitie §i 2
pe pozitia a doua.

4. Cite numere cu cifre distincte se pot forma cu cifrele 1,
2,3,4,5?

5. Cate numere cu cifre distincte se pot forma cu cifrele 0,
1,2,3,47

6. Un tramvai are 3 vagoane. Si se calouleze in céte
moduri pot fi agezate vagoanele pentru formarea tramvaiului.

7. Sa se calculeze cite numere cu cifre distincte se pot
forma cu cifrele 1, 2, 3, 4, 5 astfel incat suma primelor doua
cifre si fie egald cu 3.

8. Cite numere cu cifre distincte se pot forma cu cifrele 0,
1,2, 3, 4, 5 astfel incét suma primelor doud cifre s fie 37

9. La faza final3 a unui concurs de gimnastica participi 6
concurenti.

10. fntr-o clasd sunt 10 baieti si 15 fete. Baietii au 10 banci
in care sunt agezati numai baiefi, iar fetele au 15 banci in care
sunt agezate numai ele. i

In céte moduri pot fi agezafi cei 25 de copii in banci?
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	[image: image73.png]11. Cite numere cu cifre distincte pot fi formate cu cifrele 0,
1, 2, 3, 4, 5 astfel incét prima cifra sa fie 5 i ultima cifra sa fie
0?

12. Cate numere pot fi formate cu cifrele 0, 1,2, 3,4, 5,6
astfel incat cifrele sa fie distincte, suma primelor doua cifre sa
fie 4 §i ultima cifid sa fie 37

13, Cite numere pot fi formate cu cifrele 0, 1,2, 3,4, 5, 6
astfel incat cifrele sa fie distincte, iar suma ultimilor doua cifre
3 fie 37

14. Intr-o clasd cu 25 de binci intra 3 elevi. In céte moduri
se pot ageza in banci cei 3 elevi?

15. Intr-un raft al unei biblioteci sunt 4 locuri libere pentru a
pune 4 carfi. Avand 10 cari [a dispozitie, in cite moduri le
putemn aranja in cele 4 locuri libere de pe raft?

16. Cate prefixe de telefon de 3 cifre distincte se pot forma?
17. Céte numere de telefon de 6 cifre distincte se pot forma?

18. O grupd de studenti are de programat 4 examene in 15
zile, ct {ine sesiunea de examene. In cite moduri se pot
programa cele 4 examene?

19. S se calculeze cite numere de trei cifre distincte exista.

20. S se calculeze céte numere de cinci cifre distincte care
sa fnceapa cu | exista.

21. S se calculeze cate numere de patru cifre distincte, care
s& inceapd cu 2 si si se termine cu 9 exista.

22, Sa se calculeze cate numere de cinci cifre se pot forma
astfel inct primele doua cifre sa fie 12.

23. La un concurs de matematica participa 50 de elevi de la
diverse geoli §i se acord trei premii (1, 2 §i 3).

premiilor.
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24.Un elev trebuie si dea 3 examene in 10 zile. In cite
moduri poate da elevul aceste examene?

25. Un student trebuie si dea 3 examene in 15 zile, iar un
examen il di obligatoriu in prima zi. fn céte moduri pot fi
aranjate cele trei examene?

26. Cifrul unei genii diplomat are 4 pozitii formate fiecare
din cifre de la 0 la 9 distincte. In cite moduri poate fi format
cifrul?

27. ntr-o clasa sunt 25 de elevi, din care se aleg 3 elevi in
conducerea clasei. In cite moduri se poate face alegerca?

28. Lotul unei echipe de handbal are 18 jucatori, iar echipa
trebuie formata din 7 jucitori.
In céte moduri se poate alcatui echipa?

29. fntr-o clasa sunt 12 fete si 14 biiefi. Pentru olimpiada
trebuie selectate 3 fete i trei baieti.
In céte moduri poate fi facuta alegerea?

30.9n cate moduri putem selecta un comitet de parinti
format din 5 membri din cei 35 de parinti ai elevilor unei clase?

31. Avem 10 carti pe care vrem s le agsezim pe 2 rafturi. Pe
primul raft pot fi aranjate 6 céirfi, iar pe al doilea raft 4 carti. In
cate moduri pot fi aranjate cértile pe cele 2 rafturi?

32. in céte moduri pot fi formate grupe de 6 elevi, din care 4
biieti si 2 fete, stiind ci baieti sunt 12 gi fete sunt 8?

33. Din 10 persoane, din care 6 barbati si 4 femei, se form
eazi o delegafie de 5 persoane, din care 3 barbati si 2 femei. In
cte moduri se poate forma delegatia?

34.Din 12 persoane, din care 7 barbaji gi 5 femei, se
alciituieste o delegatie de 5 persoane, dintre care cel pugin o
femeie. In cite moduri se poate alcitui delegatia?

35, Sa se rezolve urmitoarele ecuatii:
a) ¢ =2.C% b) P =2.C%
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	[image: image74.png]gCm=2a T B =5 Lo
) 5-Cl= c:q; ) Cl -l =15(x+2);
PIC=5Cs . B CE=r-4
D13-CH =7.C50 j)Cle2-C243.C =154
k) C2,+C2,+C:, =197 D30-CF=19-4',;
m o= PEENEC )

[ e P, P E,

36. Sa se rezolve inecuatiile urmatoare:
a) C;>CY; by €1 > (5 0) Chy>2:Cl;
d) CL <Clys ©5C>Clyr DCL>C
Gy <Chy WO > i) 8-Chs <35
3) Gl +Ciog +Ciig > 500.

37. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

2.¢r=Cl A7 =g g

a x4+l ; b) 2x A‘Ix s ;
2.CL, =3-C} 3.CL7=8-Cf
oo =cy 477 =17

IR L >,

Gl =2-Cla CLCl =714
4 =10-4" 54 =242,

D] S ] ;
S AP, =3-4"F 3-cV—2-cy“
Cr=25x (A =1

24 ; LR N i
Ccr, =10 Cy (C2 =518
2~Cy’l‘ e 3x —8 A:H

i ! sy i .

{4-0;’"‘ =3-C7 s C“ =8.c
38. Si se rezolve ecuatiile:
&) €t =210 b) 1 =205
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¢) CL" =455 T C=s6;

&) Col AT 2379, ) Chrt =660,

39. Sa se demonstreze identititile:

n+l pa _ B+
Cys by Ciy =——C,:
0=l b=t
k n—k+1
O = n- il O = .
9 C, T+l " ) Gy PETERCE
40. 84 se demonstreze ci numarul:
ChptCh oy ooe--CH este piitrat perfect.

41. Se considera dezvoltarea (3/; +Ja )m. S4 se determine:

a) termenul care contine pe x°;

b) termenul care contine pe @’

¢) termenul in care x §i a apar la puteri egale;
d) termenul care nu confine pe x;

e) termenul care nu contine pe a:

f) termenul din mijloc al dezvoltarii.

2 a x 4
42. In dezvoltarea | —=+-= | suma coeficientilor bino-
[J} 7 "

miali de rang par este 4096.
Sa se calculeze:
a) termenul care nu contine pe x;
b) termenul care contine pe a*;
¢) termenul in care x §i a au aceeagi putere;
d) termenul care contine pe a;
e) termenul care conine pe x.

. 50

43, Se considera dezvoltarea: [ﬁ-i-ﬂ] . 8a
x a .

determine:
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	[image: image75.png]a) coeficientul termenului care-1 contine pe a*:
b) coeficientul termenului care-1 contine pe x*;
¢) coeficientul termenului care-I conine pe a";
d) coeficientul termenului care-1 contine pe x;

€) coeficientul termenului in care a i x au aceeasi putere.

44, Sa se giiseasca termenii rationali ai dezvoltarilor:
a) (\/5—3/5)30; b) (ﬁ—ﬁ)zs: °) (x/g-ﬁ)m;
O (B-3)" o (EeB) s (E-4)"
45, Sa se gaseascd termenii irationali ai dezvoltarilor:
(3+«/_); (2+«/_),C)(~/_ f)zs
O (B-)"s o (F-JE)s b (B-3)".
46. S4 se determine x, y,ne N daca in dezvoltarea:
a) (x+y)" avem: T, =240, T, =720,7, =1080;
b) (27 +27) avem: 7, =60,T, =160, 7; =240 ;
o) (25 +3*) avem: T, =240,7, =720, 7, =1080.
47. Si se determine x, y, n e N daci in dezvoltarea:
a) (1+log, x)" avemT, =40 si 7, =80;
b (V2742 ) avem C7 +C +Cr =02 i
L+T,=135;
) (2"‘l +2‘)" avemT, =12 i 7, =160;
@ (22 +2*")" avemT, =80 si 7, =40.

48. Si se determine termenii din dezvoltarea:
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o (Ya+da"( o+ a)

b)(xf+f)( +\/—_]m;

o (g4 (e

care contine pe a°.
49. 84 se giseasca coeficientuf lui:
a) x° din dezvoltarea (l +x+x? )w ;

b) x* din dezvoltarea (1+2x+3x ) 5
¢) x* din dezvoltarea (1 2x+x° ) ;
d) x° din dezvoltarea (2 -3x+x* )

e) x* din dezvoltarea (2+x+x ) B

) x° din dezvoltarea (1—x+x —x )3;
g) x* din dezvoltarea (1+>c—x2 +x* )44

50. Sa se gaiseasca coeficientul termenului care contine pe:
a) x* in produsul (1+x)*(1-x)";

b) x* in produsul (l+x)5 (l—x)s;
¢} x* in produsul (1 +x? )4 (1- x)s ;
d) x* in produsul (l—xz)s(l-ﬂc2 )3;
) x* in produsul (I1+ Zx)5 (1- 7x)9
51. Sa se gaseascd suma coeficientilor dezvoltarii:
) (92-6Y"; b (18x -8y )"; o (7P -6
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	[image: image76.png]d) (82x2y—80xy2 )Zs; e) (6xA ~5y )ma; i) (SJ(2 —4y? )wo

52.S3 se giseascd rangul celui mai mare termen din
dezvoltarea:

50' 2 150' l 4 200'
a)(z 2)’ b)(3 3J ’ °)(§+§] :

3 250‘ 1 5 lﬂl)ﬂ( 6 1 500
oi+i) ozl 5]

53. Fie dezvoltarea (2+m)" ,meN,m22.

S se determine m astfel incat termenul:
a) 7, sa fie cel mai mare din dezvoltare;

b) T, si fie cel mai mare din dezvoltare;
¢) T,, s& fie cel mai mare din dezvoltare;
d) T, si fie cel mai mare din dezvoltare.

54, S& se determine x dacd in dezvoltarea:

) ( / {41z +V—) avem T, =200;

55, Sa se calculeze sumele urmitoare:

o) SkLk; b) S+ G O i(k‘—l)z

k=1

O SR +1)kE & SR +k+1) R t)z k+1

kel
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B +k- -1 k+2
)Z DR )Zk'+ D) (k72)!

56. Sa se calculeze sumele urmitoare:
a) Cp+2:C,+3-Co+--+(n+1)C);
b) Cy +5-Ch+9-C2 4+ +(4n+1)C?;
©) 2:CL+3-Ch+4-Ch++-+(n+2)C7;
d) k-G +(k+1)-Ch+-- +(n+k)Cl;
€) 3-C+4-Ch+5-C) +-+{n+3)Cl;
) 3-Cl+7-Cy+11-C) +-- +(4n+3)Cr.
57. S4 se calculeze sumele urmétoare:
a) C)+2-C24+3-Cl+e-+n-C7;
b) C,+3-C) +--+(2n-1)-C7;
©) 2:Cy+3-C oo+ (n+1)-C);
d) k-Cp+(k+1)-C2 4+ (n+k~1)-C7;
€) 3-Ch+5-Crvee-+(2n+1)-Cl5
) 2:C+5-Cov - +(3n-1)-Cp.
58, Sa se calculeze sumele urmatoare:
a) CE+2-C)+-+(n=1)-C7;
by C2+5.Ch 4+ +(4n-1)-C};
©) 2:C2+3:-Cl 4 +n-Cls
@) k-C+(k+1)-C)+-- +(n+k=2)-C.
59. S3 se calculeze sumele urmitoare:

1 2 "
a) C°+%+C .S

n+1
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60. Sa se calculeze sumele urmatoare:
a) CO-CO+CL-Cl 4 +CroCl L rsn;
b) C-C)+C}Cr +CCrL rsm,
Q) C - CP O Cl 4 GO TS
o (Y -(c) +(c) -+
61. Si se calculeze sumele urmétoare:
a) C-C2+Cl-Cr+
b) C1-C.+C; —Cn +-
) C+Ch+Ch+
A CLHC+Co 4
&) CI+Ce+C) +
f) C0-3-C2+9-CH-27-C) +
g) C1=3-C349-C3~
62. S se demonstreze identitatea:
Cr+Co +Chp+o+ = L

63. Sa se demonstreze identitatea:
ni b 1

n

1
C,‘,——;C:+1~Ci—~ (1) -("—1+2+ =

3

64. Sa se demonstreze identitatea:
c+2{c +C ot G )= 42 b

2
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15. ELEMENTE DE STATISTICA $1
PROBABILITATI

1. Se considera multimea A= {1,2,4,8,16,32} din care se
alege un element oarecare si evenimentele:

Ay = numarul ales este multiplu de 2;

Az = nurodrul ales este multiplu de 4;

A3 = numérul ales este multiplu de 32;

Aq = numarul ales este patrat perfect;

As = numiirul ales este cubul unui numar natural.

Sa se determine evenimentele:

a) 4N 4, b) 4,N 4, ) A A,
&) 404 O A4Ud f) 404,
DANLUL W) LULnd D (404)04
D avhud WAENANL D (4ud)nd

2. O urna contine bile albe si bile negre. Se extrag succesiv
2 bile. Se considera evenimentele: 4 = prima bilj extrasa este
albd; B = a doua bil# extrasi este neagrd. Sa se scrie cu ajutorul
evenimentelor 4 si B urmitoarele evenimente:
a) 4| = prima bila este neagra;
b) 42 = a dona bila este alba;
¢) A3 = ambele bile sunt albe;
d) A5 = ambele bile sunt negre;
€) A5 = prima bild este neagra si a doua bil# este albi
f) A¢ = cel pufin o bili este alba;
g) A7 = cel putin o bild este neagra;
h) 45 = o singuri bila este alba;
i} 4s=o singurd bila este neagra.

3. Se considera un zar cu fetele numerotate 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Se aruncd zarul. Notim wrmitoarele evenimente:

A = aparitia fetei cu numarul 1;

B = aparitia fetei cu numdarul 2;

C = aparitia fetei cu numarul 3;
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	[image: image78.png]D = aparitia fetei cu numarul 4;

E = aparitia fetei cu numdrul 5;

F = aparitia fetei cu numérul 6.

S3 se scrie cu ajutorul evenimentelor 4, B, C, D, E. F
urmitoarele evenimente:
a) X = aparifia fetei cu numar par;
b) X, = aparitia fefei cu numdr impar;
¢) X3 = aparitia fetei cu numar mai mare decét 3;
d) X, = aparifia fetei cu numdr mai mic decit 3;
&) Xs = aparitia fetei cu numdr cel putin egal cu 4;
) X¢ = aparitia fetei cu numir multiph de 3.

4. intr-o urna sunt 14 bile numerotate de 1a 1 la 14. Din
umi se extrage o bila la intAmplare. S3 se calculeze
probabilitatea ca numérul inscris pe bila si fie:
a)numérpar  b) numar impar ¢) multiplu de 3
d) numar prim ¢) multiplu de 5 ) mai mic decét 6.

5, Intr-o umi sunt 5 bile albe §i 2 bile rogii. Se extrage o
bild din urna. Se cere:
a) probabilitatea ca bila extrasi s fie alba;
b) probabilitatea ca bila extrasi si fie rosie. |

6. ntr-o urna sunt 10 bile albe i 7 bile negre. Se extrage
din urnd o bila care are culoarea albd. Se mai extrage apoi inci
o bild. Se cere:

a) probabilitatea ca bila si fie tot alba;
b) probabilitatea ca bila sa fie neagrd.

7. Intr-o urna sunt 4 bile albe, 5 bile rosii si 6 bite negre. Se
extrage din urnd o bild. Se cere probabilitatea ca:
a) bila extrasz si fie alba;
b) bila extrasa sa fie rogie;
c) bila extrasi sa fie neagra.

8. Dintr-o clasa se aleg 7 baieti si 3 fete pentru a forma o
echipa mixta de handbal.

S4 se calculeze probabilitatea urmatoarelor evenimente:
a) A = echipa s3 fie formata numai din baieti;

156

b) B = echipa sd confind 5 baieti si 2 fete;
¢) C = echipa sd conina si fete.

9. Un jucator aruncd simultan 2 zaruri. 8&-se. calouleze
probabilitatea urmatoarelor evenimente: ‘
a) A = ambele zaruri sd indice cifra parZ;
b) B =ambele zaruri si indice cifra impard;
¢) C'=un zar s indice cifra par3 si celalalt cifra impard;
d) D = ambele zaruni s3 indice aceeasi cifrd;
e) E = suma cifrelor de pe cele doud zaruri sa fie 2;
f) F=suma cifrelor de pe cele doud zaruri 53 fie 6;
g) G = suma cifrelor de pe cele doud zaruri s4 fie 12.

10. Un jucitor arunca simultan 2 zaruri. Se cere:

a) probabilitatea ca suma numerelor de pe cele dous zaruri s
fie mai mica decat 3;

b) probabilitatea ca suma numerelor de pe cele doud zaruri si
fie mai mica decét 5;

c) probabilitatea ca un zar s3 indice un numir cu 2 mai mare
decit celalalt zar;

d) probabilitatea ca suma numerelor de pe cele doud zaruri si
fie patrat perfect;

e) probabilitatea ca suma numerelor de pe cele doui zaruri si
fie cubul unui numar.

11. Se aruncd doud zaruri de 2 ori. S3 se determine
probabilitatea ca dubla 6 si apari cel putin o dati.

12. Din multimea numerelor naturale formate din 3 cifre
distincte alegem un numar la intimplare. S& se determine:
a) probabilitatea ca numaru) sa inceapi cu 1;
b) probabilitatea ca numarul sa aiba a doua cifrd egala cu 1;
<) probabilitatea ca numarul sa aibi a treia cifidi egalacu 1;
d) probabilitatea ca primele doua cifre ale numarului si fie 9 §i
8;
¢) probabilitatea ca ultimele doui cifre ale numarului sa fie 0 gi
f) probabilitatea ca numdirul sa fie cuprins strict intre 123 §i
155;
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	[image: image79.png]g) probabilitatea ca numérul si fie patrat perfect;
h) probabilitatea ca numarul s fie cub.

13. Intr-0 urn sunt 6 bile albe si 5 bile negre: Din um se
extrag simultan dou bile. Sa se calculeze:
) probabilitatea ca ambele bile s fie albe;
b) probabilitatea ca ambele bile sa fie negre;
¢) probabilitatea ca prima bila sa fie albd si a doua bild si fie
neagra.

14. O urni contine 40 de bile numerotate de la 1 fa 40.

Se extrage o bild din urna. Sa se determine:
a) probabilitatea ca bila s fie numerotatd cu un numdr par;
b) probabilitatea ca bila si fie numerotatd cu un numar care
este patrat perfect;
¢) probabilitatea ca bila sa fie numerotatit cu un numér multiplu
de 9.

15, Intr-un cog sunt 20 de portocale bune gi 10 stricate.
S4 se determine probabilitatea ca ludnd 4 portocale din cos
54 luam cel putin o portocald stricati.

16. Se iau la intdmplare 3 numere g, 5, ¢ din primele 15
numere naturale. Sa se determine probabilitatea ca sa aiba loc
relatia: :
a) @l +bh2 " =14 byt +b* =

17. O urna contine 7 bile albe i 5 bile rosii, iar a dova urnd
congine 6 bile albe si 4 bile rogii. Se extrage cate o bila din
flecare urnd. Si se calculeze:

a) probabilitatea ca bila extrasi din prima umé si fie rosie;
b) probabilitatea ca bila extrasa din a doua urna si fie rogie;
¢) probabilitatea ca ambele bile si fie rosii;

d) probabilitatea ca cel pugin o bila si fie rogie.

18. Un jucitor arunca simultan 2 zaruri. 83 se determine:
a) probabilitatea ca numéarul apéarut pe primul zar s fie mai mic
decat numdrul aparut pe al doilea zar;
b) probabilitatea ca numarul aparut pe primul zar si fie cu 2
mai mic decét cel aparut pe al doilea zar;
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¢) probabilitatea ca numérul aparut pe primul zar s fie dublul
numarului aparut pe al doilea zar.

19. Inte-o urnd se afld bile numerotate de la 1 la 25. Se
extrag din urnd 3 bile. S& se determine probabilitatea ca
numerele Inscrise pe bile s fie numere pitagoreice.

20. Intr-o uma sunt 5 bile albe si 4 bile negre. Se extrage
din urna o bila care este albi. Si se determine:
a) probabilitatea ca a doua bila extrasi sa fie albi;
b) probabilitatea ca a doua bila extrasa s fie neagra.

21. Intr-o urni sunt 6 bile albe din care 3 sunt numerotate
cu 1 i 3 sunt numerotate cu 2 §i 4 bile negre din care 2 sunt

numerotate cu 1 si 2 sunt numerotate cu 2. Se extrage din uma
o bild.

Sa se determine:
a) probabilitatea ca bila extrasa sa aibd numarul 1, gtiind ¢4 este
alba;
b) probabilitatea ca bila extrasad sa aiba numarul 1, stiind ca
este neagr;
¢) probabilitatea ca bila extrasi s aibd numarul 2, stiind ¢4 este
alba;
d) probabilitatea ca bila extrasd si aibi numdarul 2, stiind ci
este neagra.

22. intr-o umé sunt 4 bile albe, 5 bile rosii §i 6 bile negre.
Se extrage din urna o bila. 8a se detenmine:
a) probabilitatea ca a doua bila extrasi sa fie albi;
b) probabilitatea ca a doua bila extrasa s fie rogie;
¢) probabilitatea ca a doua bild extrasa sk fie neagra.

23. O umi contine 4 bile albe si 3 bile rosii. Se exirag din
urné 2 bile. 84 se determine:
a) probabilitatea ca a doua bild extrasa sa fie alba daca prima
bila a fost alba;
b) probabilitatea ca a doua bil3 sa fie albi daca prima bila a fost
rosie;
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	[image: image80.png]¢) probabilitatea ca a doua bild s fie rogie daca prima bild a
fost rogie.

24, Se arunca simultan doud zaruri, primul de culoare rogie
st al doilea de culoare neagri. Sz se determine:
a) probabilitatea ca suma punctelor obtinute pe cele doud zaruri
si fie mai mica decit 6 daci numirul obtinut pe zarul rosu este
mai mic decat numarul obtinut pe zarul negru;
b) probabilitatea ca suma punctelor obtinute pe cele doud zaruri
s fie mai mica decat 7 daci numarul obfinut pe zarul rosu este
mai mare decat numarul obtinut pe zarul negru;
¢) probabilitatea ca suma punctelor obtinute pe cele doud zaruri
s4 fie mai mare decat 4 dacs numarul obtinut pe zarul rogu este
egal cu numirul obtinut pe zarul negru.

25, fntr-un cos sunt 10 portocale si 5 mere. Se scot din cos
pe rand dous fructe. S4 se determine:
a) probabilitatea ca a doua fructa scoasd din cos sa fie portocald
dacd prima fructi scoasa a fost mar;
b) probabilitatea ca a doua fructa scoasi din cos 54 fie mar daci
prima fructi scoasi a fost portocald.

26. Intr-o uma sunt 4 bile albe §i 5 bile rosii, iar in altd
urnd sunt 5 bile albe si 4 bile rosii. Din fiecare urni se extrage
céte o bili. Sa se determine:

a) probabilitatea ca bila extrasd din prima urna sa fie alba si
bila extrasi din a doua urnd sa fie tot alba;

b) probabilitatea ca bila extrasd din prima urna s3 fie alba si
bila extrasi din a doua urna si fie rogie;

¢) probabilitatea ca bila extrasi din prima umni s fie rosie §i
bila extrasa din a doua urni s fie alba.

27. Se considera 3 urne care contin bile albe i negre dupa
cum urmeaz: prima urnd contine 3 bile albe si 4 negre, a doua
urnd contine 4 bile albe si 5 negre, iar a treia urnd contine 5
bile albe si 6 negre. Din fiecare urni se extrage cite o bili. Sa
se determine:

a) probabilitatea ca cele trei bile s3 fie albe;
b) probabilitatea ca cele trei bile s fie negre;
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©) probabilitatea ca o bila sa fie albé si doua negre.
28. Cinci sportivi trag asupra unei tinte. Probabilitatea ca
. . . 1213 . .2
sportivii s3 atinga fintel t -, =, = =
POl 24 fintele suni 2,3,3.4§|respetmv5.
Sa se determine:

a) probabilitatea ca finta sa fie atinsa de trei ori;
b) probabilitatea ca {inta s fie atinsa de 5 ori.

29. Se aruncd un zar de 7 ori. Si se determine
probabilitatea ca si se obtini fata 2 de 5 ori.

30. Se arunca o monedd de 10 ori. S3 se determine:
a) probabilitatea ca si se ob{in stema de 4 ori;
b) probabilitatea ca s obtina banul de 6 ori.

31. Se aruncd dous zaruri de 12 ori. Sa se determine:
a) probabilitatea ca suma numerelor celor dous fete sa fie 7;
b) probabilitatea ca suma numerelor celor doua fete si fie 9;
c) probabilitatea ca fata cu numdrul 4 sa apara de 4 ori;
d) probabilitatea ca fata cu numarul 6 sa apara de 3 ori;

32. Numerele 1, 2, 3,4, 5, 6 se aseazi la intdmplare.
Sa se determine probabilitatea ca numerele 1, 2, 3 si fie
agezate in ordine crescitoare gi consecutiva.

33. Intr-o urni sunt bile numerotate de la 1 la 45.
Sa se afle probabilitatea ca extrigind o bila din umi,
aceasta s aiba ca numar, un numdr prim.

34. 54 se gaseasca probabilitatea ca un numir natural mat
mic decdt 50, luat la intAmplare, s& fie puterea naturald cu
exponent supraunitar a unui alt numar natural.

35. Se arunci 2 zaruri. Si se determine:
a) probabilitatea de a obfine fata 6 cel putin o dati;
b) probabilitatea de a obtine fata 6 o singura data.

36. Se arunci 3 zaruri. S4 se determine:
a) probabilitatea de a obtine fata 3 cel pufin o dats;
b) probabilitatea de a obtine fata 3 o singura dati.
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	[image: image81.png]4. Sa se rezolve sistemele matriceale:

127 1
16. MATRICE $I DETERMINANTI X+3¥=/-2 13 X-Y={-13 5
-3 0 5 31 -7
a) b)
1. S se rezolve ecuatiile matriceale: 1 -12 -1 =23
-1 2 21 1 3) (11 X-2¥=3 1 5§ X+2¥=tt 3 10
a) 3X + = ; B 2X- = :
) [-3 4) [0 —1] ) (5 7) [1 1]’ A2 s 2 7
0 4 8 8 —
) 4X+[ ]:[ J 9 SX—( 6 5):(1 0], 127 R
4 —4 8 8 5 ~6 01 2X-3¥=[-3 5 9 X-Y=7 9 1
2. Sa se rezolve ecuatiile matriceale: ) 2 1 -3 & -1 -5 -9
c
1 11 0 1 4 ” 3 15 357
ay X~2 2 2i{=[-3 2 2|; X+Y={-1 2 7 X+Y=(9 11 1
333 -3 -2 4 3 13 3 57
1 4 -6 1oo 5. Se considerd matricele A, B astfe] incat:
b)y2x--2 7 20 (=]0 1 0f; A+ B 13  A-B 11
4 14 -11) lo o1 s 3T o)
N : e 42 3 p3 g
3. S se rezolve sistemele matriceale: Sase calouleze 4* + B 4~ B 5i 4"+ 5"
12 1 2 6. Se considera matricele A, B astfel incét:
X+2¥= 2X-3Y= 11y . 2 -1
34 3 4 A-B= §i2-A+B=
a) ; b) i1 -1 2
X-2Y=[l 3} 3)(_21/=(1 _1] Sa se calculeze A-B, B4, 4>~ B, 4*+ B si4*- B*.
57 23 7. Sa se determine x, yeR astfel incat si aibd loc
X-37 =(; —13] ) ox—y =(; (2)] egalitatile: .
+1 +2 2
o a9 11y a)[zx 1 3y J:[ 2]
2X+67 = 3x-4r=|" byl ey
-2 0 2 3

b 2y ) (-2t
2x+1 3y+1) \x+2 4

162 163





	[image: image82.png]) x x+1 3-y y
C = .
3x  4x 7-2y 2y
8. Se considera matricele:

x ¥y, x 2
A= siB= .
3 4 y+1 4

Sé se determine x, y e R astfel incét sa aibd loc relatiile:
2 4 7 10
A+B= st AB= .
6 8 i5 22
9. Se considera matricele:
A= x y siB= x+1 y+1 )
x+1 y+1 x-1 y-1
Sa se determine X, y € R astfel incét si aibi loc relatiile:
55 22 22
A+B= sid+8 = .
4 4 19 19
10. Sise determine a,b e R astfel incat matricea:

12 2 3 21 13
9 4=} LR WA EYE 2]d>A=(2 4)

sa verifice relatia: 4° — a-d + bl = O;.

11. S& se rezolve sistemele:

20 31 12 23
X+Y- = X+ Y=
(0 2] (2 0} 3 4 3 4
a) b) .
02y (32 10 25
X- +¥= X- +Y =
20 10 0 2 0 2
- N . x 0
12. Sa se determine matricele X de forma 0 care au
¥y

proprietatea X4 = AX, unde:
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10 11 -1 0 12
a)A:(O 3Jb)A=[0 2] c)A=[O 3)d)A—[3 4]

13. Si se determine matricele X € Mx (R) care au
proprietatea X4 = AX, unde:

11 10 12 {1 -t
a)A:[O J b)A:[1 lj c)A=[O 3)d)A—[0 1).

14. Si se rezolve in Ma(R) ecuatiile matriceale:

e
b )
el 36 )

3 4)

a)

D

b)

[¥)

o

)

~

d)

(
(
(
[

._.
S
Nolihhg
[
[~
—~
o =
=
=
i
!
)
~
R

15. Fie matricea A=(g a)A Si se determine a€R,

a

8 24
astfel incdt si avem egalitatea 4° = (0 J

8
a a 0
16. Fie matricea A={0 a a |. S4 s¢ detérmine acR,
0 0 a '
9 18 9
astfel incéit si avem egalitatea 4°=|0 9 18],
0 0 9
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" 17, Fie matfices 4=|0 a a|. Sa s determine a,beR
00 a
125
, astfel ineht s3 avem egalitatea £° =0 1 2|
00 1

18. S# se rezolve in My(R) ecuatiile matriceale:

0 -1 11 , (3 4
9 XK= 0) b)X2=(1 J o X ‘(s 11]

, (10 , (1 -1 z_02]
X< 1] e)X—[_l 2) t)X-[ﬁz o

19. S se rezolve in Ma(R) ecuatiile matriceale:

_ 0
o x =’ 1] b))ﬂ:(;‘ 0] c)X‘=[1 )

10 -4 -8 1,
2 -3 3 -1 -1 3
4 _ X'= x* :( )
9 x -3 5] ° [0 4) D -6 2
20. Sa se rezolve in M(R) ecuatiile matriceale:
10 -2 2
2 _ . 2_ v
a) X _X_(O J b X'-X [‘1 _2]
00 31
2 - . aX=
) X'+ X (2 6] dy X°+ (1 J
-1 0} 52
2 _ - 2 9y =
o & -2X [—1 o) L DX (9 6]
xaxa> ) W X*+2X= 4 4\|
B X+ X=ly g 4 4)
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21. 53 se rezolve sistemul:

xa+r=[?? xe+r={8 6
a) 6 8) b 4 2

XY =X xr=Xx?
stiind ca X este matrice inversabili.

22. Si se rezolve sistemul:

x+r=[> 4) X+y=[7 ")
a) 6 9) B 05

X=X -Y+X X =X-Y+X
stiind ¢4 X este matrice inversabil.

23. 84 se rezolve sistemul:
e (1
a) —
Y'+X Y= !
0 2 XP=XY+X

stiind ¢i X este matrice inversabila.

02
X’+X~Y=( )
2 0

Y1+XY=(O 2)

24. Sa se rezolve sistemul:

20
stiind ¢& X + ¥ este matrice inversabila.

25. Sa se determine puterea » a matricelor 4e Mo(R):

10 01 00 (Y]
waly o) w sy o) 04} oJous 1)

26. Sase determine puterea n a matricelor 4 Ma(R):
11 0 10 01
a) A= b) 4= 0 c) 4= d) 4= .
0 0 11 10 01
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	[image: image84.png]27.

11 : -1 -1
a) A= b) 4=
) -1 —1) ) [ 1 1 ]
JE | -1 1
A= d) 4= .
94=, -1] ) (-1 1)
28. Sa se determine puterea » a mairicetor A eMa(R):
11 i0 t 1 01
a) 4= by 4= A= A= .
) 0 1] ) (1 1] 2 (1 o)d) (1 1}
29. Si se determine puterea n a matricelor 4 eMy(R):
i 0 -1 0
A= b =
) 0 —1] ) 4 [0 1)
0 1 0 -1
¢y A= d) 4= .
VA= 0) ) [1 0)
30. Si se determine puterea n a matricelor A eM,(R):
20 0 1
A= b) A=
4=, 3} )4 (2 0]
-1 0 1 2
4= d =
4=y z) ) 4 [—3 oj
31. Sase determine puterea # a matricelor A< My(R):
10 20 1 12
a) A= b) 4=
) 21J ) [1 2)°)A (o z)dm [0 3]
10 20 13 19
e) A= A= = h) A= .
) 41)0 (5 2);;),4 (0 1]) (0 1]

S4 se determine puterea n a matricelor 4€Ma(R):
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32. Si se determine puterea n a matricelor 4cMa(R):
5oL V22 1.5
2 2 : 2 2 2 2
a) A= byd= c) A=
1B 22 RENY
2 2 2 2 2 2
33, Si se determine puterca n a matricelor 4 eMy(R):
1 a 0 -a a 0
= A= d) 4=
D 4=o ]b)A (o b)) [a 0)) (ba
unde a,heR. :
34. Se considera matricele:

-1 1 11 -2 2 33
= = = ,B=
D=l ~1]’B [1 1) »4 [2 -2) (3 3

2 2 11 -4 4 2 2
= = A= B=
oa el oal Lol
a) 54 se arate in fiecare caz in parte ¢cd 4-B=B- A

b) Si se arate in fiecare caz in parte ¢i

35.

(A+B) = 4"+ B”, pentruorice neN,nz2.

Se considerd matricea 4, unde:

01 1 11 01
2aefy Pl Joaes Lol

simatriccaB=A4 + L.
83 se calculeze in fiecare caz in parte B”.

36.

1 1
a) A =(_1 _]]
0 4 2(3 —3)

3 -3

Se considerd matricea 4, unde:
-2 2
b) 4=
2 2
-4 4
aeld
-4 4

si matricea B =4 + b
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	[image: image85.png]a) Si se calculeze in fiecare caz in parte A7}
b) S se calculeze in fiecare caz in parte B”.

37. Folosind tehnica de la exercigiul antetior, si se
determine puterea r a matricelor:

21 0 -1 2 -1
a) A=(_l 0) b) A=(l 2) ) A=(1 0,

38. S se determine puterea »# a matricelor 4 Ms(R):

1060 000 ¢ 00
a) A=|0 0 0] by 4=|0 0 1| ¢) 4=j0 0 0
00 0 000 010
39, Si se determine puterea 7 a matricelor 4eMs(R):
100 001 100
a)A=|0 1 0| byA=|0 0 0] ¢) 4={0 0 O}
000 100 010
40. Sa se determine puterea n a matricelor AeMs(R):
110 000 000
a) A=|0 0 0] byA4=/0 1 1| ¢)4=j0 0 0]
600 00 0 011
41. Sa se determine puterea r a matricelor 4 eMs(R):
101 000 100
a) A=10 0 0| byd={1 0 Of ¢) A=|0 0 1}
010 011 010
42. Sa se determine puterea # a matricelor 4e Mx(R):
1 01 110 1
a) A=[0 0 0] b)4=|0 1 1] ¢y A=[1 11
101 001 111
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0060 012 111
d)A{l 01| 94=l0 0 1] f) 4=0 1 1]
001 000/ ., oo1
; 100 11 2 100
94=11 OJ h) A=[0 1 1} kpd4=|1 1 0}.
il 1o 001 . 2 11
43. Se considerd matricele:
-2 1 1 111
ayd=|1 -2 1 [|;B=111
1 1 -2 111
-4 2 2 111
by d=| 2 -4 2|;B=[1 11
2 2 -4 111
a) S4 se arate in fiecare caz in parte ca 4-B=B-4
b) Sa se arate in fiecare caz in parte ca
(4+B)" =A4"+B", pentru orice neN,n22.
44. Se considera matricea 4, unde:
01 2 1 1 1 000
a) A=]0 0 3|byAd=|-2 -2 2|c)A4=0 11
000 1 1 1 000
111 100 000 1
d) A=|2 2 2|e)d=|1 0 O f4=|0 1 0
333 100 100

simatriccaB=4 + L.
Sa se calculeze in fiecare caz in parte B”.

45. Folosind tehnica de la exercitiul anterior, sa se calcu-
leze puterea n a urmatoarelor matrice:
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46. Fie 4, B € My(C) cu proprictatea 4-B=RB-A4.S&se
demonstreze egalitatile:

a) (A+B) =4 +2- 4B+ B*;

b) (4-BY = 4 -2 4B+ B,

¢) A* - B =(4+B){(A~B);

d) £ +B =(4+B)(4' - AB+B);

) 4 - B =(d-B)(4*+ 4B+ B*);

f) A'-B'=(4-B)(A+B)(4£+B");
g 4 - B =(4£-B)(4'+ 4’8"+ B*).
b

d
verifica relatia: A’ —(a+d)<A+(ad—bc) 1, =0,

47. Fie 4 =(a )eMz(R). S4 se arate ca matricea 4
3

b
48. Fie A=(a d)eMz(R) o matrice care nu este
c

inversabila. Sa se arate ¢4 A" =(a+d) - 4(V)neN.

4. Fie A=(” ZJEMZ(R) si keN, k22 astfel incat
c

A" = 0,. 84 se demonstreze ca:
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a) 4£=0, b) det(Z, +d)=1.

50. Sa se arate ci nu existd matrice X,Y €M, (R) astfel
fncét X¥ —¥X =1,

10
s1. Fie 4=[“ ®|aper. L= i<’ 1.
b oa 01 10

Sd se arate o3 :
o 5 " »
A,,=(a+b) +(a-b) .IZ+(a+b) ~(a-b) B
2 2
52. Sa se determine matricea X € M, (R) astfel incat
AX =XA §i X* =1,, unde:

11 11 01 1
a) A= b) A= c) A= d) A= on
10 11 11 10
5§3. Fie AeM(C) astfel incét A= 0,. S& se arate ¢

matricele ,+ A §i L— A sunt inversabile.

54. Fie AcM;(C) astfel incat 4° = Oy. S4 se arate ca
matricele 4° + 4 + Lsi A% - 4 + I sunt inversabile.

55. Fie 4eMy(C) astfel incit 4* = O, Si se arate ci
matricele Iy — 4 §i Iy + 4 sunt inversabile.

56. Fie 4, Be M;(C) astfel incat 4 + B = J;. S se arate ¢
4-B=B-4.Daciinplus 4* = 4, atunci (4B)'= O3 (V)n22.

57. Fie AeMs(C) astfel incat 4% = A.
S4 se demonstreze ci matricea 24 — I este inversabila si are
loc relatia:
(A+ LY'=(2"- 1y A+ 1. .
58. Fie 4eM;(C) astfel Incht A*=2:4. S& se demonstreze
i matricea 4 — I este inversabila i apoi s4 se calculeze A"
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	[image: image87.png]59. Fie 4eMa(C) astfel incat 4> = 4 -+ . Sa se de-
monstreze ¢4 matricea 4 este inversabild si ¢ are loc relafia:

A=24+L

60. Fie 4eMy(C) astfel incit 42 = 4 — K. S se de-
monstreze ci:
a} A si I~ A sunt ireversabile;

bA+4 =5
QA+ A= 4
QA= ~b

61. Sa se arate ci dacd 4, B € Mi(C) astfel incat s3 aiba
locrelatia 4-B=4+B atunci 4-B=8-4.

62. Fie in My(R) egalitatea matriciala:
[a! a, ]2 B (b, bz]
a4 a, by by ’

Sa se arate ci dacd ay, @, @3, ai sunt in progresie
aritmetica, atunci by - by, b3 - by, bs - b sunt tot In progresie
aritmetica.

63. Se considera matricea:
20 01 11 11
a)A:(O A)b)A{l 0)0),1:(0 2] d)A=(O 0]
Sasecalouleze B=A + A%+ - + 4%,
64. Se considera matricele:
y =[1 k] B=( k k+2]$iC =[ 1 k+1]
e BT kL k43 R B

unde k € N*.

S4 se calculeze matricele:
Ay A=A+ A+ - + Ay
b) B=Bi+ B+ - + By

65, Fie matricea 4 =[a b}
c d

14

S se arate cA dacd 47 = O, atunci:
a) a''+ % =0, b) be < 0.

66. Fie matricele 4,, B,e Ma(R),

10
4= %) 8- .
““lo 1 at

S# se arate ci A, dp = Aurp $1 By By=Ba -5 (V)a, b, e R
67. Fie matricele 4,. B,eMa(R),
a+l  2a s _(1+5a 10a
A =( 2a 4a+1) 5 B ‘[ -2a 1—4a]A
$4 se arate ca:
Aa A=Aa+b+5ap 51 By Bs=Barp+ap (V) a, b, e R.

1 00 01 1
68. Fie matricele: /=[{0 1 0|, 4=|1 0 1
0 0t 110

1) Sa se calculeze A i s# se arate cd Ar=d+21I
2) Si se arate ¢d A" =u,-A+v,-I, neN si si se glseascd
relatiile de recurenta ce sunt verificate de u, $i vz; :
3) Folosind relatiile de la punctul 2, si se verifice ca:
1

", =§-[2" +(—1)"“]A

. . 10 01y .
69. Se considera matricele: 4= I , B= si

10
L= ‘

a) Si se calculeze 4B, B-A, A 5i B;

b) S4 se demonstreze relatiile: 4-B™4 = 4 5i BA"B = B;
¢) S# se calculeze (4 + L) " 5i (B + B)",

d) Si se calculeze (4 + B)" 5i(4 - B)".
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	[image: image88.png]70. Se considerd matricele: 4 =(1 1], B :(0 0).
00 11
a) Si se caleuleze 4B, B-A, A% si B
b) S4 se demonstreze relatiile: 4"+ B"= 4 + B,
¢) S4 se calculeze (4B)" 5i (BA)";

d) Si se demonstreze ci dacd XeMy(R) astfel incht

2
A-X = XA, atunci existd acR astfel incat X =[ (;1 a} .
a

1 -1 1 0} .
71. Se consideri matricele: A=[1 1), 11:(0 lj si

B=4+ L.

a) S4 se calculeze A%

b) Fard a efectua inmultirile de matrice si se demonstreze
relatiile: 4B = B4, AB-A=0h, BAB=4; B=24+b;

¢) 84 se demonstreze ¢ B este inversabild si fard a calcula inversa
Iui B sa se demonstreze relatia: B~ 1=25-B.

d) Sa se calculeze B" 5 (4 + B

72. Se considerd matricele:

001 101
A4=10 1 0|siB=0 2 O
100 101
aySasearateca B =4 + [3;
b) S4 se caleuleze B"si X =) B*.
k=l
73. Se considera matricele:
112 100
A={2 2 41, L=l0 1 OlsiB=A+h
336 0 01

a) SiscaratecA A’ =9Asi B =114+1;
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b) Sa se demonstreze ¢i B este inversabild si fard a cal
inversa lui B si se demonstreze relatia: B =1, _i% A

¢) S se calculeze A si B".

74. Se considera matricele:

11t 100
A=|-4 4 4|, 1,={0 1 0|siB=d+L
3 3 3 001

a) S4 se arate caB*=2B-1I

b) Sa se demonstreze ca B este inversabila §i fard a cal
inversa lui B si se demonstreze relatia: B =21, - B.

¢) S4 se calculeze A" si B

75. Se considera matricele:

1 1 1 1 00

A=|2 2 2|,L=[0 1 0[siB=A+5h.
-3 -3 3 0 01

Si se arate ci B° = 3-B — 2+ si apoi s4 se calculeze B".

a+bi c+di

76. Fie matricea 4 =
—c+di a-bi

),a,b,c,deR.

Si se arate ¢ det A=a’ +b* +c* +d°.
77. Sase arate ca oricare ar fi X,Y €M, (R), avem:
det(X +F)+det{X —F)=2-det X +2-det ¥ .

78. Sa se calculeze unmatorii determinanti:

x Yy x+y P T
a|l ¥y x+y x byla b ¢
x+y x y @ »
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	[image: image89.png]9

e)

©)

e)

3]

i)

a+b  b+c' c+a ab be ca
?+b? B +c P +a¥| d)|be+ca ab+ac ab+b
b bt Srad e @ b
(b+c) & a* -a c+a a+b)

'S (c+a)? b’ f) lb+c -b a+b

¢ c? (a+b) b+c c+a -

79. Sa se rezolve ecuafiile urmétoare:

X+2 X x -1 x x

x . x+2 x |=0 byjx -1 x|=0

x x  x+2 x x -l

x+1 x+7 x-2 2 3 4

x+2 x-3 x+5=0 d)y | x-1 x  2x+l=0

7 6 7 2x+8 2x+6 x+4

1 x x+1 I-x l+x 1-%7

—x 1 x+2/=0 0 [2—x 2+x 4-x|=0

-x-1 ~x~2 1 3-x 3+x 9-X°

1 1+x 1+2x 1 1 1

1 2+x 4+2x=0 hyix x+1 x+2 |=0

I 3+x 9+2x] ¥ (x+1) (x+2)

x 1 1 1 x—~1 1 2 3

1 x 11 1 x-1 1 2
=0 j =0

11 x1 L PP

1 1 1 x 3 3 3 x-]

80. Fird a dezvolia si se demonstreze egalititile:
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)

b)

)

LY

2)

a+b

b+c
a+b  b+e
a,+b, b,+c,

a

a -1
b

b -1
c
-1

ab a+bh o’ +b?
be b+e B +c|=lhe

ca c+a F+ad’

a+1

a=-1

Ctay

a-b a,-b a,-b

b-c b - b-c¢|=0
c-a ¢-a ¢-a

be ab cal |pbc & &

ab ca be|=[b* ca B

ca bc abl |¢* ¢ ab

a b c

a+bh+c a+b+c a+b+c=0
a-bc b -ac c'-ab
ab be ca 1 1 1
& B Pl=ja’c ab® b’
ac bc ab| |ac® abe ab?

ab a+b {(a+h)
b+c (b+c)
ac c+a (c+a)

cta a b ¢
e +a=2-|aqq b ¢

@ b oo

LEd! I
5-1

c+1

e~1
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	[image: image90.png]2ab @ +B a+}
hyla® +6°  2ab  a+h|=0
a+b  a+d 2
a’ b e?

D) | (b+ey  (c+a) (a+b)|=0
—a+b+c a-b+c a+b-c¢

reduc la determinanti de tip Vandermonde:

1 1 1 1 1
a)la+b b+c c+a by a b
o a’ b

82. Si se demonstreze urmitoarele inegalititi:

1 a a
a) 1 I b|20,a,beR,
a
1 1
- - 1
a b
l-a-b c 4
b) a 1-b-¢ a |20,a,b,ceR
b b 1~a~

bc-a’ ca-b* ab-c*
) lca~b* ab-c* be~-a*i20, a,b,ceR
ab-c? bc-d® ac-b?
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81. Fard a dezvolta, sa se arate ci urmdtorii determinanti se

1
c

atb+c) blc+a) e(a+b)

2t 20b B
d)jac ad+bc bd|20, a,b,ceR
t 2ed B ’

o 3a® 3a 1
2 2
o a® a'+2a 2a+1 IZO,asR
a 2a+l a+2 |
1 3 3 1
x y 0 1
. -1 0
) yox 20, »,yeR
0 1 x -y
-1 0 y «x

83. Sasearatecidacia, b, ¢ x y, z €R, astfel incat

a+bre+xty+z <0 atunci:
x+a y+b z+c

x+b y+c z+a|20.
x+c y+a z+b

84. Sa se calouleze determinantul: | a, a;

stiind ci numerele a,,a,, -+, a, sunt:
a) in progresie aritmetica;
b) in progresie geometrica.
85. Dacd x,,x,,x; sunt ridacinile ecuatiei:
x4 3x + 5 =0, s se caleuleze:

2 2 2

(’Q X, X, X, X; X;

a) | X, X3 X b |x, X X

\X; X X X X X
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	[image: image91.png]86. Fie a, b, ¢, d patru numere in progresie aritmetica de Sisearatecd: D, =a, D, +aa, a,
rafie r. S& se calculeze in functie de r valoarea determinantului:

1111 90. Si se calculeze rangul fiecdreia din urmitoarele
b J matrice:
az Jx; cz £ 2 -1 3
arne ayd=|-1 3 2 b)A~
LA S
3 1 4 13 6 14
87. Sisedetermine a € R astfel incat ecuatia: 1111 123 4
zma oy xml 1222 1112
- X -1 (=0 c) 4= d) 4=
1233 1133
2-a-2x x+a x-2
L 12 3 4 1 4 4 4
s8 aiba o radacing dubld numir intreg.
88. Si se calculeze determinantii de ordin #: 20202 231202
Y aa . a PR . o010 0A_11311
4= 1021 1203 4 11
a x a .. a 1 al .. 1 0 01220
ayla a x .. al B[l 1 a .. 1 oroet
. 91. S se calculeze in functie de a eR rangul matricelor:
a a a .. x 111 .. «a 1 1 a 1 -3
011 .1 -0 @ a . a ad=-111 by =0
1ol .1 a <10 a .. a 01 5
gt 10 1| &la a -10 . a (2 a 3 2 a4 2 1
. . a 3 2 1 2 -2 a
o A= d) A=
111 .0 a a a .. -10 o 3 a+l 4 ) a 1 4 3
89. Se d determinantul de ordin »: 2 21 a-a a3
t+a, 1 1 .1 1 -1 g+l 1 2 -1 11 a2
1 l+a, 1 .1 -2 a -2 3 -2 2 a3 22
D, =| 1 1 1+, .. 1 la.a,,a<R eyAd=|la a 4 a fld={1 a 4 a a 3
. . . . 1 2 a 5 2 2 a5 03
1 1 1 o l+a, 2 3 5 0 2 a a 020

182 183





	[image: image92.png]92. Si se calculeze in functie de a,beR fangul 2 4 3 1 2 a)
matricelor: a) A=|1 3 2 by A=1 3 a
2 43 al 3 3 a2 23 1
a ) 4=12 3 a d) A=|a+2 3 4
1 b 3 2 a 31 2 4 a+ly a+4 31
3 2 1222
c)A=a d)y A= 2 a 2 1 2 a 2 1
0 1 4 31 ab
2 2 1513 ga=|] 2 0L gl 2 2
21 2 1 4 -3 a1 4 -3
1 -1 1 a 2 -1 1102 3 =g 0 5 “ -4 a 5
23 2 b 5 3 a3 21 96, S& se resol e matsiocal
94={3 a 4 a § d={1 o 11 4 3 .l 1e rezolve ecuatiile matriceale:
a2 a5 a2 a502 ol s -ho(r-bs
13 0 0 351020 RS Of=|4 3 2
1 -1 1 1 -2 5
93. Se considera matricele: 123
1 -2 =2 1 -2 =2 4
b) X |2 3 4|= 698
4=|3 1 p| B=|3 1 p 4} . 34 1) 016
3 -1 1 3411 g
Sa se determine numerele p,g<R astfel incdt cele doud 410 1t (o012
matrice sa aiba acelasi rang. ol 2 3|Xxf0 1 1|=|1 0 2
94. Sa se calculeze rangul matricei: 502 001 201
11 -2 4 2 97. Sa se determine valorile parametrului real m astfel
A=[2 1 3 -11 incat matricea:
ab ¢ a b 2 x 3
A={x -1 x
95. Si se determine a &R, astfel incat unnmoarele‘ ma- 1 2 m

trice si fie inversabile si sa se afle apoi inversele lor: . .
: s& fie inversabild pentru xeR.
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	[image: image93.png]98. S se determine a R astfel incit matricea:

a 11
A=|1 a 1
11 a

si fie inversabild i s4 se determine inversa ei.
99. Se considera matricea:

a 1 1

1 a 1|eM®), acR.

11 a

a) S3 se determine aeR astfel incit matricea 4 si fie

inversabila si sa se determine inversa ei.

b) Si se determine @ € R astfel incat si existe o alta matrice B
< My(R), B # O, astfel incit 4-B = Os.

100. Se considerd matricele:
-2 1 1 1
A= 1 =2 1|, B=|1
1 1 =2 1
siC=a4+ 5B unde a,hecR.
) S se caleuleze 4> B°, 4-B=B-4;
b) Si se calculeze 4", B”

¢) Sa se demonstreze carang C=3 < ab#0.
d) Si se calculeze C".

A=
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17. SISTEME DE ECUATII

1. S se determine ae R astfe!l incit sistemele urmétoare

53 fie compatibil determinate:

2x~y-z=4

a) sax+4y-2z=11 b)

ax-2y+4z=11

x+y+2z+3u=1
—y—z-2u=-4

o ax—y—z-2u "

2x4+3y—z-u=-6

x+2y+az—u=-4

s3 fie compatibil nedeterminate:
x+2y+4z=31

a) Jax+ y+2z =2 b)
3x-y+z=10

ax—y+3z+2u=4
9 3x+3y+3z+au=6 "
3x-y-z+au=6

3x-y+3z-u=6

s3 fie incompatibile.
ax+2y+5z=3
ay{ax+y+2z=2 b
3x-2y+4z=10
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3x+ay+z=5
ax+3y+z=1
ax+y+3z=11
x+y+2z=1
-3x+y+z=a
2x+2y+z=2
x-y+3z=-1

2. Sa se determine a <R astfel incat sistemele urméitoare

x+y+az=-1

ax-y+2z=-4
4x+y+4z=-2
x+y+z=2
2x-y—az=-2
x+4y+5z=8
ax+5y+6z=10

3. S se determine ae R astfel incat sistemele urmitoare

x+2y+az=1
ax-y+3z=4
x+y+4z=-20





	[image: image94.png]QRa+PHx—4y+z=0 x+ap+a’z=1

S ax—.y;+z+2u=2 m) (x+ay—-z=0 n) sx+ay+az=a
x+3y+2z=4 x+3ydzeau=5 3x-12y~Qa-Nz=1 x+dy+az=da
x+y+z=a .

) xepr2zml d) {3x—y-z+au=6 x+aty+2az=-2 (a+3)x+y+2z=a
x+2y+z=2 . Sx-y+3z-u=6" 0) {2ax+y+a’z=7 P {ax+{a-Dy+z=2a
x+y+z-u=7 @x+daptz=-5 Ba+3)x+ay+(a+3)z=3
4. S& se rezolye sistemele urmitoare discutdnd dupi X4y+2z=5 x4+ ytdz=-6
valorile parametrului real a: 5 .
- = Cytr=—
x+2y+3z=6 X+y+2z=4 Q) ¥-dy+72=2 ) Ty
2) ) . —x+2y+3z=4 ax+y-3z=3
ax+y+4z=12 ax+2y+4z=8
5 ax+y+2a-Dz=12 x+ay+z=4
x+2y=5 2x+ay=7
y_7 d af3 5. Si se rezolve sistemele urmitoare discutind dupd
o jaty= ) jr+y= B valorile parametrilor reali a, b:
x+(a+l)y=12 (a+Dx+35y=12 rp+2z=1 wr+2y+z=6
b)
ax+y+z=1 ax+y+z=1 {ax+y+z=b ){ax+y+z=b )
e)ix+ap+z=2 f) sx+ap+z=1 x+y=1 ax+y+z=4
x+y+az=3 x+y+az=1 ¢y {2x+z=h d) {x+by+z=3
ax+y+z=1 x~ap+z=1 ax+y+z=4 x+2by+z=4
g xrayri=a )y x-yrz=-1 ax+by+z=1 x+ay+atz=1
x+y+adz=a’ ax+a'y-z=a’ &) {x+aby+z=b f) {x+ay+abz=a
ax+y+z=4 ax+2y+z=1 x+by+az=1 \x+a’y+atbz=ab
i +y+z=3 j +2ay+z=2 3
) yx+y . B {x+2ay+z werbyr2z=1 riayidi=d
x+2y+z=4 . x+2y+az=1 2 3
g) dax+(2b-1)y+3z=1 h) {x+by+bz=b
x+ay+4z=1 ax-3y+4z=1 ax+by+(b+3)z=2b~1 x+y+z=1
k) i3x—y+5z=~4 ) {5x+(a-1)y—4z=8
ax~Sy—z=-5 x+(a+5)y—-12z=10
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	[image: image95.png]X+ytz=

D {ax+by+z=1
ax+by+z=1
2x-3y+z=-1
ax+2y-3z=0
x-12y+1lz=-1
dx-15y+9z=b

k)

ax+y+z=b
D Jx+ay+z=a

x+y+az=1
x+y+z=2

D 2x—y-2z=-2
ax+4y+5z=5

2x+5y+6z=10

6. Si se rezolve sistemele urmdtoare discutind dupi

valorile parametrilor reali a, b, ¢:

X+y+z=1
a) yax+by+cz=2

x+ay+a’z=a’
€) Jx+by+bz=b

x+ey+clz=¢

ax+by+ecz=1

e) sex+ay+bz=1
bx+ey+az=1

ax+by+ciz=3

ax+(a+Dy+(a+2z=a+3

b) $bx+(b+D)y+(b+2)z=5b+3

2 3
X+ey+ciz=c

x+y+z=1
ax+by+z=c

drrbly+z=c’

ax+y+z=1
x+by+z=1.
x+y+ez=1

7. S4 se rezolve sistemele urmitoare discutdnd dupd
valorile parametrilor reali a, b, ¢, 4:

x+y+z=1
a) sax+by+cz=d

adx+bly+ciz=d°

ax+y+z=b

b) {x+ay+z=c

x+y+az=d

8. Si se rezolve sistemele omogene urmitoare discutind
dupad valorile parametrilor reali corespunzitori:
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a)

)

)

2

ax+y+z=0
x+ay+z=0
x+y+az=0

ax+y+z=0
x+ay+z=0
x+y+az=0

ax+y+z=0
x+by+z=0
x+2by+z=0
x+y+z=0

ax+by+cz=0
ax+bly+c’z=0

9. Sa

se  determine

)

E

h)

valorile

ax+y+z=0
x+y+z=0
x+2p+2=0

ax+2y+z=0
x+2ay+z=0
x+2y+az=0
x+y+z=0
ax+by+z=0
Ax+by+z=0
ax+y+z=0
x+by+z=0

x+y+ecz=0

parametrilor

reali

corespunzitori astfel incit sistemele si aiba solutii diferite de
solutia zero:

)

)

)

o+y+z=0
x+(@a+Dy+z=0
x+y+4z=0
ax+(a+)y+z=0
x+2y+32=0
2x+y-z=0
ax+y+z=0
x+by+z=0
x+y+z=0

b)

9
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x+{@-Dy+z=0

x+2y+az=0
2x+y+z=0
ax+by+z=0
x+y+z=0
2x-y+z=0
x+y+z=0

a+by+cz=0

Px+bly+iz=0





	[image: image96.png]18. LEGI DE COMPOZITIE

1. 84 se arate in fiecare din urmdtoarele cazuri ¢i mulfimea
M este parte stabild a multimii E in raport cu legea de
compozitie specificata:

a) M=[-5,40), E=R, x*y = xp+5x+5y+20;
b) M=[1,40), E=R,x*yp=ap—-x—y+2;
¢) M=(-2,+0),E=R,x*y =3xp+6x+6y+10;
&) M=(-3,4), E=R, x*y=xy+3x+3y+6;
&) M=(2,40),E=R,x*y=xp-2x-2y+6;
f) M=(4,+),E=R,x*y=xp—4x—4y+20;
g) M=(6,+0),E=R, x*y=xy—6x-6p+42.
2. Sa se arate in fiecare din urmitoarele cazuri c¢a multimea

M este parte stabila a multimii E in raport cu legea de
compozitie specificati:

a) M=(—1,0),E=R,x*y=xy+x+y;
b) M=[23],E=R, x*y=xp-2x-2p+6;
) M=(5,6),E=R,x*y=xy~5x~5y+30;

xy-6
x+y-5"

dy M=[%.+oo],E=R, xry=

xy—-2
M=(2,40),E=R,x*y= ;
° ( ) x*y x+y~4

£ M=(=01),B=R,xey= 2
3-x-y

3xy—4x—-4y+6

2xy -3x -3y +5"

2)M=(L2),E=R,x*y=
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3. Sa se arate in fiecare din urmdtoarele cazuri ¢i mul{imea
M este parte stabili a multimii E in raport cu legea de
compozitie specificati:

) M={4,+0), E=R,x*y=J¥ +/ -16;

b) M=(1,40), E<R, x+y =¥y —5 - +2;

©) M=(3,+0), E=R, xxy=/x’y* =92 -9y° +90;
& M=(3,40), E=R, e p =[xy -3¢ =377 +123
&) M=(0,1)w(L+0), E=R, x*p=x"";

) M=(3,+oo),E=R,x*y=3+(x—3)lg('v_3)

M= {l¢ Ez}, unde ¢ este o r3ddcingd complexa de ordinul
trei a unitaii, E = R, fnmultirea.

4. Si se arate in fiecare din urmitoarele cazuri ci mulfimea
M este parte stabili a mulfimii E in raport cu legea de
compozitie specificatd:

2
a) M= e
3y 4x

x,yeN},E =M,(R),

adunarea matricelor;
2% 4
b) M:{ * y)x,yeN},E:Mz(R),
5y 2x
inmultirea matricelor;
b
o M={ “ d] a,b,c,deZ‘a+b=c+d},E=M,(R)
<

inmuliirea matricelor;

a b
d)M:{ 0 u}

inmuliirea matricelor;

ae R*,b,ceR},E? M,(R)
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	[image: image97.png]onei(Z )

a,b,c,d e R;det(4) ¢0},E =M,(R)

inmultirea matricelor;
2x 3

f) M={( * y}x,yeQ,4x2—3y2=1},E=M;(R)
y 2x

inmulfirea matricelor;

2

) M={(x y] x,yEQ,x2+y2¢0},E=M:(R)

y o x

inmulfirea matricelor;

5. 84 se arate in fiecare din urmdtoarele cazuri ¢a muljimea
M esie parte stabild a mul{imii E in raport cu legea de
compozitie specificatd:
) M={x+ 5|5, peZ} E=R,
inmulfirea numerelor reale;
b) M ={3k|k € Z}, E = Z , adunarea numerelor intregi;
) M=NxN, E=ZxZ, (x,y)*(x",y)=(x+xy+y7;
d) M=ZxZ,E=RxR(,»)* (", p)=(xx',3p);
e) M=NxN,E=ZxZ, (x, )*(x,y)=(p+x'p,y+¥);
f) M=ZxZ,BE=RxRx,y)*(x,y)=(x"=3p" )
g) M=(1,+w0)x(2,+0), E=RxR,

G * (YY) = (ax'=x—x+ 2, yy'= 2y —2y'+6).

6. S se determine a e R astfel incat M si fie parte stabild
a lui R in raport cu legea de compozitie specificata:
a) M=[1,+°°),x*y=xy—x—y+a;
by M=[2,+0), x#p=xy—-2x-2y+a;
) M=(—01], x*y=—xp+x+yp+a.

7. S& se arate ca urmatoarele legi de compozitie sunt
comutative:
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a) x*y=Txy—7-(x+))+8 pe (L, +®);

b) x*y= x?;fs pe (%*—00)

€) x#y=4{x"+y* =25 pe (5,+w);

d) (e, ) *(x, yy=(x+x'=1,y+y'+1) pe ZxZ;

gy
& xry=(=17" " 41 pe (LU +e);
f) inmultirea pe

M={xeRlx=a-bJ10, a,heQ, a-106*=1}.

8. Si se arate ca urmitoarele legi de compozitie nu sunt
comutative:

a) inmultirea pe multimea M = N
2x 3y

x,yeN};

b) inmulfirea pe mulfimea M={| © 7
3x Sy

x,yeR};

¥+

c) xxy=x"" peN; d);\r>"y=)cy2 pe R.

9. Sa se arate ci urmatoarele legi de compozitie sunt
asociative:

a) x*y=xp—T-(x+y)+56 pe Z;
b) x*y=xy—4-(x+y)+20 pe (3,+x);

&) xxy =222 pe (-11);
1+xy
d) xxy=4Jx"y" —x*~3y* +2 pe (I, +0)

¢) inmultirea matricelor pe M = £y xyeR?s
2y 3x

f) xry=x" pe (0,))U(,+o0);
2) (x,)*(x, ) =(x+2yy" x'y+xy’), pe RxR.
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	[image: image98.png]10. 83 se arate ci urmatoarele legi de ‘compozitie nu sunt
asociative:
a) x*y=xy-5-(x+3)+10 pe R;
b) x*y=xy+5x+y+5 pe R}

©) x*y:x::‘;z pe R-{1}.

11. Sa se determine a < R astfel incit urmditoarele legi de
compozitie si fie asociative: '
a) x*y=x+y+a pe R;
b) x*y=xy+ax+y pe R;
¢) xxy=axy+x+y pe R;

dy x*y=3x*+y* +axy pe R;
& xry=-"L pe (-L1);
a+xy
f) x*y=yxty’ —ax’ —ay? +20 pe (2,+x);
g) xxy=x"" pe (0,)L (1, +)

12. Si se calculeze elementul neutru fati de legea:
a) x*y=xy—-3x-3y+12 pe (3,+»);

Xy
b) x¥yp=—— 0,1);
) X%y T — pe (0.
o) wxy=22 pe (-11);
1+xp

d) inmultirea pe M={a+b«/§‘ abeQ,a’ —3b = 1};

sino
¢) inmultirea pe M = cosa 2 laeRyp;
—2-sina  cosa

) xxy=x" pe (O,HU(L+w);
g) x*y=4/x"y? —x* = )7 +2 pe (L4},

13. S3 se arate ci nu existd element neutru fatd de legea:

4xy+3 g 3
@) x*y=-——=——pe | —0,——
4x+4y+4 2

b) xxy=x’y+ay-a’; Ory=y pe R,
¢) x*xy=xy—2x-2y+6 pe (—0,DUG,+0).

14. Sa se determine ae R, astfel incét sa existe element
neutru fati de legea:
a) xxy=xy+ax+y pe [2,3];
b) x*y=xy-2x-2y+a pe [1,5];

X

¢) x*y=-——-—""—— pe (-1,2).
) ey 2xy—-x-y+a pe {

15. 83 se studieze simetrizabilitatea elementelor
urmiatoarelor mulfimi in raport cu legile de compozitie
specificate:

A M=Zx*y=x+y+2;
b) M=[4,+0); xxy=4/x’ +y* ~16 ;

) M=[5Tx*xy=xy—6x-6y+42;
2 7
d) M=R;x*y=2xy~=-(x+p)+7=;
) wry=2gy-o(x ») %3

€) M =(0,1)U(l, +oo);xxp =x""%;
2y
f M={{x “’J
y X

lor;

O M= xry=—’
2xy-x-y+1

hy {x+y\/§! xyeQ, x*-3y° =1} , inmultirea;

x,yeQ,x=0,y= 0} inmultirea matrice-

i) {x+y\/§| x.ye Z} , inmultirea.

16. Fiind definite pe mulfime M, legile de compozitie * si
o, studiati dacd legea o este sau nu distributiva faa de legea *
in fiecare din cazurile urmatoare:
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	[image: image99.png]a) M={2k+llkeZ},x*y=x+y—l;;

xay=%~(xy—x—y+3);
b) M =(0,+0); x*y:xy,xey=x"'e/;;
O M=[0,40); x%y=¥* +y°+2;
xoy= iy x4y 425
d M=[-%,%i|; xryp=xflmy’ +pfl-x;

x o y = sinfarcsin x -aresin y];
&) M=ZxZ, (x,))*(x,y)=(x+x', y+37);
(2. )o(x,y) = (L xp'+ X"y +yy);
) M:[O,+oo);x*y=\/x_y,xoy=\/1—cy—.

17. Fie * o lege de compozifie asociativd definita pe
mulfimea E. Si se demonstreze ci dacdi a*x=x*a i
a*y=y*q,atunci are loc relatia a*(x* y) =(x* y)*a.

18. Fie legea de compozitie definita pe R prin:
x*y=axy—b-(x+¥+c; abceR
S# se determine relatia ce existd intre a, b, ¢ astfel incét
legea de compozitie si fie asociativa.
19. Fie legea de compozitie definita pe R prin:
x*y=xy+ax+by+c; ab,ceR
Si se arate ¢& * este asociafiva daci si numai daci au loc
relatiile a=b §i a* =a+c.
20. Fie legea de compozifie definitd pe R prin:
x*y=ax+ay+b §i xoy=cx+ey+d; abc,deR, azc,
az0,c#0.
Sa se determine a,b,c,d astfel incit legea ,.x“ si fie
distributiva fatd de legea ,,o .

108

19. GRUPURI

1. Sa se demonstreze, in fiecare din urmatoarele cazuri, ci
multimea G are o structurs algebricd de grup fata de legea de
compozitie specificatd.

) G=Zxxy=x+y-2;
by G=Z;x*y=x+y+l;
NG=Qx*y=x+y-7;
) G=Rixxy=x+y—-4;

e) G=R;x*y:x<,(y2+l+y-«/x2+1;‘
) G=Ryxry=3x" +y*;

8 G=C-{l}x*y=x+y—xy.

2. Sa se demonstreze, in fiecare din urmatoarele cazuri, ci
mulfimea G are o structuri algebrica de grup faa de legea de
compozitie specificati.

a) G =(-5,40); x*y=xy+5x+5y+20;
b) G =(-3,+0);x*y=xy+3x+3y+6
) G=(l,+o), xxy=xy—-x—-y+2;

d) G =(4,+0); x*y=xy-4x—4y+20;

&) G = (2, +0); x*y = Jx’y —2x* -2y +6;
D G=(l4o) x4 y=\Jx'y +x +37;
Q) G =(3,40); x*y =/x’y* —9x7 = 9y* +90 .

3. Sa se demonstreze, in fiecare din urmitoarele cazuri, c&
multimea G are o structuri algebrica de grup faa de legea de
compozitie specificat.

) G=(-Llyxry=222
1+xy

b) G= (2 xsy =200,
4+xy
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	[image: image100.png]Y .
2y —x—y+l’
3xy—4x—4y+6
2xy—3x-3y+5

e) G= {x+y\/§| xtyeQ,x* =3y’ = l} faga de inmultire;

) G=(0;x*y=

HG=012sx*y=

) G=(0,Dull,+x), xry=x""3

Lty
2) G=(1,2)U(2,+0), xry=(x-1)? +

4. S4 se demonsireze, in fiecare din urmatoarele cazuti, ¢i
multimea G are o structurd algebrica de grup fati de legea de
compozitie specificatd.

x 2y
e

faa de inmultirea matricelor;

b)G={ :) ’:]xez}

fati de inmultirea matricelor;

9 c={ : ";l)lxew}

fata de inmultirea matricelor;
2-x 1-x .
= e
b6 { 2x-2 Zx~—1)x Q}
fati de inmultirea matricelor;

e)G={ x+4y 2y ]x,yeQ,x#O}

1.

x,yeQ,xiO,y#O}

-8y x-4y

faii de inmuljirea matricelor;

e[

fata de inmultirea matricelor;
200

x,zeR',yeR}

ve-{( )

fat3 de inmultirea matricelor.

XV, Z,u€ R,xu-“g=1}

5. S4 se demonstreze, in ficcare din urmatoarele cazuri, ¢
mulfimea G are o structura algebrici de grup fata de legea ds
compozitie specificati.

a)G:{ ¥ 3"’] x,y,ER,x2—3yz=l}
y x
fata de inmuitirea matricelor;
x 2y
b)G= 5y . x,y,eQ,x° =5y =1
2
fata de inmultirea matricelor;
1-x 0 x
9G=ll 0 0 o |:eR —{1}
x 0 1-x z
fati de inmultirea matricelor;
220 0
d)G=40 3 0 fxecR
o 0 4
fafa de Inmultirea matricelor;
1 0 x
€) G=<[0 1 OfxeR } fad de inmultirea matricelor;
001
1 0 inx
f) G=<]0 1 0 {|x>0 }, fatd de inmulfirea matricelor;
00 1
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	[image: image101.png]1 x x+x
g G=4/0 1 2x llxeR
00 1

fafi de inmulfirea matricelor.

6. S3 se demonstreze, in fiecare din urmitoarele cazuri, ca
mulfimea G are o structurd algebricd de grup fatd de legea de
compozi}ie specificata.

a) G=1{-1 1} fa;a de inmultire;
b)G= { i-1 1 1 fa;a de inmulfire;

) G= { 1)} fata de inmultire;

-1 03y(0 -t
oo {0 SN )
fatd de 1nmuh,1re,
e)G={2=x+i-y|x,yeR,]z[=1}

fata de Inmultirea numerelor complexe;

g2

f) G =(7%) x* y=aretg(tgx + tgy)

2 G= [T,%], x*y =arcsinsin x +sin y).

7. S& se demonstreze ¢i pe multimea claselor de resturi
modulo 12, inmultirea determina pe {i, 5,7, lAl} o structurd de
grup.

8. S4 se arate ca:
a) x*y=xy~x-y+2 determind pe intervalul (1, +0) o
structurd de grup comutativ;
b) xoy = xy-6x—6y+42 determini pe intervalul (3, +w) 0
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structurd de grup comutativ;
o) funcfia f:(L,+0)—>(3,40), f(x)=x+2 determind un
izomorfism intre grupurile definite la punctele a) §i b).

9. S4 sc arate ca:
a) x*y=xy+6x+6y+30 determind pe intervalul (-6, +ew) o
structurd de grup comutativ;
b) xoy=xy—6x—6y+42 determind pe intervalul (6, +) o
structurd de grup comutativ;
¢) funcia f:(~6,+®)->(6,4+0), f(x)=x+12 determini un
izomorfism intre grupurile definite la punctele a) i b).

10. Sa se arate ci:
a) x*y=xy+x+y determina pe intervalul (1, +o) o structurd
de grup comutativ;
b) xoy=xy-x—y+2 determind pe intervalul (6, +w) o
structura de grup comutativ;
) functia f:(—1,40)—>(L,+0), f(x)=x+2 determind un
izomorfism intre grupurile definite la punctele a) si b).

11. Sa se arate ca:
a) x*y=xy-5x—5y+30 determind pe (5,+) o structur de
grup comutativ;
b) functia f:(0,+0)—>(5+0), f(x)=x+5 determini un
izomorfism intre grupul multiplicativ al numerelor reale
pozitive si grupul de la a).

12. a) S se arate ¢ legea de compozitie

xxy= \/x2y2—4x2 ~4y* +20
determind pe intervalul (2, +o) o structurd de grup comutativ.
b) Si se arate cad f:{0,+0) > (2,+0), f(X)=Vx+4

determind un izomotfism intre grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive i grupul de la punctul b).
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	[image: image102.png]13. a) S4 se arate ci legea de compozitie
T xry=xp4+2x+2y+2

determina pe intervalul (-2,+0) o structurd de grup comu-
tativ.

b) Si se arate ci functia [:R—(-2+w), f(x)=e"-2,
determind un izomorfism intre grupul multiplicativ al
numerelor reale si grupul de la punctul a).

14. a) S4 se arate ci legea de compozitie
3xy—4x—4y+6
2xy~3x—3y+5
determind pe intervatul (1, 2) o structurd de grup comutativ.

+2
b) Si se arate ca funcia f:(0,+0)~>(1,2), f(x)= ——);“ s
determind un izomorfism intre grupul multiplicativ al
numerelor reale pozitive i grupul de la punctul a).

k
keZ} 0

1
a) inmultirea matricelor determinid pe {[0 1]

Xky=

15. Sa se arate ci:

structura de grup;
b) grupul definit la punctul a) este izomorf cu grupul aditiv al
numerelor intregi.

16. Sa se arate ca:
a) inmulfirea determini pe G, ={z=x+1-){ x,yeR |7=1} o
structurd de grup comutativ;
b) Inmulfirea matricelor determini pe

cosa  sina
Gz B {[ i j
—-sina  cosa
o structurd de grup.

¢) grupurile G si G, sunt izomorfe.

17. Sa se arate ci:
a) inmulfirea determina pe

aelo, 21:]}

204

G, =ix+y\/3|x,yEQ,x‘—3y‘ =1}

o structurd de grup comutativ;
b) inmultirea matricelor determind pe

o[ %)

o structura de grup.
¢) grupurile Gy si Gz sunt izomorfe.

x,yeQ,x? —3y2 =1}

18. Sa se arate ca:
a) inmulfirea determind pe
G, = {x + y«/gl X,yeQ,x2 -5yt = 1}
o structura de grup comutativ;
b) inmulgirea matricelor determini pe

G, ={(x Sy) x,yeQ,x* -5y =1}
y x

o structura de grup.
¢) grupurile Gy si Gy sunt izomorfe.

19. S se arate ci:
a) inmulfirea matricelor determina pe

G a 0 R
= ae

a 0
o structuri de grup;

b) grupul de la a) este izomorf cu grupul multiplicativ al
numerelor reale.

20. 83 se arate ci:
a) inmultirea matricelor determina pe

o{s tlex]

o structura de grup;
b) grupul de la a) este izomorf cu grupul multiplicativ al
numerelor reale.
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	[image: image103.png]21. Si se arate ci:
a) adunarea matricelor determina pe

0
G= {[a ) ae Z}
0 a
o structuri de grup;

b) functia f:G —>Q*, f(x)=(-1)" determini un morfism de
la grupul G la grupul (Q*, -).

22, 83 se arate ca:
a) inmulirea matricelor determini pe

o lex]

o structurd de grup;
b) gruput de la a) este izomotf cu grupul (R¥, ).

23, 84 se arate ca:
a) inmulirea matricelor determina pe

1 0 x
G=40 1 0jlxeR
001

o structurs de grup;

b) grupul de la a) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor
reale.

24. Sa se arate ca:
a) inmultirea matricelor determina pe

1 x 0
G=4|0 1 0|xeR

001
o structura de grup;
b Igrupul de la a) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor
reale. :

25. Si se arate ca:

a) inmultirea matricelor determina pe

206

10
G=40 1 0 |x>0
00 1
o structura de grup;

b) grupul de la a) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor
reale pozitive.

26. 54 se arate ci:
a) inmultirea matricelor determina pe

20 0
G=40 3 0|xeR
0 0 4

o structurd de grup;
b) grupul de la a) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor
reale.

27. Sa se arate ca:
a) inmultirea matricelor determina pe

1 x x*+x
G=<10 1 2x lxeR
00 1

o structurdl de grup;
b) grupul de la a) este izomorf cu grupul aditiv al numerelor
reale.

28. Fie grupurile (R,+),(C',-)A Sa se arate ¢a functia
/R C, f(x)=cos 2rx+i-sin 27x este morfism de gru-
puri.

29, Sa se arate ci:
a) x*y=x+y—2 determind pe Z o structuri de grup abelian;
b) xoy=x+y~1 determina pe Z o structurd de grup abelian;
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	[image: image104.png]¢) intre grupurile de la a) i b) existd un izomorfism de forma
SZSZ, f(x)=x+a,acR.

30. Sa se arate ca:
a) x*y=xy—x—y+2 determind pe Gy = (1, +w0) 0 structurdt
de grup abelian;
b) xoy=xy-3x-3y+12 determind pe G, = (3, +x) o
structura de grup abelian;
¢) intre grupurile de la a) 51 b) existd un izomorfism de forma
S :(L40) > (3,4), f(x)=x+a,acR.

31. Si se arate ca:
a) x*y=xy+2x+2y+2 determind pe Gy = (-2, +x) o
structurd de grup abelian;
b) xoy=xy—2x-2y+6 determind pe Go= (2, +0) 0 structurd
de grup abelian;
¢) intre grupurile de la a) si b) existd un izomorfism de forma
fi(=2,40) 5 (2,4), f(X)=x~a,aeR.

32. S se arate ci:

a) x*y=x’)" -9x’ =9)* +90 determini pe (3, +w) o
structura de grup abelian;

b) intre grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive si
grupul de la punctul a) existd un izomorfism de forma:

J:(0,40) > (3,+), f(x)=Vx+a,aeR.

33, Sa se arate ci:
xX+y .
a) x*y=—>— determind pe (-1, 1) o structuri de grup
1+xy
abelian;
3xy—4x—4y+6
2xy~-3x~3y+5
grup abelian;

b) xey= determini pe (1, 2) o structurd de

¢) intre grupurile de la a) i b) existd un izomorfism de forma
a

X+
X)=
f() 5
34, Sa se arate ci:
3xy—4x—-4y+6
2xy—3x-3y+35
de grup abelian;
b) intre grupul multiplicativ al numerelor reale pozitive si
grupul de la punctul a) existd un izomorfism de forma:

f:(0,+eo)->(1,2),f(x)=HT‘:,aER.
X

,aeR.

a) x*y= determini pe Gi= (1, 2) o structurd

35. Si se arate cé:
a) x*y=xy—10x—-10y+110 determind pe (10, +) o
structura de grup abelian;
b) intre grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive i
grupul de la a) exista un izomorfism de forma:

£:(0,40) > (10,40}, f(x)=ax+b,a,beR.

36. Sa se arate ¢l
a) x*y=yxy-2x-2y+6 determind pe (2, +») o structurd de
grup abelian;
b) intre grupul aditiv al numerelor reale §i grupul de la a) exist3
un izomorfism / : R - (2,+0), f(x)=e* +b,a,beR.

37. Sa se arate ca:
a) x*y=4/x’y* —x? —y? +2 determind pe (1, +o0) o structura
de grup abelian;
b) intre grupul multiplicativ al numerelor reale strict pozitive si
grupul de la a) exista un izomorfism:

7 :(0,40) = (1,400}, f(x)=Jax +b ,a.beR.
38. Sa se arate ci:
a) x*p=xy-Sx—5y+30 determini pe (5, +e0) o structurd de
grup abelian;
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	[image: image105.png]b) intre grupul de la a) si grupul aditiv al numerelor reale existi
un izomorfism de forma:

f:(5,+oo)—>R,f(x):hl(ax+b),a,beR.

39. Sa se arate ci funciia f:Z-)Q,f(k)=(~1)k
defineste un morfism de la grupul (Z, +) la grupul (Q*, ).

40. S se arate ci grupurile (R}, ) si (R, +) sunt izomorfe.

41. S& se arate ci mulfimea H = {1, -1} este subgrup al
grupului (G,+), unde G={1,-1, 1, -}.

42. ) S se arate ca mulfimea Z, = o x € Z} formeazs

un subgrup al grupului (Z, +).
b)Z,N2Z; =7, NV ZNZy=2y

. 00
43.Fie H, = {A eM(Z)| A= {(a aj}
0 a
H, ={A eM(Z)| 4= {(21; 36]}
a 2k
H,= {A eM(Z)| A= {[30 4dj}

Si se arate ci Hj, Hy, H; sunt subgrupuri ale grupului
M:(Z).

44. Fie (G, ), un grup multiplicativ si H={aeG lax = xe
pentru orice xeG}.

Sa se arate ca H este subgrup al lui G.

45, Fie (A, +), un grup aditiv §i Hy, Hy doud subgrupuri ale
lui A. 8a se arate ¢i H={a+b|ae H be Hz} este subgrup a
lui A.
46. S4 se arate ci:
A=k, 43,0k k, €2}, B= Pk, +5k, |k, k, € Z )
210

formeazi subgrupuri ale grupului (Z, +).

47.Fie f:R - R cu proprietatea ci (3) p e R, p>0 astfel
incdt f(x+p)=f(x) (¥) xeR (1)

Sa se arate cd muljfimea P a numerelor reale avind
proprietatea (1) este un subgrup al grupului (R, +).

1
48. Sa se arate ci multimea H={(O T]aeR}

formeaza un subgrup al grupului (G, -), unde G este multimea

matricelor inversabile de ordinul doi i - reprezintd
inmultirea matricelor.

49. Fie (C*, -), grupul muitiplicativ al numerelor complexe
nenule, € o ridacind complexd a polinomului x* +x+1 gi H=
{1, ¢, €%} S4 se arate ca:

a) H este subgrup al grupului (C*, -);
b) Orice subgrup cu 3 elemente ale grupului (C*, -), coincide
cu H.

50. Pe A = R—{1} se consider3 legea ,** definitd astfel:
x*y=2xy—2x-2y+c,ceR. S84 se determine valorile lvi ¢
pentru care ., * ” defineste pe A o structurd de grup abelian.

51. S4 se arate cd grupul (G, ) este abelian daci §i numai
daci: (xy)‘ =xy'(¥)x.yeG,unde x,) sunt simetricele lui x,
».

52. Fie (G, ') un grup §i a,6€G care verifici relatiile

o =b = (ab)2 . Sasearatecd b’ =ab’a.

53. Fie (G, ) un grup si a,beG care verifica relatiile
a*=b*=e si ab=ba’. Sa se arate ca:
a)a=e b) b’ = (ba)’.
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	[image: image106.png]54, Fie (G, ) un grup i a,be G care verificd relaiile
a’b=b" 5i Ba=a". S4 se arate ci:
a) ab = ba* by ot =b. »

55. Fie (G, ) un grup §i a,beG care Verifich relatia
ab = ba* . S4 se arate ci: )
a) ab*=b’a’ b) a’b =ba'
o @ =(ba?) & d) a?b=ba’.

56. Fie (G, ) un grup si a,be G care verificd relatiile
ba' =ab §i ba=ab*. Shsearatecd ab’ =bd’ =e.

§7. Fie (G, ) un grup §i a,heG care verifici relatia
ba* =ab.Sasearateci a'b=ba”" (V)neN,n22.

58. Fie (G, ) un grup si a,be G care verifica relatiile
a* =b' =e¢ §i ba=ab*. Sa se arate ci:
a) (ab)’ = (ba)' =(ab?} =e b) (ab’a)’ = abar.

59, Fie (G, ) un grup §i a,be G care verificd relatiile
(ab)’ =a® =B, Sise arate ci: @’ =b%a’ =e.

60. Fie (G, ) un grup 51 a,be G care verifici relatiile
a*=b*=¢ si ab=ba’. S se arate ci:
ay a’b=ba* by B =0,

61. Fie (G, ) un grup si a,beG care verificd relatiile
aba=b si bab=a. S4 se arate ci:
a) o’ =b? b) ba’b=ab’a.

62. Fie (G, un grup si x,y € G astfol ncét xy° = yx si
% =y*x oricare ar fi x, y G .

Sa se arate ¢ (G,')  este grap abelian.
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63. Fie (G, -) un grup st x,yeG care verifica relajia
xXyx=e.

Si se arate ¢i x°y = yx®.

64, Fie (G, -) un grup multiplicativ cu proprictatea ca

oricare ar fi x € G astfel incat x° = rezulti x=e.
Sa se demonstreze apoi c& oricare ar fi a,b e G astfel incat

=k =e=a=h.

65. Fie (G, ) un grup 5i a,b G . Stiind ci (aba" )‘ =e,
sd se demonstreze ¢i b’ =¢.

66. Fie (G, -} un grup finit avind proprietatea cd functia
f:G G, f(x)=x este automorfism de grup.

Sa se arate ca grupul (G, -) are un numdr impar de
elemente.

67. 84 se determine automorfismele grupului (Z, +).

68. Si se arate ci grupurile (Z, +) si (Q, +) nu sunt
izomorfe.

69. Sa se arate cd grupurile (Q, +) si (R, +) nu sunt
izomorfe.

70. Sa se arate ci grupurile (Q*, -) si (Q, +) nu sunt
izomorfe.

71. S& se arate ¢i grupurile (Q*, -) si (R*, ) nu sunt
izomorfe.
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	[image: image107.png]20. INELE SI CORPURI

1. S& se arate in fiecare din urmditoarele cazuri, ci
mulfimea consideratd are o structurd algebrics de inel, faja de
legile de compozitie specificate:
ayZfatade xxy=x+y-3;xoy=xy-3x-3y+12;
b)Zfag@ide x*y=x+y+2xoy=2xp+4x+4y+6;

o) A={2k+1|keZ} fagide x*y=x+y+1
1

voy=lygalind, L
YERIIYIRTY

Zfagide x*y=x+y—5,xoy=xp—5x—5y+30;

e) A= {x + y«/gt X,y € Z} fati de adunarea si inmuliirea
numerelor reale;

) A={x+ip|x,yeZ} fad de adunarea si Inmultirea
numeretor complexe;

g) A= {( xy i)* xye Z} fayd de adunarea §i inmultirea

matricelor;

0 oels )

{irea matricelor;

) Zx Zfafdde (x,y)%(x,,3,) =05 +%,, ¥, + )5
(5,172 (35.. ) = (0, X9 H 0.0, + 13,)

NZxZfaide (x,y)*(x,y)=(x+x,y+y);

(x.y)o(x', y)=0(x",0);

00

b 0llabeceR

0 ¢

x,zeZ,ye Q} fata de adunarea si inmul-

K) A=

o © 8
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fafd de adunarea §i inmulfirea matricelor;
2. S se arate cd inelele de la exerciiul precedent punctele
a), by, ¢), d), e), f) nu an divizori ai lui zero.

3. Si se arate in fiecare din urmitoarele cazuri, cd
mul{imea consideratd are o structurd algebricd de corp, fati de
legile de compozitie specificate:
a)Qfatide x* y=x+y+2xoy=xp+2x+2y+2;
b)Qfatide x*y=x+y-T;x0y=xp—-Tx-Ty+56;
c)Rfatide x*y=x+y—4;xey=xp—4x—4y+20;
dy A= {x+y~\/§1 xye Q} fatd de adunarea si inmultirea
numerelor reale;

e) Rfatade x*y=3x’+)*;x0p=x-y,

aE

a,beQ} fata de adunarea s§i inmultirea

matricelor;
+b 4 . .
g) K={(a 5 b] a,beQ} fati de adunarea §i fnmultirea
b a- :
matricelor;

h) RxRfafdde (x,y)*(x,y)=(x+x,y+y%
() e(x, y)=(x'= 3y, 2+ x'y);
4. a) Sa se arate ¢4 pe Z legile de compoziie:
x*y=x+y-2xoy=xy~2x-2y+6;
determini o structuri de inel comutativ;
b) Sa se arate cd funcfia f:Z > Z, f(x)=x+2 realizeaz
izomorfismul intre inelul (Z, +, -) si inelul de Ja punctul a).
5. 84 se arate ca pe Z legile de compozitie:
x*y=x+y+Lxoy=xy+x+y,;
determini o structurd de inel comutativ;

b) 84 se arate ca pe Z legile de compozitie:
x®y=x+y-LxQ@y=xp—x-y+2;
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	[image: image108.png]determin o structursi de inel comutativ;
¢) S3 se arate ca Intre inelele de la a) i b) existd un izomorfism
de forma f(x)=ax+b,a,beR,a=0.

6.a) Sdascarate cipe A= {x+y . \/§| X,y € Z} adunarea si

inmulfirea determina o structurd de inel.

b) Sa se arate ci pe M :{( * yJ
3y x

inmultirea matricelor determing o structurd de inel.

c) 84 se arate ci inelele de la a) si b) sunt izomorfe prin functia:

f:A—>M,f(x+y«/§)=(;; i}]

xye Z} adunarea si

7. a) S se arate ci pe A={x+y~\/ﬂ x,yel}adunarea $i

inmultirea determini o structur3 de inel.

b) Sa se arate ci pe M:{[x y]

Ty x

inmultirea matricelor determina o structura de inel.
¢) 84 se arate c2 inelele de Ia a) si b) sunt izomorfe.

X,y € Z} adunarea $i

8. a) Sa se arate ca pe A={x+y»\/§‘ x,yeZ}
adunarea si inmuljirea determind o structurd de inel.
-5
b) Sa se arate ci pe M={(x yj
-y x
inmultirea matricelor determing o structued de inel.
¢) Sa se arate ca inelele de la a) si b) sunt izomorfe.

xye Z} adunarea gi

9. S3 se arate cipe A =QxQ legile de compozifie:
(a,p)y+(a',bYy=(a+a',b+b")
(a,b)-(a',b") = (aa’-bb',ab'+a’b)
determini o structura de inel;
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b) 84 se arate cd pe Q[if={x+i|x,y<Qf adunarea §i

inmultirea numerelor complexe determind o structuri de inel.
¢) Inelele de la punctele a) si b) sunt izomorfe.

10. a) S4 se arate cd pe C legile de compozitie:
x*y=x+y xoy=xy+Imx-Imy; *
determin o structura de inel comutativ;

b) Si se arate cd pe M={[x y)
0 x

inmultirea detenmina o structura de inel.
) Inelele de la punctele a) $1 b) sunt izomorfe.

x,yER} aduna.rea ¢i

11. a) S se arate ci pe R legile de compozitie:
x*y=x+y—4 xoy=xy-4x—4y+20;
determina o structurd de corp comutativ;
b) S3 se arate ¢@ f:R—R, f(x)=x+4 stabileste un
izomorfism intre corpul numerelor reale si corpul de la a).

12.. a) Si se arate ¢i pe R legile de compozitie:
x¥y=x+y+4; xoy=xy+4x+4y+12;
determina o structurd de corp comutativ;
b) S3i se arate cd f:R-oR, f(x)=x—-4 stabileste un
izomorfism intre corpul numerelor reale si corpul de la a).

13. . a) S& se arate ci pe (0, «) legile de compozifie:
x*y=xy; §i xoy=x"" determind o structuri de corp
comutativ;

b) S& se arate ci intre corpul numerelor reale R si corpul de la
punctul a) existd un izomorfism

FiR=(0,4), f(x)=a-e",abeR.

14, S se arate cipe M = (;;’%]’ legile de compozifie

x* y = arctg(tgx +tgy +5);

xoy=arctg(5-tgx+5-tgy + tgx - tgy+20)
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	[image: image109.png]determina o structurd de corp comutativ;
b) Sa se arate ¢i f:R->M, f(x)=arctg(x—5) este un
omomoxfism de la corpul numerelor reale la corpul de la a).

15. a) Sa se arate ci pe (0, «) legile de compozitie:
x¥y=xy xoy=x"P; determin un corp comutativ;
b) Intre corpul numerelor reale si corpul de la 2) existd un
izomorfism f:R —(0,4+), f(x)=¢€"" +n, mneR.

16. a) Sa se arate ¢ pe multimea R legile de compozitie:

xxy=]x"+3"; xoy=xy determind un corp comutativ;
b) fntre corpul numerelor reale si corpul de la a) exista un
izomorfism de forma f (x)=¥ax+b,a,beR.

17. a) Sa se arate ca pe A:{x+y-\/5|x,yeQ}

adunarea si Inmultirea determin o structurd de corp.

x 4y

b) 84 se arate ca pe B=1|, x,y€Q} adunarea §i
= x .
2 o

inmultirea matricelor determin3 o structuri de corp.
¢) Sa se arate ca, corpurile de la a) §i b) sunt izomorfe.

18. 84 se arate ¢ pe A={[a gj*aek} adunarea §i
a

inmultirea matricelor determini o structurd de corp comutativ.
b) Sa se arate ¢4, corpul numerelor reale este izomorf cu corpul
de fa a). .

19. Fie(A,+) un inel comutativ, a,b doua clemente
idempotente ( a* =a,b> =b ).

a) S& se demonstreze ca elementele ab,1-a,1-b sunt
idempotente.

b) Sase demonstreze relatiile: ab(1-a)=0,ab(1-b)=0.
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20. Fie (A,+.) un inel necomutativ, a,b € A Si se arate
¢ dac#i 1 — ab este inversabil, atunci si | — ba este inversabil.
21. Intr-un inel se defineste legea de compozitie
X*y=x+y—xy.
a) Sa se arate ca * este asociativa si admite element neutru.
b) Daca 1 - x are simetric in inel atunci x are simetric fati de
legea *,
22. Fie (A,+,") un inel cu proprietatea ¢& x'> =x pentru

orice xeA.Sisearatecd ¥’ =x (V)xeA.

23. Fie (A,+,‘) un inel cu proprietatea ci ¥ =x pentru
orice x € A . Si se arate ca:
a) x+x=0 (V) x€A; b) inelul A este comutativ.

24. Se considera K ={0,1, a,b} un corp cu 4 elemente. S&
se arate ¢
a) ab=ba=1; by a’=bya’ =1, +a+1=0.

25. Fie (A,+-) un inel. Daci a,bcA, atunci sunt
echivalente:
a) aba=a s ba*b=1
b) ab=ba=1
¢) aba=a §i b este unic cu aceastl proprietate.
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	[image: image110.png]21. INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTY
INTR-UN CORP COMUTATIV (Q,R,C)

1. Si se determine g € R astfel incét polincamele:
P(x)=x*+(a—1)x* - 7x+6a;
b) P(x)=x* ~4x* —(5a + 2x* ~100x ~ 5(4a - 1);
) P(x)=x" +(a~2p* ~x* +(a-1) +(a~2)x ~1;
sa se dividd prinx + 1.
2. S84 se determine a e R astfel incat polinoamele:
a) P(x)=x +(a+2)x2 (2a-Dx+7;
b) P(x)=ax* —(a+1)x’ +(6a-1)x* ~10x+2;
©) P{x)=x* —5x* +{a+3)’ +(5a- 2% ~ax +12;
53 dea la impartirea co x + 1 restul 3.
3. Si se determine a,beR astfel incdt urmdtoarele
polinoame s3 se divida:
a) P(x)=ar’ + (-1’ —x-2;
Q(x)= (x—1)fx+1);
b) P(x)=x* ~4x® —(4b+2)* + 4ax - 75;
Qx)=(x~1)x-3);
¢) P(x)=x"+(b— l)x3 +a-2p?+(p~ak+a;
Qx)= (x+1Xx+2),
d) P(x)=x" —(a—1)x* +bx° +(2a -3 +x+b;
Q(x)z(x—IXx+2).
4. Si se determine a,beR astfel incat urmditoarele
polinoame s se divida:
a) P(x)=x*+bx" +(b-2a)x* +5x—3a;
Qx)=x*+x+2;
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b) P(x)=ax’ +(a+ b’ +(a+ 1)’ —3x—a-2;
Qfx)=x* +3x+3;
Px)=ax’ + Qa—1* + b5 + 22+ (p+ 21,
Qx)=x"+x-1;
d) P(x)=6x" + ax’ +27x° +bx* ~5x+6;
Qx)=3x>-5x+6.
5. Sa se determine a,b,ceR astfel incat urmatoarele
polinoame s3 se divida:
a) P(x)=x*+5x" +axt +bx+c;
Qlx)= ()c2 - IXx +3);
b) Plx)=x" +3x° + ax® +bx+c;
Q(x): (r+ 2)(x2 + 1);
©) P(x)=x' +ax’ +bx° +ex +8;
Q(x): (x - Isz +6x+ 8);
d) P(x)= M rax +hxtc;
Qw}=(x-1);
&) P(x)=x" +ax' + 22 + bx —3x +¢;
Qlx)=x"+1;
f) Plx)=x'+ar’ +x* +br+c;
Qx)=x*+2x* +3x+4.
6. Sa se determine polinoamele de gradul intai P(x) astfel
incat:
a) P( ) sa se divida cu P(x);
(x3 si se divida cu P{x);

)
c) P(xz ) 54 se dividi cu P(x);
dy P(x‘) 54 se dividi cu P( )
&) P(x*)=P(x) P(—
0 #()=P(7) R
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	[image: image111.png]7. S$& se arate ci nu existd polinoame de gradul intsi P(x)
astfel incht:

a) P(x” +1) st se divida cu B(x);
b) P(x* +1)=P(x) P(-x)
<) B(x* +1) st se divida cu P(x);
&) Px* +1)=P{x*)-P(x).
8. S& se determine polinoamele de gradul al doilea P(x)
astfel incat:
a) P(xz) si se dividi cu P{x);
b) (x’ ) s4 se divida cu P( )
c) (x’) s se dmdé cu P{-x);
d) P( ) P(x (~x);
¢) P{x> +1)=P(x)- P(-x).
9. Sase arate ¢ urmatoarele polinoame se divid:
a) P(x)=x""! —(n+lx+n;
Q)= (x-1f;
b) P(x)=m™ ~(n+1)x" +1;
Q)= (x-1f;
¢) P(x)=(n—1p> +2m* " +1;
Qlx)=(x+1);
si apoi si se determine citul Impirtirii celor doua polinoame.
10. Sa se arate ca urmatoarele polinoame:
a) P(x)=x(x2 +1)"" 402,
b) P(x) = (x + 1)"’+1 +x
©) P(x)=(x+1f"" -t —1;
se divid prin x* + x+1.
11. Sa se arate cd urmitoarele polinoame:
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a) Plx)=(x~1)"" +x";
Px)=(x— 1)+ (x~ 1" + &2 - 5"
C) P(X)= x6n+l 6n+2 + x6n+3 ;
se divid prin x* —x +1.
12. Pentru ce valori ale lui m €R polinomul:
a) P(x)=(x+1)"~x"~1;
b) P(x)={x+1)" +x"" + (Jc2 +1)' ;
o) P(e)= (e +x 1) (¢ = x—2]"" -1;
este divizibil prin x> +x+1?
13. Pentru ce valori ale lui m €R polinomul:
Plx)=(x-1) -x" +1;
by P)= (e + 1] +(x* +1} +1;
o) P(x)=(x* + xzr +x7 3
este divizibil prin x* —x+1?
14. Pentru ce valori ale lui m <R polinomut:
a) P(x)= (e +1)"" = (m - 2)x™*2;
b) P(c)= (o + 117" 4 (m + 212
¢) P{x)= (e +1f™ + G -2
se divid prin x* + x +1 oricare ar i neN?

15. Pentru ce valori ale lui m e R polinomut:
P(x)=(x 1) + (m+3p™";

b) P(x)=(x—1)"" + (m+ 1x 1" + 52 -5
) P(x)=mlx—-1)"* - x*;
este divizibil prin x* —x +1 oricare ar fi neN?

16. S se arate ci urmitoarele polinoame:
a) P(x)=x'-x*-dx’ —x+4;
b) P(x)}=x" - 5% +2x* ~2x+1;
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	[image: image112.png]) P(x)=x° —x* +3x* = 3%° +3x? ~5x+1;
nu au ridacini negative.

17. Un polinom imparit cu x -1, x +1, x + 4 d4 restu-rile
15, 7, -80. Sa se afle restul impartirii polinomului prin
(x—lXx +1)fx+4).

18. Un polinom impartit cu x—1,x -2, x —3d4 restu-rile
2, 3, i 4. Sa se afle restul impérfirii polinomului prin
(x—Dx-2)x-3).

19. Un polinom impartit cu x -1, x~ 3, x +1da resturile -
2, 0, 12. S3 se afle restul impartirii polinomului prin
(e—=1)c-3)x+ 1).

20. Un polinom Impérjit cu x—1, x +1, x ~ 2 da restu-rile
2, 6, 3. Sa se afle restul imparfirii polinomului prin
(e=1)(c+1)x -2).

21. Fie P(x) un polinom cu proprietatea:

(x+1P(x)+ (x—)P(x +3)=4x+6(v) xR

S se afle restul fmpartirii polinomului prin (x - 1)(x —2).

22. Fie P(x) un polinom cu proprietatea:

P+ 1)+ (x+2)P(x+3)=2x+10 (V)xeR

S se afle restul impértirii polinomului prin (x —3)x +1).

23. Se considerd polinomul P(x)=x"® +x*

+x!% 42,
S se giseasca restul impartirii acestui polinom prin Jc(x2 - l).
24. Sa se determine doua polinoame P(x) si Qfx) de
gradul ntii astfel incat sa avem:
()c2 +x+ 1)- ]’(x)—(x2 X+ 1)-Q(x)= =2.

25. Sa se determine doud polinoame P(x) i Q(x) de
gradul intai astfel incat si avem:
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—(& +x 1) P() =[x +1) Q) =2-(* - 2* +1).

26. Sa se determine un polinom P(x) de gradul al doilea si
altul Q(x) de gradul intéi astfel incét s& avem:

(x=1)-P(x)+(x*+1)-Q(x) = 2% -2.

27. Si se determine polinoamele de gradul al treilea care
se divid cu x+1, iar resturile impartirii polinomului cu
x—-2,x—3,x—4 sunt egale.

28. Sa se gaseascd polinoamele P(x) cu coeficientii reali
care satisfac egalitatea:

(x+1)-P(x)=(x~2)-P(x+1) (v)xeR.

29. Sa se rezolve ecuatiile:

a) X’ —7x’ +14x-8=0 x*—14x7 +56x~64=0
b) & -3x +x+1=0 300 432 43x+2=0
¢) x' -2x*~x+2=0 x*-dx® +6x7 ~5x+2=0
d) x*+x°-x-1=0 2x' +x’ —xP-x=1=0
stiind c& aceste ecuajii au radcini comune.

30. Sase determine a <R si s se rezolve ecuaiile:

a) x®—(a+1)x+2=0 Craxt+x-4=0
b) ¥ +{a+1x* +x-4=0 P+ax’+a-3=0
¢) ¥ —ax*~x-2=0 X +ax—10=0

e+’ +x-1=0  x'-x+({@+3x-1=0
&) X’ +ax’-x-2=0 x 430 + (a1 +3x+a=0
Hx+la-1~x+a-3=0;x"+2x"—ax—-1=0
stitnd ¢a admit o radicind comuna.
31. Sise determine @ € R si s se rezolve ecuatiile:
)X +2x —ax—2=0 2 =2xt—-x+a+1=0
b) x* +2x* —x-a=0 ¥ =2x*~x+a=0
¢) ¥ +x" +{a+l)x-1=0  x*+3c +3x+a+3=0
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	[image: image113.png]X +3% +(a+1x-3=0 x*+x’+a=0
stiind ¢4 admit doua radacini comune.
32. Sisedetermine a, b < R i s serezolve ecuatiile:
a) x*+2x  ~bx—a=0 X =2x*-bx+a=0
b) x4+ (h-3W  ~Tx +2a =0 X =62 +(3a+2)x-2b=0
©) x*~3x° +3x% ~(a+5)x+2=0 x' - +ax —x+1=0
G+ a1 -2 45120 x* 4207 +2x} +bx-a=0
stiind c4 admit dous radicini comune.
33. S se rezolve ecuatiile urmatoare:
a) ' —(a+3p° +(3a+ 20— 24=0;
b) X’ +(4-ak’ +(3-4a)x-3a=0;
&) X +a-2 ~ o+ 1)x* +2—ak +2a=0;
O 2 +a+rlh —(a+ ) +4a~1+da=0;
stiind i admit ridacini independente de a.
34. 84 se rezolve ecuatiile urmitoare:
&) x' = Qa+1)¢ +{a+1fx - (@ +a+1l+a=0;
b) x‘+(2a+1)x’+(a+1)2x2+(a2+a+l)x+a=0
¢) x* —(3a+2p? +(211z + 641)::—411Z =0;
4 X —(a+2)x* +2(a—412)x+4a2 =0
stiind ¢4 admit ridacini independente de a.
35. Sa se rezolve ecuatiile urmitoare:
a) x* —{(a+b+3)° +(Ba+3b+ab+ 2’ -
—(2a+2b+3ab)x+2ab=0;
b) x* —(a+5+2) +(2a+2b +ab+ 1)’ -
-(a+b+2ab)x+2ab=0;
o) ¥ +(a+bp +(ab -1 —(a+ bl —ab=0;
@ x* +(a—b) + (1-abl? +(a~ by —ab=0;
stiind ca admit ridéicini independente de 4 gi b.
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36. Sa se rezolve ecuatiile:
a) X’ ~2x*~13x~10=0  b) 2*+x’-14x-24=0
¢) ¥’ —6x" +11x—6=0 d) ¥®+2x°~5x-5=0
X +x’ =Tt ~x+6=0 f) x*+4x’-x*-16x-12=0
stiind ci admit radacini intregi.

37. Saserezolve ecuatiile:

a) 22" —9x* + Tx +6=0 b) 3%’ +14x* +13x~6=0

€) 2x* =x? —2x+1=0 &) 2x* +11x° +16x% +x~6=0
€) 2x' —x*=3x +x+1=0 ) 3x' 195 +39x° —29x+6=0
stiind ca admit ridacini intregi si fractionare.

38. Si se determine a R gi si se rezolve ecuatiile:

a) X’ +axt—x-3=0

by’ =3’ +(a~2)x+a=0

o) x’ —ax’ +(4a+6)x~80=0

d) +ax’ ~25x+a=0

o) x' 2’ —ax* +2x+a=0

) x*~2a¢* +35x% ~10ax +24=0

g2 x* -’ ~4x* +16x+a-4=0

stiind ¢& au radacinile in progresie aritmetic.

39. Sisedetermine a R si s se rezolve ecua@ule:

a) X’ —(a+3k’ +(B3a+9x-27=0;

b) ¥*+3x? —{a+3x-3a+1=0;

) ¥ -9x* +18x-a+1=0;

dy ax® +7x* = 21x-27=0;

e) x' ~axr’ +70x" —120x +64=0;

) x*—dax’ + 4da -1 -12(a + 2 +27=0;
2) 8x* +10x" —(a +10p° —5x+2=0;

stiind ¢4 admit radécinile in progresie geometrica.

40. Sise determine a R i s4 se rezolve ecuatiile de mai
jos, stiind ¢a intre radicinile x,,x,,x; ale acestora existd
relatiile:
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	[image: image114.png]a) X+ 20 +ax—6=0 X=X X

by ¥’ +2x* -5x+a=0 2% +x,=0;
©) X ~6x" +llx+a=0 X+ X, =Xy
d) 2 - 9%’ +ax +6=0 xx, +1=0
e) 22 +ax* ~2x+1=0 2xy, + 4, =03

£ 22 +2x7 +ax+10=0  3x +x,+x,=0.

41. Si se determine a R si 3 se rezolve ecuatiile de mai
jos, stiind ¢a fntre rddicinile x,,Xx,,x, ale acestora existd
relatiile:

a) ' +x~ax+3=0 X =x,;

b) x* —10x* +(a+2)x~18=0 X —x=2;

Q) x*=2x" —2x+a=0 =%

d) x*~12x" +ax-24=0 % =2-(x,+x);
e) X’ +ax’ —-5x-6=0 X+ X+ x =208
f) X+’ +11x-6=0 ) X +x)+xf =98,

g 2 +ax-2=0 X+ x +x) =32,

42.  Se considerd ecuafia: x’—x'+ar-1=0. S se
determine a e R astfel incat radicinile x,, x,, x; ale ecuatiei sd
avem relatia:
a)xl+x1—x1:;, b) x,-2x,+x=
ey ¥} +xi+xi=5;

L
3’
&) x +x + x5 =10;
) +xitxt=xd+d+x D i +xlexl=xn +x) s
g) X +xytx=x +x 4y h) X Hxy +xy =5,

43. Se considera ecuatia:

% -9x* +(8a-1)x-15=0, acR,

avand radacinile x,, x,, x;.

S4 se arate ¢ urmitoarele afirmatii sunt echivalente:
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a) x +x,+l=x,;
b) ridicinile ecuatiel x,, x,, x; sunt in progresie aritmetici.

44. Se considera ecuafia: X’ ~ax’+llx-a=0, cu
radacinile x,, x,, x,. S4 se arate ci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) X +x, =x,;
b) radicinile ecuatiei x,, x,, x, sunt in progresie aritmetic.

45. Se considerd ecuatia:x’ +x’+x+a=0, acR cu
radacinile x,,x,,x;. S4 se arate ci oricare ar fi a€R, intre
radicinile ecuafiei exista relatiile:
a) X +x,+x, =x +x) =x;

b) 2(xf x4+ xi) (x| x4 xl)
©) X} +x;+x;=-1.

3:

46. Sa se arate ¢4 intre rdddcinile x;, x,, x, ale ecuatiilor
wrmdtoare existd relafia indicata:
a) x° - ax’ +(a2 +1)x+a—1 =0 curelajia
X xg+x] +x|x, +X1X3 FXE XX X X% =03
b) " —(a+1)x* +(1—a)x—1=0 curelajia
Xy Xy Xy XX F XX+ XX = 2XX55
¢) ax’—x* +ax—a’ =0 curelatia
(x, X, + Xy )x,x2x3 =X X, + X, X3 + XpXy 5
d) x*+ (a2 - l):c2 +a’x-a-1=0 curelatia
X+ Xy X+ XX, XN+ X0 =1
47. Se considerd ecuaia: x*~2x*+2x-1=0, avind
radicinile x, x,, x, . Sa se calculeze:
a) x} +x7 + x5 b) X% +x + x5 o) xf+x2‘+x3‘;

d) X +x5+x3; e) xf+xf +x}; f) 2% +x"+x%;
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48. Se considerd ecuatia: x'+x +x+1=0, avind
radacinile x,, x,, x; . Sa se caleuleze valorile expresiilor:

4 4 4
X —2+x2-—2+x3—2A

ay E= 5
) x4l x4l x4+l

.
XA +2 xEx+2 xjx+2

by E=
) x5 -x+2 x5

¢)E=

H
% +2 X -x+2

5
nrn+l Hex+l xaxel

5 5 5 ’
x-x+1 x-x+l xg-x+l

d)E=

+x§+2x;+x;+x3+l
5
X —x,+1

4 3 5 4 3
X +2x) +x] +x+l 7+ 2 +xntxn
x5 - +1 x; =%, +1

49. S4 se determine a e R si sa se rezolve ecuatiile de mai
jos, stiind ca intre radacinile x,, x,, x,, x, ale acestor ecuafii

existd relatiile:

A xt++a’ —x+6=0

b) 5t +4x’ —xr +ax—-12=0

¢) x* —15x° +70x" —120x +a=0

d) x* =7 +17x* +ax +6=0

€) 3x! —19x° + ax® —29x+6=0

f) x*—15x"+70x" ~(2a-8)x+64=0
g 2x' —x* -3x +ax+1=0
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X, +x,=0;

X=X K X
X4 x, + X 1=
HAx+xn=x+1;
x-x=1;

X +x,=3;

2% +x,=0.

50. Si se determnine a € R i si se rezolve ecuatiile de mai
jos, stiind ca intre radacinile x, x,, x;,x, ale acestor ecuafii
exista relatiile:

a) ¥ +8x  +23x —ax +12=0

b) x* = 125" + (g + 45 - 725 +36 =0
©) x' —15x* + 70x* — (@ +100)x + 64 =0
d) x* -5 +5x* +ax-6=0

X, + Xy = XXy 5
X =Xy h X XS
X=Xy Xy Xy )
xf+x22 Ax32+x42.
51. Sa se determine a,b e R §i 53 se rezolve ecuatiile de
mai jos, stiind ci intre radacinile x;,x,,x,,x, ale acestor
ecuafii exista relatiile:
a) x'-8x" +ax® ~22x+b=0
by 2x* —x° 3% +ax +5=0 2o, +x, = 0,0, +x, =0;
o) x' +ax® —5x  +bx+4=0
d) 2x* —x* 35’ +ax+b=0

X +x,=3x-x=3;

X +x,=0,x+x=0;
xx,=Lx=x,.
52. Sa se rezolve ecuatia: x*+4x’+2x* —dx-a=0,

unde & este un parametru real §i s3 se afle valorile lui  pentru
care ecuatia are toate radacinile reale.

53. S se determine a,b € R i s se rezolve ecuatiile de
mai jos, stiind ca admit radacinile indicate in dreptul fiecireia:
a) x' ~(a@+ 2 - 25  +hx +1=0 x=2-43;
by x* +ax® —4x* ~4x+5=0 x=1+\5;
©) x' =5x° +6x" +ax+b=0 x=1+/3;

d) x* ~dx' —4xX’ +ax’ +5x+b=0 x=2-45.

54. Si se determine a,b <R §i sd se rezolve ecuatiile de

mai jos, stiind c3 admit radicinile indicate in dreptul fiecareia:

a) x' -3t rax® -+ 2 +2=0 x=1-1i;
b) 2 —7x° +19x  +ax + b =0 E x=2+i;
ey X’ —6x* +13x" +ax’ —6x+b=0 x=3-2;
d) 2 -8x* +14x° + ax? ~bx +34=0 x=4-i.
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	[image: image116.png]55. Sise determine a, b e R astfel incat ecuafia:
2) x' 45X +9x +ax +bh=0;
b) ' - -3 +ax+b=0;
©) ¥ +6x* +12x% +ax +b=0;
d) x* +7x* +19x° +26x* +ax+b=0;
54 aiba o radacind tripla.

56. Sa se arate ca ecuatia:
a) x3—-mx2+(m’+l)x+1=0;
b) % —(m+ 1t + (4 m+ 1 +1=0;
) x3—(m—l)x’+(m’—m+1)x+3=0;
d) x* +mx +(mZ +4)x2 +4x-5m=0;
&) X' +@m+1)e +{2m? + 2m+ 5p —x +m=0;
nu poate avea toate radacinile reale.

57. Si se rezolve ecuatia ax® +bx* +ex+d =90, stiind ¢
a,b,c,d e R suntin progresie geometrica de rafie 7.

58. Fie ccuafia x* +ax’ +hx+c=0, a,b,ceR, b <0cu
radacinile x,, x,, x, . Sa se arate ¢&: x7 +x3 +x} 2 a’.

59. Daca radicinile polinomului cu coeficienti complecsi

P(x)=x" +ax® +bx -1 auacelasi modul, amunci a—HeR.

60. Se considerd ecuaia: x’~x’+a=0. S& se arate ci
daca x, <0, x, >0, x; >0, atunci are loc relagia:

Jl=x = Jl-x, +/1-x, .
61. Se considerd ecuatia: x° +ax® +bx+c=0, a,b,ceC.
Sa se arate ci dacd x, x,,x, sunt riddcinile ecuatiei, astfel
incht x| <L, |x,|<2, |x|<3, atunci are loc relagia:
|al+[p| +]c] <23.
62. Fieecuatia: ax® + x* ~ax+1=0,unde ac C-R.
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S se arate ca ecuatia nu are nici o radécind reala.

63. Si se arate c daci ecuatiile:

CAax’ +bx+1=0 X +ex’+dv+1=0,
unde a,b,¢,deR, au o radicind dubld comuni, atunci ele au
toate radacinile comune.

64. Si se discute si sa se rezolve ecuatiile:
ay X +mt +mx+1=0; :
by mx® +2x7 + 2x+m=0;
¢) -1 +x* +x+m—1=0;

d) mx® +{m+ 1 +(m+x+m=0;
&) mx’ +(m~th* +(m-Ux+m=0
) (m+1 +(m-2) +(m-2p+m+1=0, meR.
65. Si se discute si sa se rezolve ecuatiile:
a) x* —(m+ )’ +m—1=0;
b) x' —(m+ 2t —m=0;
) x' ~(m-1* +m+2=0;
d) x* —(2m+3)* +2m-3=0, meR.
66, Si se rezolve gi si se discute ecuatiile:
a) x* —(m+ 2 + 2m+ 1? — (m+ 2 +1=0;
by x* — (2m+ 1 + 2(m + 16 ~2m+ L +1=0;
c) x‘+(2—m2)x’+2(1—m’}x’+(2—m’)x+l=0;
d) x*+x°+mx’ +x+1=0, meR.
67. Sa se rezolve si s3 se discute ecuatiile:
a) ¥ —(a+4)’ +Q2a+5K+a’—a-2=0;
b) ¥’ —ax* +a* ~2a+1=0;
c) x' —x* +2ax~a =0;
d) x* +x*-2x* +3ax -0’ = 0;
) x* —4x’ +(2a+3)x’ —dax+a’ =0, meR.
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	[image: image117.png]22. INELUL CLASELOR DE RESTURI Z,

1. S se arate ¢d polinoamele sunt ireductibile in Z, :
a) fex’+x+]l b) f=x+x+l o) f=x'+x+]
@ f=x+x2+le) f=x'+x?4] ) Fx4x' +x +x+1.
2. S4 se arate ci urmitoarele polinoamele sunt ireductibile
in Z,:
a) f=x*+1 b) f=xt+2x+d o) f=xt+l
& f=x'+dx+d ) f=2x"+x+]l B f=2C+x+1.
3. Si se arate ci unmétoarele polinoamele sunt ireductibile
in Z,:
a) f=x'+1 b) f=x+x+] o) f=2x"+2x+1
d) f=x+x+1 e) fexP+x+d O f=xS+x+l.
4. Si se arate ¢ urmitoarele polinoamele:
a) f=x*+1 b) f=¥+1 o) f=x*+1
d) f=x"+1 e f=x*+l B f=x+1.
sunt reductibile in Z, i sd se descompuni in factori ireduc-
tibili.

5. Sa se arate ca urmitoarele polinoamele:

a) f=x>+3x+1 b) f=x*+3x+3
o) fexd+x’+x+]1 & f=xP+2+x+2
e) f=x’+x+1 B f=x'+x¥ +xi+x+2.
sunt reductibile In Z; si & se descompuna in factori ireduc- -
tibili.
6. Si se arate ¢4 urmatoarele polinoamele:
a) f=2x"+x+1 b) f=xltx+l
¢ f=xP+xt+x+l O fe+3Px+3
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e) f=x"+2x +x+2 f) f=x'+x’+x?+2x+1.
sunt reductibile in Z, si si se descompund in factori
ireductibiii.

7. 84 se rezolve in Z, ecuatiile:

a) X +x=0 b) ¥ +1=0 o) P+i=0

d) ¥ +x+1=0 & X +xt+x+1=0 B2 +1=0.
8. Sa serezolve in Z, ecuatiile:

A e +x+i=0 b) Pex+i=0 o) ¥ +2=0

d) ¥ +x+2=0 ¢) x*+x+1=0 Hxt+x+1=0

9. 84 se rezolve in Z, ecuatiile:

a) x> +5=0 b) X +6=0 ¢y x*+5=0

d) X 42x+6=0 e ¥ +x*+3=0 ) x' +x2+1=0.
10. 84 se rezolve in Z,, ecuatiile:

Q) X 4x+2=0 b)x+Tx+i=0 o) x2+8=0

&) P+ +8=0 o) x*+x+3=0 Dx'+xl+x+3=0.
11. Cu ajutorul schemei lui Homer s4 se afle catul si restul

impartirii polinoamelor:

a) £ =2 +3x +4x° 417 + 3x 41 g=x+2 i Z,
b) f=6x* +2x +4x? +5x +1; g=x+6in z,
Q) f=2x 42+’ +3 +x+1; g=x+im Z,
d) f=dx+2 4380+ x+2; g=x+21in 2,
¢) £ =102 +9x +3x2 +3x 46, g=x+dm Z,

B f=6x"+dx* 432 +5x2 +7x+1; g=x+3in Z,.
12. Si se afle catul si restul impdrtirii polinoamelor:
a) P=x'+x* +x+i; Q=x"+11nZ,

b) P=dx 4+ +2x?+x+i;: Q=3x+x+lmn Z,
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	[image: image118.png]) P=x®+3 4+ +x+2; Q=x*+2x+2in Z,

) P=3x'+3C+dx +x+3; Q=3x*+3x+Am Z,
Q=X +ix"+3in Z,
f) P=6x'+2x’+5x° +dx+1; Q=5x'+3x+4n Z,.

&) P=x'+x"+3x+3;

13. S4 se determine a € Z; astfel incét polinomul:

a) P=3x +ax’ +x+1 s se divida prin x+2 in Z,
b) P=x’+x* +ax+2 si se divida prin x+1 in Z,
&) P=x*+ac +ax* +1 s4 se divida prin x--1 in Z,
d) P=x"+ax’ +3x+1 s se dividd prin x+2 in Z,
€) P=x"+3x* +ax® +1 s se divida prin x+2 in Z,.
14. Sa se determine a e Z, astfel incét polinomul:
a) P=x*+X +ax? +1 s se divida prin x+1 in Z,
b) P=x"+ax’+a s se dividd prin x+2 in Z,
¢) P=x+ax* +x’ +1 s& se divida prin x+3 in Z,
d) P=2x"+ax’ + 2x+1 si se dividd prin x+2 in Z,
€) P=x"+ax' +2x+1 s4 se divida prin x+3 Z,.

15. Si se determine ae Zs astfel incat polinomul:

©) P=x*+3x° +3x% + ax + b s se divida prinx® +3x + 2in Z,
d) P=x*+x* +ax’ +bx+1 sise dividdprin x* +1 in Z,
e) P=x'+x"+x? +ax+b sisedividiprin x> +x+4 in Z.

17. Sa se determine ¢.m.m.d.c. al polinoamelor:

a) P=x’+x +x+1; 0=x*+1in 2,

b) P=x+3; Q=x'+2r+x+2in Z,
¢) P=x*+2x+1; 0=3+1mz,

dy P=x'+x"+2x43; Q=x"+x+1n Z,

&) P=x'+l; O=x+x+lin Z,

f)y P=x*+4; O=x'+4inZ,

Q) P=x'+x’+357 1 x41; Q=X+ +x+3 in Z,.

18. S se determine ac Z, astfel incit ecuatiile urmatoare
s aiba radacini comune in Z, :

a) x*+x+a=0; I +x+ra=0;
by P +ax+l=0 35 +x+a=0;
o) X +x+ta=0; W rar+l=0;
&) FPrx+a=0 S P tx+a=0;
e) ¥ +ax+1=0 X +x+a=0.

a) P=x'+4 +a’ +1
b) P=x +3x* +ax’ +a
©) P=xtax’ +4x* +1
d) P=dy’ 1oy +3x+1

&) P=x"+ax' +dx+3

sé se dividi prin x +11n Z
s se divida prin x+2 in Z
sd se divida prin x +3in Z,

s se divida prin x+3 in Z,

sa se divida prin x +3m Z,.

19. Sa se determine aeZs astfel incat ecuatiile urmitoare
s aiba radacini comune in Z, :

a) ¥+x+ta+l=0;
by x> +3x+a=0
o) ¥ +arl +x+a=0;

Sxttx+a=0;
Prax+3=0;

¥+ ra=0;

16. S4 se determine a, b € Zs astfel incét polinomul:
a) P=3x+ax’ +3x+b sasedividiprin x> +2x+1 in Z,
b) P=x’+ax’ +bx+2 sisedividiprin ¥ +4 1n Z,
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&) X +3x+a+i=0 et rx+a=0;
&) X’ +3x +3x+a=0 P raxt +ar+i=0.

20, 83 se rezolve in Z, sistemele:
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	[image: image119.png]x+iy=i x+y=6 x+y=i 24, S3 se rezolve in Z, sistemele:
N . b) s R ¢} 3. . . N N . A
3x+y=1 ) 2x+y=1 ) x+3y=1 Srty+z=d x+y+dz=4 x+3y+z=2
3xey=1 x+3y=3 x+2y=1 a) X+2y+32'1 b) 3x+ty+z=6 ¢ {3x+2p+z=1
R e)q. . )3, 4 R N N ~ » ~ ~ a
x+y=1 x+y= 3x+2y=2 Xty+z= x+2y+3z=2 | |2x+3y+4z=3
21. S se rezolve in Z, sistemele dxiytz= Sx+3y+z=3 x+2y+3z=5
ix+y=0 Sx+3y=3 x+y=3 & Jx+3y+32=6 ) dx+y+3z=3 0 {Ix+y+z=3.
x+2y=0 x+y=3 o §x+y=() x+y+dz=i §x+y+ftz=2l x+y+z=1
X+y= i o x+y= 3 9 3x+42 y =3 25, Sa se calculeze valoarea determinantilor:
dx+dy=3 x+2y=1 x+3y=1 3 1 2 i 4 313
b 5 ilmz, vl 3 3s 65 i
22. Sa se rezolve in Z, sistemele: HP 2 0z b 33z, 9P 2 1z,
N R N 1 3 4 2 11 13 0
x+y+z=0 x+y+z=1 x+y+z=0 . A A
Ao A - A A 3 1 2
x+y+2z=1 b){x+2y+z=2 c}q2x+y+z= sl % 1 % 8 } %
N . s i padsod dy4 3 3linZ, ¢5 4 3inZ, HS5 7 4inZ,.
= = z= PP P PN
2x+y+z=1 2x+3y+z x+2y+ 2 ¢ 4 i34 15 4
+3p+z=0 Sxdyrz=1 x+y+2z=0
f rre . * Ay z N y 5 26. S se calculeze rangul urmatoarelor matrice:
2x+y-):z=% €} x+2y+:z={ ) f+2{)+z=—h P50 i3 5.3 5
x+y+2z=0 x+y+2z=1 2x+2y+z=0 a2 3 3linz, )3 4 3|inZc)|5 7 4|inZn
56 4 isa i23

23, Sase rezolve in Z sistemele'

x+y+z— x+y+Zz §x+y+z=§ 27. Se dau matricele urmitoare cu elementele in Z, :
x+3y+z=0 B {3xey+z=2 o) {x+dy+z=4 io ii ii
4 ) yrz=2 9 A DA=|. | baA=|, .| ‘9A=|, .
3x+y+2z=1 x+y+3z—2 x+y+2z=0 00 0 0 11
z=1 01 ii 16
x+y+z~1 x+y+z= i Ix+y+z lA d)A=[, A} o A:[} 1] ’t)A:[} (3}
x+2y+z 3 e 2x+y+z= ) x+3y+z=0, 10 10 11
Sx+y+z=2 x+3y+z=3 x+y+iz= Sase calculeze A", neN*,n22."
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	[image: image120.png]28. Se dau matricele urmdatoare cu elementele in Z, :

a) A=

d) A=

0

0 0

P b) A=
10 1
id i
A(A) ) A=[,
0 2 i

— Dy = O
f=d
»>
[l

o

Sa se calculeze A", neN*, nz2.

29.

a) A=

d) A=

Se dau matricele urmitoare cu elementele in Z,

90 ya-
20 1
30 i
201 g A=
b3 [1

0

) (i i]
c)A=|, ,
11

— O
o
>
i
—
Gr =
> b
Nadihaed

Sa se calculeze A", neN* n22.

30.

a) A=

d) A=

Sise calculeze A", neN*n22.

31.

a) A=

d A=

Se dau matricele urmatoare cu elementele in Z; :

6 3
921 pya-
30
i3
P2 g a-
0 3

Se dau matticele urmatoare cu elementele in Zg:

=3

b) A=

@

e) A=

PRI
S

[T

ws

o s (e

0 ii
o easll !
4 11
0 i0
o pa. U]
1 4 1

ol
) aadil)
3 ii
3 b3
? A=,

1 30

Sa se calculeze A", neN*, n22.
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32. Se dau matricele urmatoare cu elementele pe rand in

Z,,2,2,7,Z,:

6001
a) A={0 1 0
iod
iio
d Aa={0 1 1
6 6 i

Si se calculeze

33. Se dau matricele unmdtoare cu elementele In Z,:

013
a) A=[0 0 1
66 3

b) A=

e) A=

o>

c) A=

)
J "

—_ o
S e O
o

o o =y
O =
(RIS

[ERSRTVR

o @

— oy

S s =

A", neN* n22, pentru fiecare caz.

b) A=

> =y
[T
S = L

c) A=

=8
=

S

> o O

S3 se calculeze A", ne N* n22, pentru fiecare caz.
33. Sa se determine matricea AeMy(Z;) astfel incét:

X i
a) A’=],

d A'=

34. Sa se discute si 53 se rezolve in Z,, Z, sistemele:
i

by= =3 =i
S R Y
x+ty=2 2x+y=1 2x+ay=1
ax+ =i ax + =i X+ :i
d) r ) r- f) @v=
x+y=1 x+y=1 x+y=1

A 9AT=|
2 0 2
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	[image: image121.png]unde g¢ Zs, respectiv ae Zy . i6 6
35, S se rezolve si sa se discute in Zs sistemele: A= 1 b
Sx+dy=3 bx+3y=3 +3y=4 o6
a){ x+?y 3 - {ax+ yA 9 {x y : 0 6 1
= = 3y=
av+dy=2 ¥+y=3 ey 39. Se consideri matricea A € My(Zs): -
unde ae Zs. PR A oA I
) A= 11 33 : 32
36. Si se rezolve si 54 se discute in Z; sistemele: a) A= . . b A= A=l |
. N N N 4 4 22 £
ax+y+z=3 x+y+2z=4 2x+y+az=3

" > ¥ . X . S id
@) dx+dy+z=0  b) Pdxaaprz=3 o {x+dyrz=i §1mamceaB—A+Iz,undeIz=( )

dx+ y+iz =1 x+ y+§z =3 x+y+§z =0 ) 83 se calculeze in fiecare caz in parte A%

s yaze reysar=i Setaytz=i b) Sa se calculeze in fiecare caz in parte B,

o ax+2y+z:§ o §x+y+2=§ 5 x+§y+z=6 i 40. Se considerd matricele A, BeMu(Zs):
Sxiyiz=d  |xadyrar=d |xrapedz=d am{? ?J,B{? §] b)A{? iJ’B{i i}
) i i} Pi

37. Se considerd in Z; matricea: -
a) Si se arate in fiecare caz in parte ca A-B=B-A;

2 Az[} 2] b) A=(} ?] 9 A=[1 S)J & A:[} (13] b) 54 se arate in fiecare caz in parte ci este adevarati ega-
1

6 i ii 3 litatea: (A + B)" = A"+ B”, pentru orice € N, n 2 2.
Si se determine cel mai mic numir patural & astfel incét 41. Se considerd matricele A, B € M3(Z):
Akz[i ?}, A i f
01 aA=1 4 1, B=[i i
38. Se considera in Z, matricea: il iiil
011 il 00 i PO .
6o il w 6 ) azlo i 5 03 3 111
ayA=|0 0 1 A= c) A= PP PPN
) A={0 0 1] Ba=011 ba={3 6 3|, B=/111
0090 0 01t 100 J IR
330 111

Si se determine cel mai mic numdr patural & astfel fncat
a) S se arate in tiecare caz in parte ca A-B = B-A;
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	[image: image122.png]b) Sa se arate in fiecare caz in parte ci (A + B)’ = A"+ B,
pentru orice neN, n 2 2.

42. Se considers matricele A, BeM;(Zg):

iii iifi 011
pA=10 0 0| byA={2 3 2| o) A=[6 & 1},
660 333 600
ido
5imatn'ceaB=A+l3,undeIS=(A) id
001
Si se calculeze in fiecare caz in parte B".
43, Se consideri in Zg matricele
iii 160
A=|2 3 3,1,=10 1 0|siB=A+1.
533 001

a) S3 se determine rangu] matricelor A si B si apoi Azl;
b) S se arate ci B este inversabild si s4 se calculeze B™;
¢) S4 se arate ci B=1; si s se calculeze B".

44. Se considerz in Z; matricele

i
0

0

B=A+Nsi C=3A+L,.
a) $4 se calculeze A®, B 5i C%; .
b) $a se arate ci B, C sunt inversabile gi si se calculeze B,
cy
¢) Sa se calculeze A", B", C".
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o
=3

o> =

A= L=

o o
o = O
o

S o
—_ o

RASPUNSURI
1. NUMERE REALE"

1. a) Impunem conditiacaneNsin+le {1,2,3, 6}.
c) RS 1+—4- i se procedeazi ca la a).
n+1 n+l

6n+14 5
=3+ .
2n+3 2n+3

2
w8 _mnrD42:00 4 g ctie reductibila
n-n+6 nn-1)+6
cu 2 deoarece n(n+1) i n(n—1) se divid cu 2.

9.5) 1-342-3+3-3+..+100-3 _
1-4+2-4+3-44100-4
_3-(0+2+3..4100) 3

T4 (1+2+3.+100) 4

)

7. a)

1L b) Vil +5=m=mt —n’ =5=(m-n)m+n)=5 de
undem+n=5m~-n=1=m=3,n=2 Deci n=2.

12. Se afld n pentru care +/r’ +23 este rational.

13. a) Numerele de forma 5#+2 au ultima cifrd 2
saut 7 si deci nu pot fi pitrate perfecte.

14. De exemplu numerele de forma \/5n+2,n¢N.
15. a) Pentru #=10k+1 avem: #* +n+1=3+
+10- (lOk + 3) , are ultima ¢ifrd 3 si nu este patrat perfect.
17. a) Presupunem prin absurd ci Jxe 0= Jx = 2 s
q

2

unde p,geZ. Atunci x =%~e Q, ceea ce este fals.
q
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	[image: image123.png]20. Fie a=2p+1,b=2q+1=>a*+bh" =(2p+1)° +
+(2g+1Y =4-(p* +q* + p+¢q)+2=M442 si atunci rezultd
ci &’ +b se divide cu 2 §i nu se divide cu 4. Presupunem
prin absurd cd NS =% si La fractie ireductibila.
(@ +b*)-n’ =m* = m=2m,. Atunci n(a’ +b%)-n* =dm], de

unde »=2n, si fractia 2 este reductibil.
n

Xz . .
21. y=——=xy+yz—xz =0 si atunci avem:
x+z

Jiay + =[P ry a2yt yz-xz) =

=J(x~y+z) =x-y+zeQ.
31.a) 3+ VB +15 +424 +4/35 <
<E+0 + 16 +25 +36 =243 +4+5+6=20

38. a) Se arata ca: (J3+\/§+\/3-\/§)1 =8.

39. Se ridica succesiv la puterea a doua.

42.0) X+ 4y —dxy +9 + P+ y -~ 2x + 1=

= Jx =2y 49+ Jx =12 + v 29 =3.

43. Aplicind inegalitatea Minkovski obtinem:
\/x +(x+1) +\/y +(y+1) 2 \/(x+y) (xr1+y+1) =

=Jz(x+y+1 F12242.
45. J10+x-y-10-x+y=8=>x-y=16.

46. Se rationalizeazi numitorii fractiilor.

47. Se aplica formula: &k +1+ 24k = ( k+1)
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48, 4+2\/§=(\/§+1)2;8+2\/E=(~/§+\/§)2;‘"

49, —]{—’%S% pentru orice ke N, k22
+
ab ¢ ¢ ¢
58, q+b=-—=>——=———=——— si analoagele.

c a+b ab abc
62.a) N, =2 =(2")’ =2048"; N, = 9" =3%
>3% = (3" =2187 = N, <N,.
d) N, =50 = (55 =15625% > 15552% = (2:7776)" =
:(2'65 25 225 6‘25 2 88 6125 > 2 65 6[25 > 6133 N

66. 5-x—4I-x :(2-\/14) si
2
2-x-231-x =(1-1=x) .
68. Se demonstreazi prin dubli incluziune.

73. 2) Searaticd n< Jn(n+1) <n+1:[,/n(n+l)]=n.

74. Se demonstreazi mai intéi inegalitatea:

2:(Jnel-n) < T<2(J— Jn=1)

Se aplica inegalitatea pentru 2, 3,... ,100, se adund membru cu
membru §i s¢ obtine inegalitatea

2-(+101 - f) 5+ \/_<2-(\/ﬁ—ﬁ)
77, Avem k< Jk(k+D) <k +1=] k(k+l)]=k‘
78. b 1<\E<\/2+\/§<\/§3=2:{ 2+J§}=

2+3-1.
83. ) {fu(n+ D} = Jn(n+D —[Jn(n+1)] = Jnn D) -n.
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	[image: image124.png]b) Dack n=0=> {Vn+1-Ja}={1} =0
Daca n21:0<m—ﬁ<13{m—ﬁ}=m—
~Jn.

85, a) [x]<x<[x]+1[x]+k stk <[x]+k+1>
= x+k]=[x]+k
b) {x+k}=x+k-[x+k]=x+k~[x]-k=x-[x]={x}

87. x=[xfr{xh v =[y)+{y} = x-y =[] [}
+{x} -{y}. Evident {x}={y} > x-yeZ.

88. Fie x,ye R-Z astfel incat x+ye Z. Atunci:
xry=[zl+[j+{+ ez e {+{leze
& {x}+{y} =1, deoarece {x},{y}(0,1).

89.2) x=[x]+a, y={y}+ funde o, f 0,1} =
x+y=[x]+[y]+a+p2[x]+[y]= [+ y]2[#]+[)]
si [x+ yl=[x]+[p]+{a + B]<[x]+[v]+1.
b) x={x]+e, y=[y]+ punde e, B[O )= 1y =
=]+ a) (1 B) =[] D+e D]+ 8 1] ra-p2
2[sHyl=[w]2l] (5]

90. Fie x=[x}+a,y=[y]+# unde a.pe[0,1). Atunci

avem: 2x=2-[x]+2a si x+%=[x]+a+%

i se considera cele doudi cazuri: @ € [0,%), ae [%, l]

demonstrandu-se relafia in fiecare caz in parte.
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2. ELEMENTE DE LOGICA
MATEMATICA. INDUCTIA
MATEMATICA.
PROBLEME DE NUMARARE.

6.¢) S:i(Zk—l)z =i(4k2—4k+1)=

=238 4Zk+21 "—("%””2-4.2("%%”

) =

n(4n3 -1) Notam:

P): 1P =

. 2 -
l—ﬁ;—l) sau P(1):1=1 adevarat.

Vom demonstra acum ci P(n) = P(n+1).
(n+1D)(4n’ +8n+3)

3
Adunim la ambii membri ai Iui P(n) expresia 2n + 1)2:

n(4n® -
3

P(r+1): 243 4+ Qn—1P +2n+ 1D’ =

P43 4+ +Qu+l) = 1)+(2n+1)2.

n{4n*

Ne raméne sa demonstram ca: nln =1 +C2n+l)i=

_ (n+1)4n’ +8n+3) - 4’ 1208 +12n+3 _
3 3
4n’ +8n* +3n+4n’ +8n+3
e
< 4 +1277 +11n+3 = 4n* +120° +11n+3 adevirat.

8.d) S =Y (+2++k) zk(k-»—l) T i"=
k=1 £

= 2
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	[image: image125.png]104 D@naD) 1 Gt D) _ ptn+ Din+2)
2 6 2 2 6
1) Folosim identitatea: &(k +1)(k +2)(k +3) =

1
= LR+ D+ 20+ 30k + ) (k- DRk + Dk +2)(k +3)]

S= Z": Rk +D)(k+2)(k+3) = éz": [k(k +1)(k+2)(k +3)-
L =i

~(k+4)—(k—1)k(k+1)(k+2)(k+3)]=%[(1<2-3~4~5—
=0-1-2:3-4)4+(2:3-4-5-6-1.2.3-4-5) 4.+ ¢
+[n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)-(n—1)n(n+l)(n+ 2)(n+3)]=
=§n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)

1

9. f) Folosim identitatea; ~—~—— =
k(k+1)(k +2)(k +3)

1 1 _ 1
3[k(k+1)(k+2) (k+l)(k+2)(k+3)]'

10. a) Notam: P(n): 2" = v’ I; P(2): 22 222~ |
adevarati. Vom demonstra ¢ P(n) = P(n + 1),
P+ 1): 2" 2+ 1P - LsauP(n+1): 2" ' > 12 20
nmulfim ambii membri ai lui P(n) cu 2 i obfinem:
22722 - )= 2 222 - 1).
Ne rimine s demonstram ci:
20 -2’ +2n(V)nz2on' > 2n+2(¥}n22, evident.
15. d) Notam: d, = 572" 4372271 g
P(n): d, se divide cu 19. Vom demonstra ¢ P(n)=Pin +1).
d,, = SU3 g3 qued 23 _ g2 gl o om2
437D _ 50y G2 gmeZ y gne3 odmed
- 50‘(527144 LM g2 g2l gne '22n&l)+
433 p2md 50(d, _3m _22m—1)+ 33 pamed
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=50-d, —50.3™2 .02 33 2 o
=50-d, -3 .2 (50-3-2%) = 50-d, - 377 . 22" .38
5i se divide cu 19 deoarece d, 5i 38 se divid cu 19.

20. a) |:1—22}=33; b) [$]=14; c) [%]:8.

3. INEGALITATI

1. a) a+b22\/%©(\/;—«/5)220;

a+b

b) _ab

o (a+b) 2dabs (a-b) 20.
e (a+d) (a-8)

2. ) P +b +cP 2abrbetca s 2a’ +267 +250 2
> 2ab+2bo+2ca < (a-b) +(b—c) +(c—a) 20.
b) Folosim ideutitatea:

Py e+ —3xyz:%(x+y+z)-[(x—y)2 +(y-z) +(Z—)C)2]
si obfinem x*+y* +2° =30z 2 0= x’ +y’ +2' 2302
Luim x=%,y=%,z=3/22a+b+623\3/abc.
. 1
4, a) a2+—12—22 sib+—522
a b

ab _a+b bc _bic ca _c+a .
: e ot s e bt S R

8.2) Avem: a+b~ 4 ’b+c 4 ‘c+a 4 ¥

adunand membru cu membru obfinem inegalitatea dorita.

0.4y ar L2 a~—b~=2,\/§
ac ac (44
[ c C
p+lz2 b~—-=2-\/:
+ab ab a

251






	[image: image126.png]c+—>2 PR \/7
be

si se mmul;esc membru cu membru.

10. ) '6°+ B¢ 2 2ab’c; B+ ot = 2ab,
Fd+ B 2 2dbe 5i adunam membru cu membru,

1l.a) a+b+c23-Yabe, —+ +l>3 3—1—
b abc

<
si se Inmultesc membru cu membru.
3
e) x+y+z23-Yxyz = xyzsﬁg—;i siseia:
x=az+bc,y= b2+ca,z= A+ ab.

12. a) Notdim: —g+b+c=x,a-b+c=y,a+tb—c=z

. +
si rezultd a=2 z, b=x—+z, =Y Ne ramane s&
2 2 2
+ +z
demonstram y—z-z—xTHTnyyz inegalitate ce rezultd

y+z,\/_ x+z>\/— >\/~

13.8) a+b=2-ab; c+d22»\/2‘3; a+bte+d2
22~(«/213+JC7)22~2\/\/¢1_b~\/?J=4~\‘/abcd
&) a+brc+d24abed, a* +b° + ¢ + P 4YPH L

0 — sl(l+l+l]; LIP3 VS
atb+c 9\a b ¢} a+c+d 9\a o d

1 gl[1+1 UL PSR NS 1 5 SN P X
a+b+d 9\a b d)b+c+d 9B ¢ d

si se adund membru cu membru.

14. 2) Avem 1=a+b22\/£=>abs%;

2 2 2
f) a* +b* Za—iz——ﬁ'—@(a+b)’—3ab(a+b)2(a—+§-)7ﬂ¢>

o 1-3ab2dbe & (~b—c) 24bc < (b—c)* 20
16. a) Deoarece a + b + ¢ = 1, inegalitatea se poate scrie

3
abcsw©a+b+c23\3/abc;

¢) @+b+c’ = ;«::3 (@ +b+ct)21

@3(1:2 +b +02)2(a+b+c)2 =
& (a-b) +(b-c) +(c-a)’ 20

17.0) @’ +b* +¢° 2%+%+%®a’+bz+c’ >
Zab+bc+ca

abe
18.2) ab+bc+cas<l e ab+be+casa’ +b° +ct.
19. a+b<e,c+d< f=(a+b)c+d)sef =
=ac+be+ad+bd <ef
(\/;Jm/b—c;)z =qac+bd +2\abed <ac+bd +bc+ad <ef =

= ac+\/l;gé\/e—f_

20, b+ce<a+l,b<c=>2b+e<a+c+l=2h<a+l
2Wb<a+ll<a=2b+l<2a+1>b<a.

@ at+bh +cPzab+betca.

22. Inegalitatea se scrie:
(@ +1)G +1(E +1) | (+ab)(i+be)(i+ca) -
abe abc
< b rdi +b v+ atb +at + B 12
o a 4B+ + @B+ + @ 2 abrbe+cavatbe+
+ab’c +abc? , inegalitate adeviratd, deoarece:
d+b vt 2ab+betea i
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	[image: image127.png]&b + b +c*a® 2 a’be + ab’c + abc’ .
.28+ B+ =P+ (P + B+ A2 +ab+be+ea 2
zala+by+cla+b)=(a+b)a+ec).

27. Dupi efectuarea calculelor ob;inem

(ab,—ab, ) +(ab, ~ap, ) +--+(a,b,-ab,, )2 >0
28. Se foloseste megalnatea 27, in care se ia:
by=b=-b =1

4. FUNCTIX
. 1
1. a) R; } b) xe[zﬁw); &) R—{O}.
2. a) Im£={0,2,4,6,8} d) Imf=(27).

3. a) Inf=(5.+0); € Imf=(-w,3].
4 &) Imf=(V2,40) ; ¢ x+i22:lmf=[2,+°°)~

5. xzl=|r-l=x-1= f(x)=|x-(x-1)=1.
1. b) f(-2)=4, f(-1)=3, f()=1, f(3) = -1, deci

functia este descrescitoare.

12, a) Fie x <y. Atunci f(x)—f(y):MM) si deci
xy .

functia este descrescatoare.

254

13. b) Daci —a <0 & o> 0, atunci funciia este
descrescitoare, iar daci ~a >0 & a <0, atunci functia este
crescitoare.

14. b) x e[—z,z]: 2xe[-4.4]=2x-3¢[-7.1].

d) |f)l= <1 si deci functia este mérginita.

>x-1.

15. d) 1f(x)l=‘);zii

16. &) f(-x)= :" 1=—/(x)»

) x’ =1
17. d = ——~= .
) f(=x)= ( )+1 1 S
18. a) Presupunem prin absurd ¢i f este functie
pard. Atunci (V)xeR, f(-x)= f(x) & —x+a=x+a =

<> x=0, ceca ce este fals.

23. b) f(x)={x+1}={x+2}= f(x+]).

24, fix+2)=(-1)" =(-1)" = f(=)(V)xeR.

25. Dacd xeQ=>x+1eQ= f(x)= f(x+])=1.
Daci xe R-Q = x+1cR-Q= f(x)= f(x+1)=0.

26. Presupunem cd existd T > 0 astfel incat
f(x+T)=f(x),(v)xeR@2(x+T)+3=2x+3c>T=0.

31. a) fog(x):2x+3©f(g(x))=2x+3©g(x)+1=
=2x+3 o g(x)=2x+2.

32. a) fcg(x)=x+7@f(g(x))=x+7©f(x+3)=
=x+7.Notam x+3=y s obfinem f(y)=y+4.

38. fog(x)=gof(x)(V)xeRe
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	[image: image128.png]© flg()=g(f()(V)reR &

& (ax+b)? —(ax+b)=a(xZ —x)+b,(\'/)xeR©
¢>a2x2+2abx+b2—ax—b=axz—ax+b,(V)xeR<:>
<:>x2(a2-a)+2abx+bz—2b=0,(V)xeR¢>
©ad*-a=0,2ab=0,*-2b=0a=1b=0.

2x+a+l 2x+a<0,x>1
2x-a+1,2x+aec(0,3),x>1

-2 x5l

-2 2x+az3,x>1

Functia devine constantd dacd 2x+a 23 (V) x> 1, care are loc

daci g 2 1 caz in care f(x) = —2 = constant.
Cu usuring se aratd ¢ (fog)(x)=3(V)xeR.

45.b) ) =x"Fx-7+2; 0=75ifO)=7 (D=2
de unde rezulti ¢ functia f nu este injectiva.
c) —1#1sif(-1)=7(1)=3 = f nu este injectiva. )
48.b) Vomarita cif(x) =y (V) xeZ.Fiey=-1I.
F(x)=yp= x> =—1 care nu are solutii in Z si deci f nu este
surjectiva.

42. (fog¥x)=

50.b) Vom arita mai intdi ¢ f este injectiva.
Fie x,x, <2 astfel incat f(x))= f(x,)=> 3%, -2=3x,-2=>
DX =x,.
Fie x, x, 22 astfel incat f(x)= f(x,)=>x =x," = x =x,.
Fie x, <2 si x, 22. Atunci: 3x, <6=3x,-2<4=
= f(x)<4 si x324= f(x,)24. Atunci avem:
SO <A f(x) = fn)= f(x).

Vom arata acum ci funciia f este surjectiva.
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Fie yeR arbitrar. Atunci y < 4 sau y 4. Vom arita mai intai
ca(v)y<4, (I x<2astfel incat f(x) =y =>3x-2=y

y+2 y+2 6

& x= .Evidenty<4:x=T<§=2.Vomarétacﬁ

(Dyz4, @ rz2astfelincitf(x) =y S ¥’ =y
@x:x/)_a Evident y = 4 :\/;22:»):22. Deci funcfia este
r*2
surjectivasi f'(y)=4 3
J; =4
51. Se expliciteazii mai intdi functia.
54.a) /' (x) =x + 1 5i g (x) = —x + 2 sunt injective, iar
(F+ 2)(x) = (x + 1) + (~x + 2) = 3 nu este injectiva.
b)f(x) =x + 1si g (x) =x— 1 sunt injective, iar
(f2)(x) = (e + 1) - (x— 1) =x"— 1 nu este injectivi.
57. Se aratd mai intdi ca £ R—R este bijectivi, atunci
Fof este bijectiva.
a) Presupundnd prin absurd cd existd o functie bijectiva
f: RoR astfel incit o f (x)=|x[ ar rezulta egalitatea intre o
functie bijectivd f o f i una care nu este bijectiva Ixl.
59.a)Daca x=1= f(f())=1,iardaci x= f()=>
= /U= O-fW+1= D= M- FD+1=
= A2/ Q+1=0=(FH-D* =0=> f()=1.
60. Presupunem prin absurd cd existd o functie f cu
proprietatea din enun. Facand pe rdnd x = 0 si x = | obfinem

f(0)=/(1)=%:>0=1,ceeaceestefals.

,y<4

63. Facand x = 2 obtinem f(f(2)) =2 si inlocuind pe x cu f
(2) obtinem f(f(f (2N =2/(2)-2= f(2)=2.

¥ -1

65. by Notam: g,(x)=x -~ =
XX g
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	[image: image129.png]co . L -
fo=r-x gm=t =1
- X
X | ~0 0 1 +oo
x-1 - - = 0 +
g x - Q + +
21(x) + i - 0+
X | —o 0 1 +o0
8(x) + 0 - 0+
X |- -1 0 1 +oo
1-x* = +  + 0 =
X - -0+ +
s, + .0 - I + 0 -
X |- -1 0 1 +o0
2i(x) + + 1 - 0 +
&(x) + + 0 - 0 ¥
2(x) + 0 - 1 + 0 -

Daciixe (-0, ~1] avem gi(x) > 0, ga(x) > 0, g3(x) = 0=>
= max(xz,i,x] =x"= f(x)=x".

X
Daca xe (-1, 0] avem g1(x) > 0, £2:(x) 2 0, g3(x) < 0 =
ﬁmax(xz,l,szxz = f(x)=x".

X
Daca xe (0, 1] avem g1(x) < 0, g2(x) <0, &x(x) = 0 =
:mu(xz,l,x]=l=> r=L.

X X x
Daci xe (1,+o0) avem gi(x) > 0, g2(x) > 0, g3(x) <0 =
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= max(xz,l,x]=xz = fx)=x".
x

2 x e (00,0} U (l,+0)

X
Deci f(x)=
f 1 xe(0,1]
X
67. Folosind formulele: max(x,y)= X_*L;{}_:ﬂ g
min(x,y) = X_J"y—_'"__y]
2
ly+z-x/=

se obine sisterul: {z+x —y|=
h+y44=3

68. Dacix [0, 1]avem x*< 1 (V) ke N=

=>max (1,x, ..., x") lsf(x)—l

Daci xe(l, +o) avem x*> 1 (V) keN - {0}=
= max (I, x, ... x)=x"=f(x)=x"

Daca xe[~o0, —1) avem doua cazuri:

a) npar = x" > 0,x" >x* (V) ksn-1=
=max (1,%, ... X)) =x" = f(x)=x"

b)n\mpar:n—les‘epar:
= 05 >d (V) kS mel5idT >
= max (L,x, ... x)=x" > f@)=x"

71.Dacix=y=1 :f(l)—()f(])
a) Daca f (1) = 0 atunci ficind y = 1in relapa initiald obpnem:

SR+ R+ +1=x=f@)=x -1
b) Daci f (1) =~2 obfinem f () =-x — L.

74. Se face x = x, x = | —x gi se rezolvé sistemul.
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	[image: image130.png]5. FUNCTIA DE GRADUL INTAI

3.8 F(D=36+a=3=>a=3.

5. 8) f(h=4, f(-D=2>ag+b=4,~a+b=-2
= a=3,b=1.

6. b) Daca a>0 functia este crescitoare §i dacii
a<0 functia este descrescatoare.

7.a) Dacd xe(—w,~1], atunci f(x)=x+150 sifunctia
este crescatoare, iar dacd x & (-1, +oo), f(X)=x+2>1 care
este crescatoare, de unde rezulti i functia este crescitoare.

8. a) Daci xe (—oo,l), f(x)=2x+1, functie crescitoare,
iar daca x e (3+oo) F(x)=x+1, functie crescitoare. Daca

x<1= f(x)<3,x>3=> f(x)>4. Atunci, daci a €[3,4]
functia este crescitoare.
11. a) Prin desfacerea parantezelor obtinem:
F+2x+x+2+18=x" +3x+4x+ 12> dx=8 > x=2.
14. a) Prin aducerea la acelagi numitor ecuatia devine:
x-l+x+1=4=>2%x=4>x=2.
16. a) x+1=g-ax=> x-(a+)=a-1
- dacd a=—1, rezulticd x = a—: solutie unic;
- daci a=-1, ecuatia devine‘:] =-2, ceea ce este fals.
22.2) (a+1)x+320> (a+1)x2-3;
-dacd a+1<0 & a<-1< ae(~w,l), rezultd

el
XE———, 580X €| ~0, ——— |}
a+l a+l
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- daci a+1=0 a=-1, inecuatia devine 320, ceea ce este
adevarat i atunci solutia este xR
-dacd a+1> 0o a>-1< ae(=1,+0), rezultd

e+
XZ-———,SAUXE| ——=,+%|.
a+1 a+1

1
25. d),e), 1), g) Se noteazd L u §i ; =v.
x

26. a) Eliminand pe y Intre cele doud ecuatii obfinem
ecuafia (a-3)x=-1.
-dacd a#3,rezulta x=——l—;
a-3
- dacd a=3, rezultd 0=-1, ceea ce este fals.

6. FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

4. a) Se pun conditiile: f(N=-2, f(3)=0, f(-D=12.
_ a® -4b

5. a)x:—%:l,y =-1=a=-2b=0.

8. a) Punem conditiile: ¢ > 0, A< 0= a>0,-52a+

9
+36<0 :a>0,a>%§-3ae[ﬁ,+oo}

9.b) Punem conditiile: a <0, A<0=a< 0,

4(2az+ 3a+ 1)<0zae(—l,—%)

10. b) Punem conditiile: A=0=> 40222 +3a+1)=0.

11. a) Punem conditiile: A >0 = —4a+4>0=a<l

2+a+l
13. b) Punem conditiile: 3y <0 = %— >0=

=ae (-1, +o).
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14. Se pune conditia: yy > 0. », = T
15. 2) Coordonatele varfului: x, = a1 5i =2 -1. s
Eliminand pe  intre cele doud obtinem: x +y + 2 =0. b) Notam: y =2—2‘—“~1— = (y+D)+2x(y+)+y+3=0
. ¥+ 2x+

16. b) Coordonatelezvarfulul sunt: si deoarece x &R rezulti ci A= 0= y € (~0,~1].

___a+l y 4 +2a-13 Deci Im f= (-0, -1].

v 2 2 v 4 T .

o . o _ 2. e (0,3) (M x e R=f()>0(V)xeRgi

Eliminand pe a intre cele doud obfinem: y : P+ 20— 4, £ <3 () veR.

adic3 ecuatia unei parabole.

X —ax+1
19. A)Fiey=2+(@~-Hx+2-a= ax-1)+ ¥ -4x—- -f(x)>0(7)xeR=> T >0 (V)xeR =
= - = 1 ZA - =
ilf yO:(Y;“QR:" 1=0six"~dx-y+2=0= =¥ _a+1>0(V)xeR=A<0=ae(=2,2).
’ ' X —arc+1
20. Trebuie ca ecuatia f,(x)= g, (x} s& aiba radicini reale -f<3(V)xeR= a <3(V)xeR=
si distinete. =2t ax+2>0(7)x ¢ R=>ae(~4, 4).

Atunci g e(=2, 2) N (4, 4) =(-2, 2).

21. Trebuie ca ecuatia £, (x)=g,{x) sa aiba radicini reale
28. Avem x, =2 si deci functia feste descrescitoare pe;,

sl egale.
. . . . i —o0, 1 i , +00).
2 T o comfia £,)=0312.(9=0 5 it o poe ﬁnix L@i‘ iy "mtf'?a)m prass
23. Dacif(x) = ad+ bx + ¢, a0 atunci £ (x) > 0 (V) min f(x) = f(2)=-3.
x>0dacd a>0, f(0)>0, x, =—2ia< Osana>0,A<0. 29.a) £([0, 1) =[f(1),£(0] =[-2,1];
24. Daci f(x)=a+bx+c,a=0 atuncif(x) <0 (V) 3 ;g[ljl’ ,511]))2 [[f;((21)),’;((i]1; 5?126}’6] :
x>0 daci:a>0,£(0) <0, x, = —-—2b—a <0san a<(,A<O. d) £([1, +0]) = [£(2), +®) = {3, +oo].

31. dg Congideram functia de gradul doi in x:
fx)=x —4x+yzA4y+a care este pozitivi oricare ar fi
L1 1 x,yeR daci A,<0=)"—4y—4+a>0 (V) yeR=>
DacéA;ZO:asgsgzasgﬁAzz()A = A,<0=32-da<0=>a€ (8, +w).

25. Aj=36(z + 1~ 36a(a + 5) = 36(-3a +1).
Ay=36(a+1)~36a(a + 4) = 36(-2a +1).

Daci Ay<0=a> 1 > ! —a> 1 = A <0. 32. Se procedeazi ca la 31.
23 3 33, 2) x +x2 =(x +x,)) —2-xx, =a* +16 §i are valoarea

26. a) Deoarece a > 0 rezultd ca Im 1= [y, +0) unde minima 16,
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	[image: image132.png]37. Se folosesc formulele:

x12 + x; =(x+ xz)2 —2x,.%,

x4 =04 +25) ~350,00 +,)
X ) = (xf +x2) - 2x7x]

5 5 2 2 2. 2.
X +x; =(x1+xz)[(x1‘+x;)—x1x2(x‘ +x2)+x1x1],

38.2) Dacd x, > x,, = x, ~ x, =\l(x]+x2)1—4x,x;=
=25-2-4=\17;
@) 5 - = (=50 + )08 +x3)=105417 .
39.a)a=3, cyai=1l,m=17, e)a=-28.
40.2) 1247+ 5 =0.
44.2)(a-by D -L
45. ¢) Folosind teorema de impartire cu rest pentru
polinoamele x*+x—1 gi x*+x+1 ca deimpargit §i x* —4x+1
ca impértitor obtinem relatiile:
X +x-1=(02-4x+1)(x+4)+16x-5
2 rx-l=(x" ~dx+1)(x+4)+16x-3
Tnlocuind pe x cu x, si x, obtinem relatiile:
x4 x —1=(af —dx, + (% +4)+16x, - 5=16x,-5
4%, —1=(x} —4x, +D)(x, +4) +16x, - 5=16x,-5 - .
X+ X, + 1= (xf —4x, +1)(x, + 4)+16x, -3 =16x,~3
X+ x, +1=(x3 — dx, +1)(x, +4) +16x, -3=16x, -3
Atunci avem:
x,3+x1—1+x;+x2—1=16x,—5 l6x, -5 _ _ 34
X +x+l g 4+x,+l 16x-3 16x,-3 73
46.C) x,+x, = -2m—5; xx, =m’ +2;
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=X ~x, =5

X+x,=2m-5=>m= si inlocuind In a doua

2
relatie obtinem: x,x, = [L;’*ﬁ} +2.

47.0) A=A -20= A, =5 A, =—4.
48. a) Notam cu o radacina comuna. Atunci:
o’ —(Mm+3)a+6=0 i o’ —(2m+3)o+10=0

. . . 4
Se elimind o intre cele doua ecuatii si se obfine a =—
m

Pundnd condifia ca o= 4 sa verifice prima ecuafie
nm
obtinem m =2 saum =4.

49. Se determina m astfel inct primele doua ecuatii s4 aiba
o taddcind comund. Cu m astfel determinat se verifica daci
raddcina comuni primelor doud ecuatii este radacina si pentru a
treia ecuatie.

50. Se determina radacina comuna ca la 48 si se arati ci ea
verificd ambele ecuatii.

51. Se determina radicina comuni a primelor doud ecuatii
§i se aratd ca ea verifica si a treia ecuafie.

52, Ecuatiile au aceleasi ridicini dacd au coeficienti
proportionali.

2071 _beh 8

b —-184 16

57.a) A=-52m+36 §i atunci:

a=Lb=2.

a) dacd m e (—w,%) ecuatia are radacini reale i diferite;

b) dacid m= % ecuatia are radicini reale si egale.
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	[image: image133.png]cydaci me (%,+oo) ecuatia are ridicini nereale.

58. Semnele rid4cinilor unei ecuatii de gradul al doilea se
stabilesc in functie de A, S, P.

§9. Natura i semnele radécinilor ecuatiei de gradul al
doilea se stabilesc in functie de A, S, P.

63. Fie £’ P»q € Zradacina rationala a ecuatiei, unde £
q q

2

este fractie ireductibila. Atunci: %1»(21:'1)5“9:0, de
unde p*+ (2k~1)-p-q + 19-4*= 0.

Se studiazi in continuare cazurile:
P, q impare; p impar, g par; p par, ¢ impar §i se demonstreaza
c& in fiecare caz In parte expresia:
P +(2k~1)-p-q+19-¢° =0 este impari i deci difera de 0,
ceea ce este fals. Rezultd atunci ¢3 ecuatia nu are ridacini
rationale.

64.b) x* +mx+2mt —m—1=0=>
=2 —m(x+1)+x1 -1=90.

Cum meR:A20:>—7x2+2x+920=>xe[—1,f7i:|.

Inst xe Z= x=-lsaux=0saux=1.
Dacd x=-latuncim =0 si a doua radicind estex = 1.

Dacz x=0atuncim=1 sau m =% , 1ar a doua radacini este
1, respectiv 1 .
2

Daci x=1l,atuncim=0saum=1. Pentru m = 0 a doua
radicing este —1, iar pentru m = 1 a doua radicina este 0.
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: 11
66.x, % e R=>A20=> 4 +120 ae{-?i],
Hx+n=2a+1 5[:21~2+1,%~2+1}=[0,2]

. 1 . .
b)yxy, x2= 2a® + a, ce are valoarea minima — 3 i atunci:

=2d*+ae . 2 lT-#l = xx, = —ll
X1, X2 3 2, > X2 |

) X2 +x = (x +x,) —2x5x, =QRa+1)’ -2-Q2a’ +ay =
=2a+1€[0,2].

68. a) Ecuatia se scrie (x? +3x)’ —a(x’ +3x)+a-1=0
si are solutiile: 4+ 3x =15+ 3x=a— L. Se discuti ecuatia
P+Ix—a+1=0.
£} Se scrie ca ecuatie de gradul doi in a:
& -2ax—xt+x’ =0 a=x+x sia=x -2

69. a’x? +(1~2a)x—4=0=>x-5=—(ax—1)’ <0

70. ﬂ+é=0:ac+b2:0=>zzc=—b2 <0=<<0.
b ¢ a

72. Vom pune conditia: A= K =>4p+l= =

2 ?_
_k -1 k leZ.

=p= ,keZ.Deoarece peN=

2

-1
Daca k= 2n + 1 atunci p=@-—=n’+neN.

73. Presupunem prin absurd c¢i keZ este radicind
comuni a celor doud ecuatii. Atunci % verificd cele doud

ecuatii, adica: 2ak? —k+2=03i 2&> +2ak —1=0 si prin scade-
re membru cu membru obtinem:

(k-1-{(2a-2)-k-3}=0.
a) Dacé k = 1, inlocuind in una din ecuatii obtinem « = 0, fals;
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	[image: image134.png]b) Dacd (2a-2)k-3=0=2(a- 1)-k=3, fals.

74. Vom pune conditia: A=k k'e Z = 4k+4=k" >

2_ o "y
=£4—4 =W . Evident k €Z daca k' este par,
adicdk =2n=k=(n-Dn+1)=rn’-1.

75. Presupunem prin absurd ¢i nici una din ecuatii nu are
radécini reale. Atunci avem:
A =a'-4c<0,A,=b ~8c-4<0 s5i adupindule obtinem
&+ b~ 12¢ — 4 < 0 g inlocuind 6¢ cu ab-2 obtinem &+ b
-2ab < 0= (a— b)Y <0 ceea ce este fals.

=k

80. a) Din primele doua ecuatii, scotand pe x i y in functie
. S 4 17
de z obtinem: x=->z+—iy=—z+-—.
33 33

fnlocuind in ecuatia a treia obfinem:

1122 +182+7=0=z =1z, =—% si atunci:

x =3 —lz——l ix—B —ﬁz-—l
1=»n=La= Tl § 1‘33u"z 335 It
x+y=3 x+y=3

81.a) {(x+y)P -2xy+22=14 =.{9-2xy+ 7' =14
xy+z(x+y)y=11 xy+3z=11

Eliminind pe xy intre ecuatiile 2 si 3 obtinem ecuatia:
22+ 62-27=0cu solutiite z; =3, z,=-9.

h) Adunénd la prima ecuafie ecuafia a doua §i ecuatia a
treia inmulfitd cu 2 obtinem: (x +y + 2’ + (x +y +2) - 20 =0
cusolufiile: x +y+z=4,x+y+z=-5,

82. Scizand primele doud ecuatii obinem:
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y=t=z-1 o resolvind ecusife fn y rezulis y = z sau
y z

y=—
z

83. a) Scazind ecuatiile 2 §i 3 din 1 obfinem:
{x2 —Z 4z-x=0 - {(x—z)(x+z+1)=0

Y- rzoy=0 =) y+z+Dh=0
b) Egalind membrii din stinga ai celor doud ecuatii obfinem:
=+ -2+ (-x)=0=x=y=z
si tnlocuind in prima ecuatie obginem: x* =4 = x = 12,
Deciy=x=z=2s5iy=x=z=-2.

84. a) Adunind membru cu membru cele trei ecuatii
obfinem:

D +(+ D) +(z+])Y =02 x=y=z=-1.

85. Din prima ecuatie scoatem w=x+y+z si inlocuim in a
doua:

111

S —
X Yy z x+y+z

=0= . {(x+ Y y+z)z+x)=0

87. Se inmultesc membru cu membru ecuatiile.

88. Se aduna membru cu membru ecuatiile i se calculeaza
apoi xy, yz, zx. Se procedeazi in continuare ca la 87.

89. Se aduni membru cu membru ecuatiile i se obtine: (x
+y+zl=8l=>x+y+tz=49,

90. Se impart membru cu membru ecuatiile.

91. Se adund membru cu membru ecuatiile si se obfine: (x
+y+zP=9.

92. x(x + ¥+ 2) + yz = (x + y)(x + z) 5i analoagele.





	[image: image135.png]5. FUNCTIA MODUL

7.0)
X | —o -1 1 +o0
x-1 - - - 0 +
x+1 - 0 + + +

1) Dacs x&(—0, —1] ecuatia devine: [2x—-1|=1 care nu are
solutie pe intervalul (~oo0, —1].

2) Dacix €(~1, 1] ecuaia devine:

[2x-1|+[2x+1{=2 care are solutie (V) x& [—%%] .

3) Daca x &(1, +w) ecuatia devine: [2x+1|=1 care nu are
solutie pe intervalui (1, +w).

8.b)
x | -o —2 1 +o0
x+2 - 0 +
x~1 - 0 +
- Daci x e(—, 2] ecuatia devine:
—x=2-(~x+D)=m=-3=m
- Daci m = -3 atunci (V) xe(—w, —2] este solutie.
- Daca m # 3 atunci ecuatia nu are solutii.
- Daca x e(-2, 1] ecuatia devine:

m-1
2

care este solugie daca mT—l e(-2,1]]e me(-3,3].

X+2~(-x+l)=m=>x=

- Dac x € (1, +) ecuatia devine:
x+2)-(x-D=m=>3=m

- Daca m =3 atunci (¥) xe(1, +0) este solutie.

- Daca m # -3 atunci ecuatia nu are selutii.

13.b)

PR

x | 1 +0
x1 | — 0+
1) Dacii x € (—o, 1] inecuatia devine:
[x-(x+1)zx-2=Br-12x-2
inecuatia care are ca solutie (V) xe(—o, 1].
2) Daca xe(1, +w) inecuatia devine:
|2x—(—x—1)i >x-2 :fx+1[2 x-2 (V) xe(l, +w).

15. ¢) Scoatem din ecuatia a doua x=3+y—|y—1} st

fnlocuind in prima: |3+y—|y—l|+1|+|y+l|= 9=
={y+4-|y -1 +y+1|=9 ccuatic care are ca soluii:

y:~l§,y=3 de unde rezultd x:—%g,x=4

16. d) Explicitim modulele ce contin pe x:

X | -0 -1 1 +o0
x+1 - 0 + + +
x-1 - - - 0 +
1) Daca xe{—0, ~1] sistemul devine:
—x-t+ly+lf=8 .
si elimindnd pe x obfinem:
—x+14|y—1|=4

|y+ll—|y—1] =6 ecuatie care nu are solutie.
.  [x+14|y+1|=8
2) Daca xe(-1, 1] sistemul devine:
—x+1+|y-1|=4
Eliminénd pe x obfinem:
[y+1‘+|y-1| =10 ecuafie care nu are solutie
. o [x#14ly+1=8
3) Daci xe(1, +oo] sistemul devine:
x—1+ly-1|=4
Eliminand pe x obtinem: {y+1j—|y—1]=2 care are ca solutie
y=l=>x=5si (\/)ye(l,S),x=6Ay.
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	[image: image136.png]8. FUNCTIA PARTE INTREAGA 10.2) Avem 52 [x;']]eZ:x ez

2:0+43,xe(0.1 3,x€|0,1 de as .
o f<x>=2lx1+3={21 i e e
A, B . { :IS' <[ ]Jrlbx 2< <
1) xe[-1,0) . L3 3 3
) fey=[l- tet=2l+]= .xel01) ) <x—2+}:>3x—6§x+1<3x—3$xe(2,%],
x»l,xe[l.Z) Cum x€Z rezultax =3.
3.b) f)={x+2}={x}={x-2,xe[23) 12. Notam: ltii]=[x+l]=k.Atunciavem:
0 ,x=3 2 3
x+1 .
S.a)Avem—z——eZ st [x]<x<[x}+1=>
x+1 x+1 x+1 i x+1 z s 3k—1£x<3k+2::>-2k—3<*x$—2k—i

== eZsi g S¥<gtime e §i 3k~1<x<3k+2
si adunind membru cu membru obtinem:

$i 1,3 =1
sxell,y=x k-4<0<k+1=~l<k<4 sicum k € Z rezulta:

6.b) x={x}+[x]={x} = {x}+[x]+1= [x] =1. kel01.2,3)
7.a) x={x}+[x] §i se obfine ecuatia {x}=1. 1) Daca & = 0 atunci: [%}:0,[’%1]303,‘55’2}
b) {\:}+{x+ } {2x}+ :>{2x}+-—1:>{2x}—— . " i
2 2) Daca k=1 atunci: [L}zl,[x—a-:,:l:xe[ls)
8.a) {x}=[x]eZ:{x}eZ:>1x :0:>[x]=0:>x=0; 2
x-1 +1
d) {x}+1=|i§]el:{x}eZn{x}:O:erA Ecuatia 3) Daci k& = 2 atunci: {—2—]=2{T =2=>xe[57)
a1 x+1
devine: [%]:1:1$%<2:>xe[2,4)r\Z:xe{2,3}; 4) Daca k= 3 atunci: [T]: |:—l=3:xe[8 9
h) Ecuafia se scrie: 2x~ [2x]=x—+l:>[2 1= 321 13. a) Avem x+1= [x’+x+1]:>x+1e2=>xez

3 .,
Avem [x‘-rwrﬂs;c +,.+]<|:x’+x+1]+1::>
o

. —l<x—1]+1<2+l=>x<4. A L
9@ x=t<lx=ll x+1SE +x+1<x+22 0" <l 2 €[0,DNZ=>x=0
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	[image: image137.png]15.2) x-l<[x]<x, ¥* -1<[x’]<x* =
= Bx<~3-[x]<-3x+3, 5x’-5<5[x¥]<Sx’ =
=5x*=3x-5<5[x*]-3[x]<5x* -3x+3 >
= 5x* ~3x~3<5-[x*]-3 [x]+2 < 5x* ~3x+5=>
=5x* =3x-3<0<5x -3x+5=>

= xe[s'l‘é@, 3*;({6_9]2[::] e{-10,3)

1) Daca [x]=-1sau [x] =0 nu obtinem solujie.

2) Dacd [x]=1=xe[,2) = x* e[, = [x*]=1 sau
[x*]=2sau{x’]=3

- Daci [x*]=1 atunci ecuatia devine: 1-3-142=0=>0=0
[x]=1si [@]=1= x e[, N[LV2) = x € [LV2).

- Daca [x*}=2sau[x’]=3 nu obtinem solufie.

16. a) Se rezolva ecuatia de gradul doi in [xz +x+1],se
obtin ecuatiile: [xz +x+l]= x+1 si [x2 +x+1:|= x~1 sise
procedeazi apoi ca la 13.

17. a) Se rezolva sistemul in necunoscutele {x} si {y} si se

. 1.
obine {x} = 51 ) =2.

18.5) [x] + 3y =20,2 = [x] + 3h] +3-{} =202 =
=] +30] =205 307} =02

19. ¥, /4] eN si atunci din [ + ) =1
=(]=0, 71 =1) sau (] = 1, pP} = 0).

20. Stim ¢ [“2}5”2 {ﬁ% i
2 2 2

A [y-f—l LrEb _Ty+]
3 3 3
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N . x+2 y=3 . [y+l x+3
slsemlocmeste[ 2 :lcu 2 $l[ 3 ]cu 7
21. [¥%], 7] €N si atunci din [¥%] + [y*] = 1, rezulth
=([¥’] =0, ] = 1) sau ('] = 1, ] = 0).
- daci [¥*] = 0, [)*] = 1= %[0, 1), Je[1, 2) =
=x*e[0, 1), y*ell, 9= [x'1=0, '] €{1, 2, 3}=
=[]+ B ell, ), [+ €l1, 5).
- dacd [¥] = 1, [y*] = 0 se procedeaz analog.

9. PROGRESII ARITMETICE $1
GEOMETRICE

6. 2) Presupunem prin absurd ¢ /2,/3,+/3 sunt termenii
consecutivi ai unei progresii aritmetice. Atunci:

zJ§=\/E+\/§:>12=2+5+2\/E:«/1—=%:10=2f.

7. a) Notam cu » numérul termenilor progresiei aritmetice.
Raia progresiei este r =2 si suma §'= 100. Atunci:
S= [24 +(n2—l)-r]-n = 2+2-(n=-D]-n 100> n=10
Rezultd x=a,=a,+9-r=19

8.b)a,=8,-S,=n*+n-(n-1)~(n-1)=2n+2,
relatie ce are loc pentru orice #2 2. Cum g, -4, ; =2
(V) 22 sl a1 = S = 2, rezultd ci progresia este deter-minatd
dea=2sir=2.

9.{0,,, =n ﬁ{al +{m-Dr=n

=r=-lsiag=m+n-1=>
a+(n-Dr=m

a,=m

Da,=a+(p-Dr=m+n-l-p+l=m+n-p
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	[image: image138.png]a,=m a+(m-lr=m A
14. = >r=lsiag=1=
a,=n a+(n-Dr=n

=a,=a+(p-Dr=1+p-l=p.

[2a, +(m-Dr}m o

S, =m’ 2
16. =
S, =n" [Za1 +(n—1)r]n "
2

=2
{2"‘””' Dr=2m_ o a=1=5 =k

2a,+(n-lr=2n

19. S, =%(sh ~8,)=38,=8,,=

3'[211, +(n-lrln =[2a, +(2121—1)r]2n =24 = (147

2
L=[201+(3n—1)r]'3:[(n+1)r+(3n—1)r]43=12nr=6.
S, 2a,+(n-br (n+Dr+(n-1)y 2nr
20. Se folosesc relatiile:
[Zal +(k- 1r] k g _[2a1+(p——l)r:|~p.
k Py T 2 >
‘[Za] l)rJ q
"__“*z—
22. S,-S,,=qa, (V)n22.Atuncirezultﬁ:
a,=an’ +ba—a(n— 1 -b(n-1)=2an+b-a,n22 si
a=8=a+bh. '

Se demonstreaza cu usoringa ca sirul {a,), formeazi o

progresie aritmetica.
24.8) a? 4 =B +d° +%(b—d)(a+b+c+d)c>

2@ -b)+2- (P ~d)=(b-da+b+c+d) =
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= 2-(a~b}a+b)+2-(c-dYe+dy=(b-d)a+b+c+d) &>
< 2r(a+b)-2r(c+d)=(2r¥a+b+c+d) =
o —ra+b+c+dy=-r(a+b+c+d)

31. Deoarece a, b, ¢, d sunt in progresie aritmetici, rezultd
b:a+r,c=a+2r,d=a+3r,
abed + (b — ay'= a(a+ r)(a + 2r)(a +3r)+ Fi=
"(az+3ar)(a +3ar+2r)+r ~(az+3ar) +27° (az+3ar)+
+# —(a +3ar+r)

1 \/—+J" Ve-ib.
32. 4= b+\/— = .
B :\/“—z_r\/—’; C= \/_ J— . Evident 2B=4+C.

33.b) S=iak(al+az+.“.+a,‘)=

k=l
= Z"lak [ay+k —1)r]'~~——[2al hd (z_])r]k =

L 3a I

= E-D+ 2 Rk~ 1)

A+ Z( ) Z k=17
1

d) g, = _(akakvlak*ZGkH R WIS B

J)S\'”z\/—\/—\/_ R

a,-a a a,-a,,

R JZ)+ (- )

\/— \/— a,—q n-1
r T aeia) deda

34. Stiind ¢a ax= a) + (k— 1)r, egalitaiea devine:
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	[image: image139.png]X"Z[al +-r l[i(a, +(k —l)r)j|~ +"-("—ZL1L',
=t ni= 12

egalitate ce se verificd cu usurinti.

a-r a-r &-r (a-ria,+r)
35, p=BTl BT Gl (@+7),

@ a a, @
a-natr) (@, -ria,+r) @ 4G @y e _
a a G a4 a,
=(a|'az'“an_l)(az'aa“'an‘”ml)=a1‘am

@ a-a a,a,

A+l

33wl _ 2 L2
36.13"=Ha, r (@, -r)a +ar+r’)

@ rt Ly (a erial-ar+rt)

e atarn s Fa, aarr
. ala-r+r Lia

7
i G+

i 2 2
SN0 o BT AR WL S T L LA

2 7
2 Gl KT 4y a4, Gty

2 2
G T a8y GG tT

ananﬂ + rl an+lan+2 alal + 7«2
39, 4,=5,-5,, =@_w= 3n-2

Se verificd ugor ca cele doud relatii sunt satisfacute.
2 2
41 a, -4/ =(a,-a )Y, +a)=r(a,+a)
2 2
a3 "'az :(a3 _al)(a3 +az) =r(a3 +a2)
2 2
a,~a, =(a,~a,,Xa,+a,,)=ra,+a,,)
Adunind membru cu membru obginem:
@ ~a) =r{a +2a,+2a,+ -+ 24, +a,)

2 +(n=Dr]n _[2a,+(m-Dr]m -
2 2
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42.5, =5, =

== 2a, +#(m+n-1)=0. Atunci:
5. > [2a1+(m+n;1)r}~(m+n) _ 0~(n;+n) -0

43. ¢) Se rezolva sistemv.;l:
alg'-D=80; mgg’-1)=24

44. a) % =& g=(b,),, formeazi o progresie
a-

geometricd.
46.2) a,=8,—-8,  =3n+1-3(n-D~-1=3
(V) n 22, a;= 8= 4 = sirul nu este progresie geometrica.
60. Avem relagia: P =ac.
a) & (b+c)B* +¢?) =’ (b+cNac+c?)=de(b+c)a+c)=
=a -actb+eXa+c)=a'b (b+cla+e)=b (ab+ ac)a® +ac)=
=b¥(ab+b)a* +b}) =b*(a+b)a* +b%)
¢) A=(a’ ~bcXb—c); B= (b —ac)c—a). C =(c’ —abYa—b)
siobservimcad + B+ C=0,8=0.
AHB+C=3- ABCHA+B+CY A+ B+(C-AB-BC-CA)=0
64. Notam: a, = x* +2xy* +3'z;
a, =X y+y +xvz+ytiay =0 42y 242"

si 54 se arate ¢i: aya, ~al = (xz—y* Y =0.

66. (xy+yz +2x) = x°) + PP + 2% + 3y + y2)(yz + 26)
(zx+yD) =y + ¥’ 2 + 20 +30z(x+ Py +2)(z+x) (D)
xyz(x+y+z2) =wz|:x’ +y'+7 +3(x+y)(y+z)(z+x)]=
=xyz(x* + 3’ + )+ Igz(x+ )y +2)z+x) )

Din () §i Q) = £y +p°2° + 2% +3nz(x+ Y)(y +2)(z+x) =
=xyz(x® + 3+ 2°) + 3nyz(x + p)p+ 2z + X)) =
o A | =T
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	[image: image140.png]= () —x) (& - )y —2) = 0=
=Sy=xz sau x’=yz sau z =xy.

1Y (1Y LY
68.h) (—-&-a) +(7+a2) +~~+[—n+a") =
a a a

= (—l;+2+aZ]+(LA+2+a‘]+«-«+[~127+2+a2"]= ‘
a ka a

1 1 1

2 4 2n =
=@ +a" +. . +a")+2n+ +— .+
( ) ( 2 4 aln)

69. Se foloseste relatia: ar = a1g*”".
7. S=atag+.vaq " =altgr.+q )=
1-¢4" . i1 1

1_[1)”
_1 [ 1 1 ]_ 1 q 1 -1+4"
==|1+— — |=—

T+—+..+ =
4\ q @) a 1 & ¢@-D
q
n(n-1)
P=a-ag-aq.aq” =a¢t " =alg

Se observica P = (ﬂ)z .
52

10. FUNCTIA RADICAL

1. a) x-120=>x21=>xe(l,+»)

€) %ZO:xe(—w,l]u(Sﬁw).
-
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3. Punem conditia x* +mx+120(V)xeR & A<0&
em’-4<0eme(-2,2).

4, a) Vrx+2-2-x=2=x+2=42-x+2,

se ridic Ia patrat gi in final se obtine ca solutie x =2.
5.b) V2x-1-Jx-1=42x-9=
= 2x-1=Jx-1+/2x-9

se ridicd la patrat §i in final se obtine ca solutie x = 5.

f) Deoarece Vx+120,Vx+220 si
Jx=320 remlti ca Jx+l+vx+2+Vx—3=0 daca
JET:O,J:TZ:O,J?E:O ceea ce nu poate avea loc
simultan.
6. b) Ecuatia se poate scrie:
Jr+2+0x=25 =S¥~ 18 +/x-9
Dupa ridicarea la patrat obfinem ecuatia:
2432~ 23550 =¥ ~27x +162
Dupa o noud ridicare la pitrat se obtine:
X ~23x-50 =52—x

Se pune conditia 52 -x > 0 si dupd ridicarea la patiat se
obtine solutia x = 36.

7. £} x = 1 este solutie si se arata c3 este singura solutie.
8. Aducénd la acelasi numitor obginem ecuatia:

2Vx+4 =3Jx—1 cusolutiax=5.

9. a} Aducand la acelagi numitor obtinem ecuatia:

x+9 9-2x
6—x)x+9 = (9-2x)0x+4 =
6—x)Vx+9=(9-2x)x+ :m o
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	[image: image141.png]Se pune conditia suplimentard 9-2x >0 i prin ridicare la
+4f
pétrat obtinem soluiile x, =0,x,, = %

10. c) Aplicind o proprietate a proportiilor obfinem: :
(\/x+1-\/x—2)—(\/3c+1+\/x—2)
(Jx+1—Jx—2)+(Jx+1+Jx—2)_

_(x—z)-x:> k-2 _ 1
(x-2)+x  Jx+l T x-1

Se pune conditia x — 1 > 0 si dupé ridicare la patrat obtinem
solutia x = 3.

11 a) Dupi ridicarea la patrat obfinem ecuatia:
Vit —x-11=8-x cu solutiax = 5.

12. a) Observam ci:
x+3+ 45T =x- e ddx T+ 4= (-1 +2)

e 2x 1 =x-1-2Vk -1+ 1= (Va1 -1)
si atunci ecuatia devine: ‘\/X—1+ZI+‘\/X'1—1|=5 $1 are
solufiax = 5.

13.2)Din ]-x 20, x 20 rezultd x[0,1].

Atunci ecuatia se poate scrie: vx+l1-x =1-Jx s

ridicand la pétrat obtinem ecuatia: v1-x +2x =1 , ce are ca
solutie x = 0.

14. a) Solutia problemei este x = 5.

15. Se pun conditiile i se ridic la patrat.

17. a) Punem conditia 3x—5>0 si notdnd I8x+3 =u
si V3x—5 =v rezultd ecuatiile:

-0y

W =8x+3,v  =3x—5= .23 -8 =49.
u—v=1
Obtinem  deci  sistemul: 382 =49 cu solufia

u=3=>x=3
18. a) Se procedeazii ca la 17 si se obfine solutia x = 2.
19. Se procedeazi cala 17.
20. Se procedeazd cala 17.
21. Se procedeaza ca la 17.

22, 2) Notim: # = Yx+1+4x+7 =¥x+3+Yax+5
si ridicdnd la puterea a treia ambii membri ai ecuatiei obtinem:

G+ (s 7+ 3G D+ D (31 + 5547 ) =

(x+3)+(4x+5)+3{/(x+3)(4x+5)(€/x+3+i/4x+5):
= u- (Y@ +7) - forrBEx+5) =0

Solutiile ecuatiei vor fi: x = —é,x = —%

23. a) Punem conditiile: x*~120, x—-az0 (1)

2
Ridicand la patrat obtinem solutia x = a2+1 , a=0 care este
a

solugie corecta daca:

2 2
(a;»l] _120
a = a&(-w,~11U0,1):
a* +1
2a

-az20

24.3) a+x20,a-x20,a>0=xe[-a,a]-{0}.
Aplicind proprietatile proporiilor obtinem ecuatia:
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	[image: image142.png]a-r._ \/;_1 cu solutia x = 2a\/;
Ja+x a+i a+l
25.d) Conditii: x+a=0,x+520,2a-5620 (1)

Conjugata expresiei Vx+a++x+b este expresia
Jx+a—-Jx+b.Din Jx+a-Vx+b=0=a=b.

- Dacii @ # b atunci conjugata nu are solufii §i inmultind in
ecuatie cu conjugata obfinem:

(x+a)—(x+b)=\/a—b(\/x+a—\/xi—b):
Da—b=\/a—b(~/x+a—\/x+b):>

=Jx+a-Jx+b=+a—b.Avem deci:
{\/x+a +x+b=Ja-b

dacia>1.

rra-Jxvb=Ja-b

Scazind ecuatiile obtinem: x+b=0=x=-b, care este
solujie deoarece verifica conditiile (1).

- Dacd a = b ecuafia devine: 2vx+a =0 = x=—-a este solutie
corects.

27. Se foloseste inmulfirea cu conjugata.

28. a) Ecuatia se poate scrie:

NEo1+i|+alVa=1-1=2.
29. Se ridica ambii membri la puterea a treia.

30. Fcuaia se scrie: Vo' —xvx’+a’ =a-x. Dupi

ridicarea la patrat obfinem:

x(x—2a+\/xz+a2)=02x=0$aux—2a+\/x1+a2 =0
31. Ecuatia se poate scrie: (ax—l)(ax+\/;+1)=0.

Rezuita ax—]:O:x:—l—,dacé a#0si ax+Jax +1=0.
a
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Daca a = 0, ecuatia devine 0 = 1, fals.

32. Ecuatia se poate scrie:

F 1Y \/—11
X+ Xt—+—| =4+, x+—+—=a.
4 2 4 2

34. Scriem: ya++/x = x—a, facem substitutia x = ysi
ridicand la patrat obfinem ecuatia de gradul doi in a:
& —a@y’ +1)+y -y=0=a=)*+y+lsaua=y -y
35. Putem scrie: Va—x =x* —a. Punem conditiile:
a-x20,x* -a20 siridicand la patrat obtinem:
@ ~a2 +D+x #1202 a=xt +x,a=x" —x+1

36. Se observi ca x = 0 este solufie a ecuaiel. Notam:
f(xy=va+bx+vb+ex+Jerax,
gx)=b-ax +Je—~bx +Ja-cx

si constatam ci flx) este crescitoare, iar g(x) este
descrescitoare.

- Dacii x < 0 = fix) < f(0) = 0 = g(0) < g(x) si deci ecuatia nu
are solutie.
- Dacii x > 0 = fix) > £0) = 0 = g(0) > g(x) si deci ecuatia nu
are solutie.
Deci singura solutie a ecuatiei este x = 0.

37. a) Punem conditia: x+220=> x & [-2,+0).
- Dacax 2 0 atunci x €{0,00) N [-2,+x0) = x € [0,0) .
Ridicénd la patrat obtinem: x* <x+2=5x&[-1,2].
Deci x €[0,%0)[-1,2]= x<[0,2].
- Dacix <0 atanei: x € [~00,0) N[-2,+0) = x €[-2,0].
2<0sVx+2 = x<Vx+2(¥)xe[-2,0) st deci
(¥) x€{-2,0) este solutie.

38, a) Punem condifia: x—120= x e[l,+0).
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	[image: image143.png]-Dact x+220=> xe[l,0)N[-2,+0) = x & [l,00).

Ridicand la patrat obtinem:

(x+2) 2x-1= 2" +3x+520, adicd x<R.

Deci xe{l,0)n R = x €[l,+w].

-Dacax +2 < 0 atunci: vx—1<x+2 <0 ceea ce este fals.
39.8) V2x+1-Vx—8 >3 2x+1 >Vx—8+3=

= 2x+1>x-8+9+6J/x—8 = 64/x—-8 <x si in continuare se
procedeazi ca la 38.

40. Se ridica 1a patrat ambii membri.
41. a) Ridicand la patrat obtinem:
|x| -2 <(x-4) = x e (~o0,-2]U[2,3}0[6, +0)

42. a) Se stabileste separat semnul numdrdtorului prin
rezolvarea celor doud inegalitati:

JET ‘xZO,\/—m —x <0 §i semnul numitorului.
B, Y1+ 3210 @-x)+(x-3+
B3 A3 (Bx+¥x3) 210
= Y@=0)x-3) (Ya=x+ ¥x73) z0.
Cum ¥4—x +Yx—3 21, incgalitatea se transform? in:
PA=—xKx-3) 20> d-x)x—3) 20> xe[3,4).
44, Se face substituia: \/; =u, \/; =v.
) Din ecuatia x+y+\/m=6 caleuldm Jx+y=2.
1) Se elimina \/;4-“2 intre cele doud ecuatii.

j) Se elimind x++/x—1 prin sciderea ecuatiilor.
k) Se ridica la pétrat prima ecuatie.

11. FUNCTIA EXPONENTIALA $I
LOGARITMICA

1 a)xeR ¢ ¥ -3x+2>0=xe(-w,1)U(2,+0).
10. b) Se trec logaritmii in baza 8 i se obtine:

log, 2 +log, 4 +log, 6 < 2 <> log, 48 <2 &> 48 < 87
12.5) 1g2=1g159=1g10—1g5=1-a;

_lgl5 _1g3+1g5 _a+b
1g30 1gi0+1g3 1+b
17. £) Dupa calcule ecuatia se scrie:

log;,15

4‘:6“:»(:6‘—) =l=>x=0.

18. a) Ecuatia se scrie: 9-3**—27-3% +18 =0 si rezolvind
ecuatia obtinem: 3*=1,3*=2 > x=0saux= =logs2

2x x
19. a) Impartind prin 3% obtinem: (%J +(§] ~1=0>

- 3) =-1+\/§’ gj =«1—\/§:>x=log2 —145
3 2 '3 2 1772

3

21 g) (5+424)(5-V24)=1=5-V24 = !

P 7
:(5—\/2_4)2—1—, si notand (5+v24) =

(5+«/§Z)

obtinem ecuatia: #-98r=0cu solutiile: #;,= (5 + \/EZ)I .
Atunci: x =2, x=-2.

22. a) Impirtind prin 5° obfinem ecuatia @ +GJ =1
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	[image: image144.png]Notand f(x)= G) + [%) observiim ci

feste descresciitoare si cd f2)=1.

Daca x <2= f(x}> f(2)=1=> f(x)=1 nuare solufie.

Dacd x>2= f(x)< f(2)=1= f(x)=1 nu are solutie. Deci
singura solutie este x =2,

\2

: ¥ = x
24.2)3 ~2" +1=2 3':»(33—1] =(22] =31 —1=222

25. a) Se aratii ¢ x =1 este singura solutie a ecuatiei.

26.a) 2!+ 20 = 6" = 12:27+ 120 = 6" care are ca unici
solufie x = 3.

29.2) x>0,x#1, x> —2x+4 > 0= x & (0,+0) = {1} -
log, (¥’ —2x+4)=2=>x* - 2x+4=x' = x=2

30.2)x—1>0=x &(1, ®). Se trece in baza 2.
(1) + 0BG=D

253

log, =3=log,(x-)=2=>x=5

33.b) x> 0 §i notam £ = 1g x obtinind ecuatia:
1
10- 101+ 10= 0= 1, = 10, 1= %2X= 10", x = 10

34. a) Punem conditia x > 0 ¢i logaritmand in baza 10
obtinem:
lgx'® e < 1g100= (Ig° v—lgx)lgx =2 =
lgtx-1g’ x-2=0= g’ x=21g’ x = 1= x =10

35. &) Punem conditia: x~1>0=> x € (1,+). Notam:
f(x)=x*+2x, g(x)=lg(x —1). Funcfia fare graficul o parabold

cu g > 0 i atunci pentru x>—2i:—% functia este
a

crescatoare. Cum si functia g este crescatoare rezultd ci functia
fix) + g(x) este crescdtoare. Se aratd ci x = 2 este unica solutie
a ecuafiei.
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36. a) Rezolvand ecuatia de gradul doi in x cu parametrul
lgx obtinem: x=1- lgxsaux=1-2lgx
Dacd x=1-1lgx= x+lgx =1, ecuatie ce are solutia x=1.
Dacd x=1-2lgx=>x+2igx=1=>x=1.

38. a) x = 4 este solutie unica.

39. a) Ecuatia se poate scrie: (x* —x*)(x* —x)=0.
Daci x* =x*=>x=2saux=1,iardaci x* =x= x=1.

40. a) Vom demonstra mai intdi ci: a®* = b5 &
© log, a"%" =log, *%* <> log, b-log, a=log, a-log,b.
Ecuatia devine: x®%: (2 43,1802 = 455 =
=5 4B O gyt o 8D =y s k=34,

44. Aducand la forma cea mai simpl obtinem:

X X x 2 X X 2
T*=3"+4"+2.32.42 :(ﬂJ =[32+42) =
=271=32 447 = x=2 solutie unica.

49. Se imparte prin 9* si se obtine:

o

50. Presupunem condifia x > 0 i notdnd Ig x = ¢ obtinem
ecuatia; # =3¢+ a=0cu discriminantul A =9 — 4.

a) Daca A>0©9—4a>0®ae(—w,§-)

ecuatia are doua solugii:

329 4a 39— 44 sfods
= > =lgx= )

=>x=10 2

12

3
b)Daca A=0& a=% ecuatia are solutia x =102
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	[image: image145.png]¢) Dacd A<0c>9—4a<0©ae(%,+oo)

ecuatia nu are solutii.

52.d) 37 +2754.3" =
=3 -12.3 427< 0 ¥ €3,9]=>x¢[1,2].

53.b) 2P 403 0 7y Pl o
=8-27+4.2°42.2" >7’+7—7X:~»-:>49~2’ >4 7=
D x<2= xe(-w,2).

2
tz +2t-2 53
©-41+3
7
=te (1,2)u[3,5):>x e(O,l)u(log2 3,log: -;—)

56. 2) Noténd 2*= ¢ inecuatia devine:

65. a) Se pune conditiax > 0, x = 1 gi scriindu-se logaritmii
inbazaa,a> 0, a = 1 obtinem:
1 + log, x

>0 sinotind: y = :
log, % T+log,x sinotand: y =log, x avem:

Li Y s 0mye(wo-nu
TR 4 e -
S Ty Y € (=0,~1)\(0, +0) .
1) Daci a e (0,1) = log, x & (~0,~1) (0, +20) =
xe(O,l)u(l,wo].
a

2) Dacd a =1 inecuatia initiald devine 1 > 0 ceea ce este fals.
3)Dactt a >1=>log, x € (~o0,~1) U (0, +0) =>

xe(o,-i—)v(l,m)

66. Se aplica inegalitatea mediilor pentru 4 numere gi apoi
se trec toti logaritmii in baza 2.

2ab 2ab 1
68. — <Vab=log, ——2 Jab == =
Py ab = log, P log, Vab zlog_, ab
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1 R 2ab 1 1
=E(l+logab) si logbmz;log,ab:;(logbaﬂ).

Atunci log, ﬁﬂogb 2ab
a+b a

) .
>—(1+log, b)+
+b 2( og, b)

+%(l+logb a) =1+%(]oga b+log, a)=1+

+l[logab+ )>1+l-2=2
2 log, b 2
71.¢) Se noteaza 2" =y si 3 =v.
72. a) Se impart membru cu membru ecuatiile.
73. a) Se rezolva sistemut in 2, 2°7.
74. Se logaritmeazi a doua ecuatie.
75. Noténd u=x +y, v = x —y ecuatiile devin:
2" +3* =13,2" +3" = 5ce au ca solutie unica: # =2, v =1,
76. b) Se pun conditiile x > 0, y > 0 si logaritmand in baza
10 obtinem:
{ylgx=xlgy yigx _xlgx
xlg2=ylg3 ylg3_xlg2

Inlocuind in ecuagia a dona obtinem:
L'+ 1g2

x'?’~lg3=x-lg2:x'?f lg3=lg2=

s s
:XE-I :sz.:(lg_z}lnglgl ; =(Ejlg:g )
Ig3 Ig3

ig3
77. b) Se inlocuieste y cu x° in prima ecuafie, se obtine:
¥ =Y.
78. Se logaritmeazi ambele ecuatii.
79. Se logaritmeazi ambele ecuatii.
81. a) Din prima ecuafie obtinem:
27 =2sau2 =4 x-y=lsaux-y=2

1g2/1g3

=X
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	[image: image146.png]83.c) 2lgx+3lgy=2=1gx’ -y’ = 2= x%y* =100

84. a) Din prima ecuatie rezulta: log,y = 2 sau log, y= -%

86. a) Se logaritmeazi in baza 2 ambele ecuatii:
{lgzx~lgzy=2 :{lgzxﬂsau {lg1X=1 -
lg,x+lg, y=3  |lg,y=1 lg,y=2

x=4 x=2
= sau
y=2 y=4
88. a) Se logaritmeaza in baza 10 prima ecuaie si apoi se

inlocuieste ¥ cu ax obtinandu-se:
x=a"oh, y o ghed

b) Se noteaza u=a*,v=a’.
89. a) Prima ecvafie se logaritmeazi in baza 10, iar din a

doua scoatem y = x? si se obtine:

L] a
) -y
90. Logaritmim ambele ecuatii.
91. Din a doua ecuafie y = x% .
94. Dacd x = 1 atunci sistemul are solutie (v) yeR
a=1,b=1. .

Daci x = 1 atunci logaritménd §i impirtind ecuatiile obfinem:
(y+a)lgx lga algb-blga
= =>y=
(y+b)lgx lgb lga-lgb

daci a#b.

0

2x?
y[logz(xl + )+ 2 +yz]

95. Se studiazd pe rind

0

il

2y*
1 2+ )+ ~
X( og, (x* + y°) xz+y_j

cazurile: a) x=0, y =0

2x*
=0, log, (¥ + )+ =0
b) x og, (x" +7) iy
2y*
=0, 24+ =0
cyy og, (x* +y°) P
2x° 2y*
d) 1032("2+y2)+xz+yz =0,log,(x* + ¥ )+ e =0,

xy
96. Din prima ecuafie scoatem y=x * si inlocuind in a
ey 2
. . X+
doua ecuaie se obtine: x * =x" = (TY) =12=

SE+y)=36=2x+y=6(x>0,y>0)=>x=2,y=4

12. MULTIMI
_ 7
6. @ x==l L5 7 Jez daca este
241 20 Znel il

impar, adicd 2n+1=%17=>ne {0,3} .

15.2) A=m’ -4
- Dacd me(~»,~2)U(2,+wx) atunci mulfimea are doud
elemente.
- Dacé m = 12 atunci mul{imea are un element.
- Daca m (-2, 2) atunci mulfimea are 0 elemente.
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	[image: image147.png]16. a) -1 este solutie a ecuatici daca m—m + 1 =0, fals. 1

. L . i
este solutie a ecuafiei dacd m + m + 1 = 0, adicd m==z.

Atunci mulfimea are un element daci m=—% $i nici un

element dacd m = —%4

satisfac conditiile: x, <2,x,<2, are un element daca
x,S2<x, §i nu are mnici un element daci A< 0 sau
x>2,x%>2.

19. a) Muitimea nu are nici un element daca A< 0 sau x;< 0
§ixa<0.

20. ¢) Multimea are dou elemente daca:
8308500 =2 E5sGhay,
b-3 -10 4

21. a) Multimea are un element daca:
A, 20, A, 20 si ecuatiile au o radicina comund < m = -2.

22. Mulfimea nu are nici un element daca:
A <0Osau A, <Osau A 20sau A, 20 si ecuagile nu au
ridicini comune.

24, Multimea are 4 elemente daci:

A, > 0sau A, >0 si ecuatiile nu au radicini comune.

26.a) A, =m" —4, A,=4m" +4 i ecuatiile nu an ridacini
comune. Atunci mulfimea are doud elemente dack A, >0 si
A, <0 sau A <0 si A, >0=>me(-2,2).

@ -a+l

3. x=——— = —a(x+D+1-x=0
a+l

Deoarece a i x sunt reali, va trebuica A, 20=
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= x e (~00,-3~ 23] U[-3+2./3, + )

32. Din conditiile problemei rezultd ca: A= »* —-4ac20
si A'=h%—4a'c'20; A"=b"~daca'c'= ’
=k —4ach? +4ach”~daca’c' =
=57 (B —4ac)+4ac(b®~4a'c) =b" A+ dac-A'20.

39. Se demonstreazd ci dacd a, b sunt impare atunci
ecuatia a® + bx + 1 = 0 nu are radacini rationale (prin
reducerea la absurd).

13. NUMERE COMPLEXE

6. 2 =3+4i = (a+bi) =3+4i=> (o’ -b" )+ 2abi =
=3+di=a-B =3,2ab=4> - z=2+i2=-2~1
7. Se aplica formula de rezolvare a ecuatiei de gradul 2.
8. ¢) Se considerd z =a+bi si relatia devine:
(a+bif +(a~bi) +(a+bi)-1-i=0=
= (22" - 20 +a~D)+i(b-1)=0
10.Fie z=a+bicua,beR.
a) Rez:%(z+7)@a:%(a+bi+a—bi)c>a=a

d)?:z@a—bi:a+bi©2bi=0©b=0©Imz=0:

1.y m 22 =0©(Z'_ZZ ]— Ah

-2,7, 1-22,) 1-zz,

Z =z, 2z, 2~ 2,

12.3) ReZLTE: =0@[z|+21]=z,+27
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	[image: image148.png]13. Se considerd z =a +bi,z,=a,+b,i §i obiinem o
identitate algebrica.

16. b) Fie o radicina reald a ecuatiet. Atunci:
P —(@+ha-2-i=0=a’ ~aa~2-il@+) =0
<t ~ax-2=0, a+l=0a=~La=1

17 x5 +x, =-Lxx, =L xl +x+1=0,x2 +x,+1=0,
deunderezultéxf:l =1

3341, 3341 1

7 = x tx,=—
&) (5 + D)+, + D) = () + (=) = x4 xP = -1

a) x°+x) = x;

19. 2) Dacd n=3k = x +x) =xF +x* =2
Daci n=3k+I1=x +x] =3 +x* =, +x, =1
Dacd n=3k+2= 5 +x) = x)*? + 2 = x +xl = -1
22. Se demonstreaza ci:
L+ 42T+ 12,2, )
1+2z2,z, -
L, +Z,+2,+2,7, +2)2, 2,2,
- 1-zz,z,

23 03 —1=0=> (%, — 1)(x2 +x, +1)=0=>
Xg + %, +1=0deoarece x, € C-R
) (aocy + bx, Y(bx? +ax,) = abx} +b%x] + a’x3 + abx? =
=abx, +b’ +a* +abx} = a® +b* +ab(x, +3}) =a* +h* —ab.

25, Fie 2 C astel Incét [z|=1. AtunciT =, Vom arita
z

2+2,1 -i= 2z— 2‘

- i+iz

ciexistdi AeR astfel incit =

i+iz :

Searatici icRoImi= 0@( 2)
i+iz
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27. (& +i¥a, +i)---(a, +i) =

=i”(a—_‘+l}(a—?+i)m(a—_"+i)=i"[i—ljﬂl (‘:’ +1)
H H !
‘("‘;” ]=i"(l-a,i)«(1-a2i)~~(1—a,,i)

I

28. Observam ca: (1+x,)(1+x2)(1+x3) =
(43, +x +x)(A+30) =0+ DA+ =2
-Daca n=3k= (1+x )1+ x2) (145 =2-2--2=2%.
- Daca n =3k + 1 atunci:
A4+ X))+ D) x)) = 25 A+ Yy = 250+ x,)
- Dacd n = 3k + 2 atunci:
A+ x )1+ 2D (L0 = 28 L+ 2 WL+t 7 =
(U xg )L+ x2) = 25 (4 3y +xp + x5y =2°.

30, Avem: x" —1=(x—D(x" "+ 2" +..x+1) i
X —l=(x-D(x-x){r-x,).
Deci: (x—x).(x=x,)=x"" +x"7 +..+x+1
si facand x = 1 obtinem: (1-xXi-x,)--(1-x,)=n.
31 Aven: x" ~1=(x—D(x" + 2" 4o b x+1) 5
x"=1=(x—-1{x—-x).(x—x,).

- nl o, n-2 x -1
Deci: (x—x)..{x—x)=x""+x"" +-+x+l= P
Se face x = —1 in relatia de mai sus si se demonstreazi cu

usurintd relatia ceruta.
31
32 (a+by,+ad)" =[al+ ) +br | =
= (-ax, +b)” ={(b~a)- %, " = (b~a)"
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	[image: image149.png]14. ELEMENTE DE COMBINATORICA

S. 54

7. Numerele sub de forma 12x00x sau 21xxx si sunt 23!
190. 10%-15!

11. Numerele sub de forma 5xxxx0 si sunt 4!
16, A%~ 420200 41, . 25.3- 4%,

4
29. C,-Cpys 32.CY,-C;33. C2-CE
34.C;-C+CH-C +CECE4+CE-CLaCECS.
3. CR =54, =>C =54, =

x+8 x+6
- (e +8)(x+7)x +6)(x +5)x +4) _

1-2:3-4-5
=5-(x+6)x+5)x+4) = (x+8)(x+7) = 600 =
=2 +15x-544 =0 x =17

2x(2x—1)..(2x~6) N

36.0) C]. >}, =

123456
2x(2x-1)..2x—4) _ (2x-52x-6)

>
12345 g7 !
3 151 15!

h) G sCi s 2
R P X N Yoy e g

1 1

—— e Y 2_ _ 2
(17—x)(16—x)>x(x—l):x x>272-33x+x* =

=>32x>272:>x>%.ins§: 52x-2,152x=x<15>

= xe[}},ls]mN = xe{9,10,1112,13,14,15}
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Sex(x=1)--(x-y+D=2-(x+Dx-(x~p+2)
37.6) 3 x(x =D (x=y+1) _ 2-x(x=D--(x-y+2)
12y . 12e(y-D)
Dupi simplificari obtinem:
S(x—-y+1y=2(x+1)

3 ) 3x—5y=—32 S5y-3
_ X =
wzz 3x_5y=-3 3
y
Deoarece x €N rezultd y =3k,x= 5A3k‘3=5k~1A

38. a) Punem conditia: 3n+42n* +2n-4=

:nz—n—SSO:ne[#,i;—/—-—ﬁ}:ne{0,1,2,3}

Dintre valorile posibile numai n = 2 este soluie.
40. Se foloseste formuta C*F =¥

4.7, =G ()" (V) =hyr

100-k

a) =5=k=85;

IOo“k=§:>200—2k=3k:>1::40;

)

f) Dezvoltarea are 101 termeni, iar termenul din mijloc este:

0 5 s
T =Cgx?* -a”.

42, 27 =4096 = 2" =22 5 p=13.

8.7, = CsAa .

50-34 3k=-100
=Ct.qg 2 .x ?
=C5-a x
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	[image: image150.png]a) 50-3k

=4=> k=14, iar coeficientul este C12;

3k-100 _

b) = 4= k=36, iar coeficientul este C3%;

50-3k

c) =10= k =10, iar coeficientul este Cly;
3k-100 .
d) =1= k=34, iar coeficientul este 3
50-3k 3k-100
€) 5= =6k =150= k=25, iar coeficientul
este CZ .

4.9 T, =Ch ( \/§)30-k (’ %)k _

= (=D C},5%H"2 345 . T, _ este rafional daca:
30-k —
== eN,%eN:k:Sk’.Amncimzk:

303k 310~ -
= Lt kr).Deoa.rece30 keN:
2 2 2

O S

10-~k%* 10-4'
€ =n

2

N>

=k'=10~2n=2(5-n)

n=l=k'=8=k=24= T, =(-)*C% - 5*-3* =5, .5° -3¢
n=2=k'=6=k=18= T, =(-1)*Cl -5°.3* = (12.5%.3°
n=3=k'=4=k=12= T, =(-1)*C}; -5 -3 =2 .5° .3
n=4k'=22k=6=T, =(-1)°C5 -5 32 = C5 -5 -3¢

n=5=3k'=0=k=0=1 =(-1)°C5 -5 -3° = 5"

45. Se determina termenii rafionali, iar restul termenilor
sunt irafionali.

46.2) C)x"'y =240, C2x"2y* =720, C2x"y* =1080
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impénim membru cu membru prima relatie la a doua i a doua

. . - . . x
la a treia §i scoatem din fiecare relatie obtinuti raportul: —;
y

n-1 x 2n-4 _x n-1_2n-4
= == = =

x
y 6y 9 'y 6 9

49.) 4+ =1 e+ )]
T, = Ch1™ (x4 x2) = CEx*(1+ %) . Daci k.2 4 atuiici Tiwy
contine pe x la putere mai mare decat 3. S
50.2)7, -7, =CF 1 5% LT (—xY = CF-Ci(=x) - x*
Punem conditia: &+ =3.
Coeficientul lui ¥ va fi: —CJ-C2+C}-C2-C2.C) +C}-C)

51. Facem x*= 1, y2 = 1 si suma coeficientilor este: 3%,

53.2) T’”?=50—k;T’“2$1z50_k£1:k2£3
T k+1 T k+1 2
=k225=>T 2T 2
T, SOk

7 >i1= >1:>k<£:k$24:7}627‘252»~

il +1
Deci cel mai mare termen este 7.

$5.2) 3 ktk =3 KiGk+1-1) = 3 [Nk +D k1] =
k=1 &=t k=l
=3 [(k+D&=kl]=2-D+...+[(r+ Dnl] = (r+ D1

56.2) C0=Cr 20 =2C7"..snCr = nC s
(n+DC? = (n+1C?; Notand cu § suma din enunt si adundnd

toti termenii din ambele coloane obtinem:
28 =+ )CE+CL+..+ CIy = S =(n+1)2""

57.8) ~C0 ==C10-C = 0-C' 5 C2 = C
(n=3)C? =(n-3)C2 (n-2)C" =(n-2)Cp;
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	[image: image151.png](n~DCs = (n-DC?. Atunci:
2S-2=(n=-2)CP+C+..+CY=> S =14 (n-2)2""

k k+1
59. a) Se folosegte formula: G G si atunci:
k+1 n+l
= C = Chy 1 & 1
S= n_ nel _ o o+
;kﬂ ;nﬂ n+1; ! n+l( s
ACL 4Oy = 1 (2n+|_cﬂ )‘2"‘]_1
n+l e+l n+1 Al ) T n+1

60. a) Avem identitatea: (1+x)"-(x+1)" =1+ %)™ «
@ (C)+Cx 4.+ O (CO%" +Cix 4.+ C) =
=(Cr., +Chp x4t O X 4ot CITX™)

Identificand coeficientii lui x" din ambele dezvoltiri obginem:
Cr-Cl+Ch-Ch 4. +CTCl =C,

61.a),b) (1+i)" =22 [cos% +ism%)

A+ =(C) -C2+Cl = ) +i-(CL-C}+CE - ).

" "
. > nrw CORIRL
Atunci: C,‘,’~Cj+~-=22cosT;C,',—Cj+~~=2zsm—”.

62. Co =l + Ol Ot = O 4 Cl s

] PR

Cm=CrleC

n+2 nel

Se adund membru cu membru.

63. Notand: u, ="~ %cj + %c,f =y e
n

o 1 .
se aratd cd: u, —u, =5 pentruorice £ > 2.

Se aplicd aceasti relatie de la k = 2 pand la k = n §i se adund
membru cu membru aceste relatii.
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15. ELEMENTE DE ST;}TISTICA St
PROBABILITATI

1.a) 404, ={416};¢) 4, U 4 ={4,8,16,32} = {1,2}.
2.8) A, =A;0)A, =ANB; e)A;=ANB.
2.6 3 2 1

7_1 .4
4.3) —=—;¢)—="1d)—=73e)—=—.
& 14 2 0)14 7 )14 7 5)14 7

8. Cazuri egel posibile sunt C], = C, =120

a) Cazuri favorabile C] =1= P = 1
120

b) Cazuri favorabile C; -C} =63= P -8 2
’ 120 40
¢) Cazuri favorabile C?-Cl+C5-C3+Cp-C} = P=%‘

9. Cazuri egal posibile sunt 36.
a) Cazuri favorabile sunt 9: 2, 2; 2, 4; 2, 6;4,2;4,4; 4,6, 6,2;
6, 4; 6, 6 si atunci probabilitatea este i = 1 .
36 4

dy Cazuri favorabile sunt 6: 1, 1;2,2;3,3;4,4; 5,5, 6, 6; 51

atunci probabilitatea este % = l.

6

11. Cazuri egal posibile sunt 36 x 36 = 36 Cazuri

favorabile neaparifiei dublei 6 sunt 35 x 35 = 35%,
2
Probabilitatea  neaparitiei  dublei  este P:%, iar
probabilitatea ca dubla 6 sa apard cel putin o datd este
2
p=1-32
36

17. Notim: A = bila extrasd din prima urna este rogie
B = bila extrasi din a doua uma este rogic

a) P(d) == 6) P(B) =5 ¢) PLAAB) = PUA)P(B) =
12 10 6
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	[image: image152.png]d) P(4UB) = P(4) + P(B)~ P(ANB) = % :

22. Notam: 4 = prima bil4 este albg
B = adoua bild este atba
C = a doua bila este rogie
D =a doua bila este neagra.
P(ANB) A4 3
a) P(By=————— ="t = .
) Li(B) P4y AL 14
4.5
PANC g 5
b) pA(c)=_(_~_)=ili=_
P(4) 4 14
15
32. Numirul cazurilor egal posibile este 6!
1, 2, 3, se ayeazd In ordine crescitoare si consecutivd in 4
pozitii; 4, 5, 6 se ageaza in 3! posibilitai;
Atunci P=—~4'3! =—1—4
6! 30 .
33, Numerele prime mai mici decit 45 sunt: 2, 3, 5, 7, 11,
13,17, 19,23, 29, 31, 37, 41, 43.
34. Numerele naturale mai mici dect 50 care reprezintd
puterea maturald cu exponent supraunitar a unui alt numar
natural sunt: 4, 8, 9, 16, 25, 27, 36, 49. Atunci numarul

cazurilor favorabile este 8, iar probabilitatea L f—‘;
35. a) Cazurile favorabile sunt: 6, 1; 6, 2; 6,3; 6, 4; 6, 5; 1,
6;2,6;3,6,4,6,5,6; 6,6 adica 11, iar probabilitatea este ;—é .

b) Cazuri favorabile sunt 10, iar probabilitatea este
105
36 18

36. Fie A evenimentul ca 3 si apar3 cel putin o datd i cu
A evenimentul contrar.
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- 9
= P()=1-P(d)= .

o1
216"

a) P(4d)= [%)

b) P(4)= G] = P(4)=1-P(A) =

16. MATRICE SI DETERMINANTI

1. 2. 3. 4. Se aplici metoda substitutici sau metoda
reducerii.

5. 6. Se calculeazi mai intai matricele 4 5i B.

b
11, Se noteazd X = “ V= e/ se efectueazi
¢ d g h

calculele si se identifica elementele de pe aceeasi pozitie.
a by . S
18. a) Se noteazd X = d $i se obtine sistemul:
<
a*+be=0,ab+bd=—l,ac+cd =1, be+d* =0.

a b | .
19. a) Se noteaza X = d si se foloseste relaia:
3

11
X’ X=X-X°, unde X-‘:[O I)A

b . L
20. Se noteazicu X = (a dj si se procedeazi apoicala
c
ex. 18 .
22. a) Se inmuljeste ecuatia a doua cu X, de unde rezults
X=Y+1h.

24.X»(X+Y)=[(2) é] Y~(X+Y)=(g (Z)J:
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	[image: image153.png]X (X+Y)=Y-(X+¥)=> X =Y, Se inlocuieste in una din
ecuatii ¥ cu X si se obtine ecuatia: X? =((1) (I)J

25.a) A=A 4"=4; b) A=0,=4"=0,

26. a)b),c),d) A=A 4"=4.

27. a),b).c),d) A2 =0, 4"=0,.

28. 2) A":(l "); b) A”:(l 0)
01 no1

aQ, a,
¢) Notam: A":( A J unde a,=0,¢, =1 si din relatia
A

an =]

de inductie 4" =A™ - 4 rezultd a,,, =a, +a, .

q,
d) Notam: A" =( e ) unde @, =0, a, =1 si din relatia

a4 Gy

deinductie 4" =A4"" A rezults a,,, =a, +a, .

—sin30° cos30° T ~sinn-30° cosn-30°
34. a) Prin calcul direct AB= B4 =0,. Atunci:
(A+B) =A"+CLA™ B+ +C' AR + B = A"+ B".
35 a) A"=A=>B" =(A+L) =A"+C A"+ 4L, =

= A(1+C 4O+ L = (27~ 1) 4+ I,

32.9) A=( c0s30° s'1n30°)2>!‘,l 7[ cosn-30° sinn-30°}

36 a) £=0,>4"=0,=> B =(A+1,)' =
=4+ CoA™ 4 CA L =ndA+ L.

1 0
37. a) Sescrie A= 21 = ! + ! .
-1 0 -1 -1 10 1

38. b) ££=0,=4"=0,.
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39 a) A’=A=>4"=4.
000 00 0
41.b) £={0 0 0}, 4£={0 0 0|
111 111

46. a) (A+BY =(A+B)(A+B)=A'+AB+BA+B* =
=4+ AB+ AB+ B = £ +24B+B".

48. det 4 =0=> ad ~bc = 0. Conform 47. avem relatia:

A —(a+d)- A+(ad-bc)], =0, > 4 =(a+d)-A.
Prin inductie se arati cd 4" = (a+d)"_‘ 4.

49, A=0,>det £ =0 det 4=0=>ad ~bc=0.
Conform 48. rezulta 4* =(a+d)'” A=0,. Atunci avem:
A A=0,>4=0,;
b) (a+d)'=0=a+d=0=>d=~a;

Azz(a(“+d) 0 J:(O 0]202'
0 ala+d) 00

51 Searatici A=a-I,+b-B i apoi se ridici la puterea

53. h=h—0y=hL—A*=(h-A)hL+ 4).

54, h=hL—0s=L-A4=(L-A)(B+ A+ 4D s
=L Os=L+A=(L+AXhL ~A+4).

56. B=h—A=AB=A(h~A)=4-4"
Analog BA=4 s
UBP =AU~ =Ar =28+ A =242+ 4= 0
si atunci (4-B)" = O; pentru orice 7 22.

57. QA~L) =44 —4A+ 1, =44 ~44+1 =,
A =A=> A =4 k>1. Alnci:
A+LY =4 +C - A 4+ L= AAC)+Ch+ 40 0
+L = 1) A+,
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	[image: image154.png]S8. AP =2. A= 4" =2 4.

A 13 1A
59. £ =A+L = A-(A-1)=1, 73.b) B-B —B«(13—~BA =(4+D)| L-54)=

A=A+ LA =L+ A=A+1,+4=2. d+], =A+13_—‘-A2-iA=A+13—3A—iA=13

60. b) Se inmulieste relatia cu 4~ 10 10 107 10
<) Se Inmulieste relatia cu 4. 80 . a) Se aduna liniile 2 st 3 lalinia 1.
D L£=A-4=-1,. b ab  cqf be ab cq

61. 4-B=4+B=>A-B-A4-B+1,=1, byjab ca bc:%b—:j»ab ca bej=
=(A-LXB~L)=1,. ca bc ab ca be ab
Atunci det(A~1,)(B~-1,)=det ], = det(4 - I,)- abe  a’b dc be o o Jbc @8 &
-det(B~1,)=1=>det(4A~1,) = 0. Avem in continuare: =L abe b= LA g B=lp ac 8.
(A-LYB-L)=1,=B-I,=(4-1,)" = abe c’a bc' ab| abe ct toabl | o ab)
=(B-L)A-1)=1,= BA=A+B=B-A=A4-B. 82. ¢) Se adunit coloanele 2 si 3 la prima coloana.

65. 42 =0, a’ +bhe=0;bla+d)=0;c(a+d) =0, 83, Valoarea determinantului este:
bc+d?=0.Din2si3 rezultia+d=0saub=0,c=0. (@+btctx+y+a)-(ab+betea—a ~b'~c).
Daci a+d=0=d=-a=5a" +d" =0 §i bc=~a’<0. 85. a) Se aduna toate liniile la linia 1.
Dack b=c=0=a’=d'=0= a=d=0=a" +q" =0. 92.c)C0nsiderémdetennmanmliO 11:-2:0.

68.2) A" = A+20 =ud+v = u,=1v,=2 2 -2
84 presupunem ci 4" =u, - A+v,-1. Atunci B 3 -2 1 b 3
A"*'=um.-A+vM,-I RangA=2daca |0 1 41=0s5i0 1 4=0&
A =AM = Aoy Ay, T = 2 -2 1 2 -21
=4, A +v, A=u, (A+20)+v, A= oa=-2 sib=—§.
=, +v,) A4 20, I = u =u, 4,9, =2u,. i 828 3

69.2) Prin caloul =4, B*=B, AB=B'si Bd= A, Rang 4 =3 dach a#—-= san b=

M. b) B=A+l,= B-L,=4=(B-1,)'=4*=0,> 97, det 4=x"-(1-m)+2x+3-2m. Matricea 4 este
=B -2B+L=0,= B =2-(4+L)~1,=24+1,. inversabila daca det 4 % 0 < x*(1 —m) + 2x+3 = 2m % 0 (¥) x
) B -2B+5,=0,BQ2L,-B)=1,= 5" =21,- 8. eR@Ax<0<:>me(—oo,1)U[§2-*+°°)A

100. a) AB=BA = 03, 42 =34 5i B=3B.
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	[image: image155.png]15. SISTEME DE ECUATII

1. a), b) ¢) Se pune conditia ca determinantul sistemului s3
fie nenul.

d) Se pune condifia ca determinantul caracteristic si fie
ul.

2. a) Se pune conditia ca matricea sistemului s aibd rangul
mai mic dect 3 i determinantii caracteristici s3 fie egali cu
zero.

3. Se pune conditia ca rangul sistemului si fie mai mic
decit numdrul ecuatiilor si cel pufin un determinant
caracteristic sa fie diferit de zero.

d.e)A=(a+2)a-1)

- Dacd a #-2 si a #! atunci sistemul este compatibil determinat

si se rezolvi cu regula lui Cramer.

-2 1
-2

# = 2, determinantul caracteristic este nenul $i atunci sisteniul

este incompatibil.

- Daci ¢ = 1 rangul matricei sistemului este 7 = 1 st sistemul

este compatibil 2 nedeterminat.

S.a)r=%byr=2c)r=2;dyr=2;
A=-3;)A=—ab+b;g) A=b{(a’—3a+2),

m) r = 3. Sistemul este compatibil dacd determinantul
caracteristic este nul si incompatibil in caz contrar.

9. Se pune conditia ca determinatul sistemului sa fie nul.
b)A=2a2—4a=0:a=Osaua=2
HA=(a-bYb-clc-a)y=0=a=bsaub=csauc=a

- Dacid a = -2 luim ca determinant principal =3,
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18. LEGI DE COMPOZITIE

2. Sd se arate ¢ (V)x,y e M rezulth x*ye M.
Dxy e (1,2)=>x=1+a,y=1+bundeqa be (0,1).

3ab—a—-b+1
x*y:(l+a)*(1+b)-...—m
3ab—-a—b+1 ab

1 =1 >0
Rl a1 ab+-ayi-b)

a-a:d=b _,
ab+(1-a)(1-b)
Adevirati oricare ar fi a, be(0,1).
5.8) (6, (@) eM=xx' > 1y >2
) ()= o —x - X'+ 2,0~ 2y -2 + 6)
Se arati cu uguringd cdxx' —x —x'+2>1si
W-2y-2'+6>2,(V)x x> Lyy>2
xy—6
x+y-5
8.¢) 2%3=2%3+2=3" sideci 2#3#3%2.
10.2) (243) x4 224 (3+4).
12. Legea * este comunicativi i atunci elementul neutru
determind din egalitatea:

xre=x>Jr —rr~ +2=x>e=2.

3 1 3
12.2) x*e=x=¢ =—-2~,e2=5e —oo,—i .

x*y<2S

T xky=y*x= Vx,ye(g,wo).

15. g) Elementul neutru este % i atunci avem:

x*x'—L:—xx‘-———zl:x':l—x.
- 2xx'-x—x'+1 2

Evident dacix € (0, 1) = x' € (0, 1).
311





	[image: image156.png]. 1 1 1 1
16.d)Din ~—<x<—;-—<y<— -
) FExss 2_y52rezulté.

. . T . T . .
x =sin(arcsin x), unde — 3 <arcsinx < E; ¥ =sin(arcsin y),

n . T
unde r < arcsiny < —;

6

5 : - "
V1-»* = /i -sin* (arcsin y) = cos(aresin y)
V1-x* = \I-sin’(arcsin ) = cos(arcsin x)
X* y = sin(arcsin x) - cos(arcsin y) +
+sin(arcsin y) - cos(aresin x) = sin(arcsin x + arcsin »)
xo(y*z)=sinfarcsin x - arcsin(y * z)] =
=sin {arcsin x-arcsin[sin(arcsin y + arcsin A=
=sin[aresin x - (arcsin y + arcsin 2)]
(x°y)*(xoz) =sin[arcsin(xo ) +arcsin(xo )=
= sin[arcsinfsin(arcsin x - arcsin y)] +
+arcsinfsin(aresin x -arosin 2)]] =
= sin[arcsin x - arcsin y + arcsin x - arcsin z] =

= sin[aresin x - (arcsin y + arcsin z)] .

Deci x°(}’*z)=(x°y)*(x02)(V)x,y,ze[-—%,

]

(S

17. a*(x*y)=(a*x)sy=(x*a)*y =
=x*(@xy)=x*(yra)=(x*y)*a

18. xx(yrn)y=(x*y)xz (V) nLyzeRe
S a'xyz—ab-(xy+xz+yz) +(ac—b)-x+ b} (y+2)—
~be+c=a’xyz-ab-(xy+xz +yz) + (ac—b)- 2+
+H(x+y)—be+c & (ac—b~b) (x~2)=0
M xzeRoac-b-P =0 b +b=ac

19. Se procedeazi ca la 18.
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19. GRUPURI

1 k
15. Se defineste [ [(0 IJ) =k

16.¢) z =cosax+i-sina,a €[0,27) si atunci definim:
cosa sina]

f:G,—)Gz,_f(cosa+i~sina)=( )
—Sma  COSa

3
17. Definim f:G, _>cz,f(x+y.J§)=[x yj'
y x

20. Se defineste f/:G - R, f ([Z g)] =g si se demon-
streazi cu usurinti relatia f(xp) = f(x) f(3).(V)x,y€G.
N a a-1 .
22. Se defineste f:GﬁR,f((o 1 )]=a §i se
demonstreaza cu usurinta relagia:
Sy= £ f(V)x.r<G.
10 x
23. Sedefineste f:G >R, /|10 1 0]|=x sisede-
061
monstreaza cu usuringa relatia:
T =)+ (V)xyeG.
29. Elementul neutru al grupului de la a) este 2 si al

grupului de la b) este ~1. Atunci f2)=-1=>2+a= -1 =
= a=-3siatunci f(x)=x-3.

34. Elementul neutru al grupului de la a) este %, al

grupului de la b) este 1.

. 3_1+a_3 x+2
Atunci f()=2=> 2= o g=2= fx)=22.,
ot S 2 2 2 “ I x+1
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	[image: image157.png]35. Se determind a 5i b din relatia:
Fon) =f)* f(1) (V)x,y € (0,40) © axy+b =
=(ax+b)-(ay+5)-10-(ax+5)~10-(ay +5)+110 =
@axy+b=a2xy+abx+aby+b2—IOax—IOwaan—
—10b+110@xy~(a—a2)+x'(IOa—ab)+y<(l()a—ab)+
+215-57 -110=0 (V)x, y & (0,+w) <
a-a'=0;10a-ab=0;21b-bp*-110=0 <
< a=16=10.Deci f(x)=x+10

40. R, SR, f(x)=Inx

42 b) xeZ,nZ;=>x=3k=51=k se divide prin 5
=k=5nsiatunci x=3k=15neZ > Z,NZ, cZ,
xeZi=x=15k=5-Gkye Zs,x=3-(5k)e Z, =
xe€ZyNLs =2y cZyNZg

49. 2) Se face tabla inmulfirii 5i se verifici cu ugurints ca H
este subgrup s I =1, = g2, (¢)) " =¢.
b) Fie H, < C” subgrup cu 3 elemente. Rezultd H, = {1, a,b},
cul=a#b Avem &’ =aa c H i atunci = 1 sana*=a.
1) Daci o= 1, atunci a = +1 si cum a = 1 rezulti a = -1.
=L (- =-Ld " =b=s b =l p=tl=
= b=-1=gq, ceca ce este fals.
D a'=a=>a=0¢C saua=1, ceea ce este fals.
Atunci o’ =b=H, ={la,¢’}.Dara’cH, §i excluzind
situatiile a* = a 5i 0’ = &, rezulta = 1 cu g # 1. Deci # + a + +
1=0.
Rezulta atunci ca subgrupul G coincide cu H.

SL()'=x'y'=>ypx=xy=x=mxy>
e=xyx'y' =S y=xx'= px=xy.

52. & =(ab’ =’ =ab-ab= a=bab ¢}

b’ =(ab)* = b* =ab-ab= b= aba 2
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(1) 5i (2) =>ab = bab-aba = b-aba-ba = b-b-ba=b'a =
= b =ab’a = b-b=ab’a = B =ab’a.
53.2) ab’ = ab-b = ba*b = ba-ab ba-ba® = b-abo =
=b-bat-d = B at = b= ab* == a=e.
b) b’ = b-ba*-a = b-ab-a = ba-ba = (ba)™.
55. a) ab’ = ab-b = ba*b = ba-ab = ba-ba® = b-ab-a* =
=b-bd"-ad* = b,
b) &b = a-ab = a-ba’ = ab-a* = ba>a* = ba".
o) a*h’ = a-abb = a-ba’-b = ab-d*h = ba*-a’b = ba*-ab =
= bd’ ba’ = ba-ab-d* = ba-ba*-a = (be)*-a.
&y ’b=da"ab= &bd’ = a-abd® = abd-a = aba* = ba®
56. ab = ba’ = ba-a = ab*a = ab-ba = ab-ab’ = a-bab* =
=ag-ab*h? = a’h" = ¢ = ab’. Analoge = b,
57. Demonstratia se face prin inductie. Pentru n = 2 egalitatea
devine b = ba’, egalitate demonstrat [a 55. b).
Presupunem acum ci @'b = ba™”. Inmultind Ia stinga cu a
obtinem ™' = aba® = a™'b = b = a™' = =bpd™
58.2) (ab)’ = ab-ab=a-ba'b=aabb=d"H =¢;
(@b*) = ab>ab* = abba-b* = ab-ab* b = ab-ab-b’ = (ab’;
(ba) = ba-ba= ab’-ab® = ab-ba-b* = ab-ab™-b* = ab-ab-b’=
= (ab)*e = (ab)".
b) (abza) 2= a’a-abla = ab’d’b’a = ab’eb’a = ab'a =
ab-ba = ab-e-a=aba.
59. o? = (aby(ab)=> a = bab = a = b(bab)b = b’ab* = &
Sd=esd =g bd=c
60. 2) &°b = a-ab = a-bd’® = ab-d’ = ba’-d’ = ba* = ba-a* =
= bate=bd.
b) &b = d-abb = dba’-b = b-a*ab = o’b-a*-ba’=
= bdbd’ = - dbbd = d* prd = brd’.
61.a) aba=b = ab-ab=b*; aba = b = baba= b =
=>abab = baba => (aba)b = (bab)a = b-b=a-a => " =B,
b) abab = baba =(aby’ = (ba)’ = (ab)" = (ba)' =
=ab-ab-ab-ab = ba-ba-ba-ba = aba-bab-ab = bab-aba-ba =
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	[image: image158.png]= ba-ab=ab-ba = ba’bh =ab’a
362. xy52= Y= chz-y3 =yx= Vxyt= Yrx=xh=
=yx=»xyy=y3x:yzxy=y3x:>xy=yx (M x,yeG.
63.3x =e = xy=x"= % =¢. Anal ? = ¢ 5i atanci
x}y=xy2'x6y:x4-x2§=x4~ 2=y2. 2,2 (z)gxzyz_esi b
H Y =5t xpat = xyatit =
64.a2=eza=e$ib2=ezé:e,deundea=b.
65. Fie ¢ = aba™'=> ¢ = ¢* = aba™ aba ™ -aba ™ .aba™ =
=abd’abaaba taba = ab'at = e = aba =
Sbt=e

66. Presupunem ci existi xcG-{e} astfel incit
x=x"=x =0,

Insd f(x)=x"=e= fe)=> x=e (finjectiva), fals.

Deci pentru orice x G —{e} avem x#x. Se formeazi
giupe din cite un clement si inversul siu si impreuna cu
elementul neutru obfinem un numir impar de elemente.

67. Fie f: Z — Z un automorfism al grupului (Z, +).
Atunci feste injectiva $if (x + y) = £ (X) + £ () (V) x, yeZ
Pentru x = y = 0 obfinem f (0) = 1 (0) + £ (0) = f(0) = 0.
Notand a = f (1), rezulta prin inductie c& /' (x) = ax pentru orice
xe N. Ludnd y = — obtinem 0 = f (x ~ x) = £ (x) + f(-x) = f (-
)f) =—f (¥) = ~ax = a(—x) i atunci £ (x) = ax pentru orice x & Z.
Insd functia f este surjectivi si atunci existd beZ astfel incat
By=l=ab=1=a= == f(x)=xsi f(x})=—x

68, Presupunem ¢a (Z, +) = (Q, +). Atunci existi I
Z—Q, fbijectiva astfel incat £ (x + ) = f(x) + (1), (V) x, ¥ &
Z. Pentru x = y =0 obtinem f (0) = 0. Notand 7 (1) = a. Prin
inductie matematica se aratd ci f(n) = na (¥) n eN. Pentru y =
—x obfinem 1'(0) =1 (x) + /(%) = (%) = (%), (V) x € Z.
Pentru n eN* avem f(-n) = —f (n) = -na, deci  f(x) = xa (V)
xe Z,unde a =f(1) €Q. .
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Atnei a=2 mneZn>0. Deci f(x)="2 i fiind
n n

surjectivd rezultd ci pentru %(B)xez astfel incét
n

=t amnc o ton oam(rrt)=n, adic n
n+l n  n+l

se divide n + 1, ceea ce este fals.

69. Presupunem ci (Q, +) = (R, +). Atunci (3) £ Q—-R, f
bijectiva astfel incat £ (x + y) =f(x) + (), (V) x, ¥ € Q. Pentru
JV2,1¢R, ffiind sutjectiva, rezultd c& (3) @, beQ astfel Incat

flay= \[2_,]’(6): 1. Cum a = 0, b # 0 existi m, n € Z* astfel
incat ma = nb. Atunci f (1na) = f (nb) de unde mf (a)=nf (b) =
mf2 = n<1:\/_=%, fals.

70. Presupunem ci (Q% ) = (Q, +). Atwnci (3)
f:Q. = Q. f bijectiva astfel inct £ (xy) = £ (x) + 1 ), (V) x,
yeQ..Dacix=y=1=/()=fQ)+/(1)=,(1)=0,iar
dacix=y=-1=7D)=f-D=>A-1)=0=f(1=0.
Deci f(1)=f(-1) = 1 =1, fals deoarece f este injectivi.

71. Presupunem ca (Q*,-)z(R*,-). Atunci (3), £ Q*—>R*, f
bijectiva astfel incat £ (xy) = £ (x) - £ O), (V) x, ¥ € Q* Fie
/(2) = a, a € R*. Atunci exists be R*, astfel incat 5° = a.
Functia fiind surjectiva, existd xe Q* astfel incat f (x) = &.
Atunci: 8 = £3(x) = £ (). Dar b° = a = £(2) 5i f fiind injectiva

avemx’ =2 = x= \3/5 , ceea ce este fals.

20. INELE SI CORPURI

1. Se verifici axiomele inelului.

317





	[image: image159.png]2. a) Elementul neutru fagi de * este ¢ = 3. Se
demonstreazi cu usuringd ci dacix ey =3 = x =3 sau y=3.

3. Se verifici axiomele corpului.

4. c) Elementele neutre fata de legile de la a) sunt —1 §i 0,
iar fata de legile de la b sunt 1 si 2. Din conditiile . f(~1)=1
$if(0)=2rezultia=1;b=2=f(x)=x+2.

7. ¢) Se stabileste izomorfismul:

f:A"M’f(“y‘ﬁ):(;y y].

X
9.¢) £:QxQ > Qi f(x,0) = x+iy

x 4y
17.¢) f:A—)B,f(x-x-y.\/E): v

- X

2

x 0
19. a) (ab)’ = abab = aabb = a’h* = ab
(1 -a)2=1~2a+az=1-2a+a:l-a
(1-8Y=1-2b+b*=1-2b+b=1-b
byab(l-ay=ab-aba=ab-a’b=ab-ab=0
ab(l1-b)=ab - abb=ab-ab*=ab-ab=0
20. Fie v inversul lui 1 — ab = u(l - ab) = (1 -ab)u=1 =
uab=wu - 1. Vom ardta ci v = 1 + bua este inversul lui 1 - -
ba.
w1 - bay=(1 + bua)-(1 - bay =1 — ba + bua — buaba =
=1-ba+bua-b(u-1)a=-=1. Analog (1 - bajv=1.
2L a) (xxp) sz =x¥y+z- (x¥)z=x+y—xp+z-
Sty -xz=xyzexy—xz-yrtx+y+z
Analog x*(y#7) = xyz — Xy — xz — yz + x + y + z i atunci
rezult} ¢i * este asociativi.
Se aratd cu usurin{a c4 elementul neutru fagi de * este 0.
b) Fie x, elementul simetric al lui 1 - x din inel. Atunci:

18.b) f:R—)A,f(x):(x 0)
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(1—x)x,=l:>x‘=l—l——— dacd x # 1. Fie x" elementul

x
simetric al lui x faa de *, Atunci: xex" =0 =>x+x"-xx"= =0
e
= x"=-~—~ deoarecex = 1.
-—X

2.5 =x; (-x)u=-x:xu=-x st atunci rezulti:

x:-x:x+x=0AAvem:x+1:(x+1)'2:

=52+ Ot l=x? x4 x

S+t =rs ettt =St =0

S+t = o=l

sx=x=Ptzrolt=rzx x>

S Yx=xo¥ a=roxX=x2x' =¥ =x.

23.8) (x+x) =x+x= 0+ 4 4 = x+x D

Dx+x+x+x=x+x=x+x=0

b) x+y) =x+y=> X+t Yy =x+y=

Dx+y+ayix=x+y=>xy+x=0xp=—mx.

Tosi xy + xy = 0 §i atunci rezulta xy = yx (V) x, y €A.

24. 2) Se demonstreazi ci ab# 0, ab=a; ab= b.

b) Se demonstreazi ca a*# 0, #a; o’ = 1 s atunci: &=
b=sd=ab=1=d=1=(a-)@+a+1)=0=> d+a
+1 =0 deoarece a % 0.

25. a) = b) aba = a = abab = ab = ab(ab-1)= 0 =
= baab-(ab-1)= 0 => ba’b-(ab-1)=0 = ab-1=0=ab=1.
Analog ba=1.

b) = ¢) ab =1 = aba = a. Fie x¢ A astfel incit axa = ax
x=1x1 = (bay(ab) = b{axa)b = bab = (ba)b=1-b=b

Deci & este unic.

¢) = a) a-(b + ab-1ya = aba + a-(ab)a - &= a + a(aba) - =
=g+d-d=a=b+ab-1=b=ab=1. Analogba=1.
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	[image: image160.png]21. INELE DE POLINOAME CU COEFICIENTI
INTR-UN CORP COMUTATIV (Q, R, C)

2. Se pune conditia P(~1)=3.

3.2) P()=0,P(-1)=0=>a=1b=3.

5.8) Q{x)=(x—1)(x + 1)(x +3) si se pun onditiile:
P(1)=0,P(-1)=0,P(~3)=0.
©) Q(x)=x+5x* + 2x ~8. Se imparte P(x) la Q(x).

6. Se considerd P(x) = ax + b,a # 0. Se impart membru
cu membru polinoamele si se pune conditia ca restul si fie 0.

9. a) Bvident P(1)=0 si P(x)=x"" ~x—mx +n=
=x(x"-D-n(x~D=x(x-D(x"" +x"+ . +x+1)—
—n(x—D=x-D" + 3" o+ x-n) = (x —DR(x)
unde R(x)=x" +x"" +..+x-n=R({1)=0.

10 a) Fie xy, x; rédicinjle ecua;ieiszrer 1=0. Atunci: x*+

Avem o>+ a+1=0 si mmultmd cu o — 1 obinem & = 1. Ne
riméne s ardtim ci Pa)=0.

P(e) =0c(0cz FD 1 P = (=) 4 o™ = - S
+a3n&2 6I\+Z +a3nt2 =a3n+2(1_a3n) =a3n+3(1_1) =0

13. a) Fie ), ¥, radicinile ecuaﬁeiﬁ x+1=0. Atanci: ¥ —

Avem o — o + 1 —0§1 mmu]pnd cu e+ 1 obtinem &®= 1. Vom
pune conditia ca P(c) =
Plo)=(a-D"-a"+1=(a®)" ~a” +1=a®™ —a™ +1
~daci m=6k=>Pla)=a™ —a® +1=1-1+120
-dach m=6k+1= P(@)=a™? - +1=0’ —a+1=0
~dacd m=6k+2= Pla) =™ a7 41 =
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=L 0 Trl=-0 ~UFlFU

-daci m=6k+3=>Pla)=a¥ —a® P +1=32£0

-dack m=6k+4=P@)=a™t —a" M rli=ad +a+120
-daci m=6k+5=P(@)=a™" -a* +1=a’ ~a+1=0
Deci m=6k+1,m=6k+5

16. a) P(x)=(x"-2)"—x(x*+1). Dacd o < 0 atunci
P(a) >0 si deci o nu poate fi radicind a ecuatie.

17. P(x)= (e~ (x + (x +4) - Clx)+ax® +bx+ ¢
P{l)=a+b+c=15P(-)=a~b+c=7;
P(-4)=16a~4b+c=-80.

21. Fiacand pe rind x = 1 si x = —1 in relajie repultd
P(1)=5 respectiv P(2)=-1. Se continua ca la 17.

27. P(x)=a,x’ +ax® + a,x +a, . Se pun conditiile:
P(2)=P(3)=P(4) 5i P(-1)=0.
29. Se aplica algoritmul lui Euclid.

30. c) Fie  ridécina comuna. Atunci:
& ~aat-a-2=0 si a*+aa’~10=0. Din prima relatie
& -a-2 .. L .
scoatem: a=-——5—— i Inlocuim in a doua relafic.
@

Rezolvim ecuatia obinut3 §i gisim ridicina comund.

31, a) Aplicim algoritmul lui Euclid, oprindu-ne astfel
incat cel mai mare divizor comun si fie de gradul doi.
Impunem conditia ca noul rest sa fie zero si obtinem: - 6at+
+5=03i &" + 10a ~ 11 = 0 ecuatii ce au ca raddicini comuni a =
=1.

B.o)xt+(a-2)x - 2a+ 12+ (2-d)x+2a=0=
=xt a2 - 2ad — AP+ 2x—ax +2a= 0=

o2 2t a(® = 2P - x+2)=0(V)aeR >
w2 4 2= 05’ - 27 - +2=0.
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	[image: image161.png]Radicinile independente de a ale ecuatiei sunt ridacinile
comune ale celor doud ecuaii, adie x, = 1, x,=—1, x;= 2.

34.2) £ —Qa+DX + (@ + 1’ — (@ +a+ Dx+a=0=>
2x'-2ar’ -+ a1 2t x - —x4a=0=
Sa (P -1y v a2 + 2 —x £ Db x5 4 ¥
D -x=0, -2+ 27 —x+1=0, x' —x’ + x> =,
Raddcina comuni este x;= 1.

38. a) Se foloseste relatia suplimentard 2x= x)+ x3, care
cuplatd cu relatiile lui Viete ne dan: g =3,x;= =3, ;p=-1,x3=1.
39. a) Se foloseste relatia suplimentard xxq = xp¢3, care
cuplatd cu relatiile lui Viete ne dau: a = 15, si radacinile 1,2, 4, 8.
47. d) Deoarece x1, X3, x3 verifica ecuatia avem:
% = 2x + 20 =1=0,x] - 23 + 2x, -1 =0:
X -2x2 + 2x, —1=0. fomultind prima relatie cu x a doua cu
% §i atrefa cu x}, si notind cu S, = x" +x7 + x; , obtinem
relatia:
8,.3=28,,,+28,,, -8, =0(V)neN (¢
n=0=35, =x1°+x§+x;’ =3;
n=1= S =x+x, +x,=3;
n=2= 8 =x +x} +x2 =0,
n=0=8,=28,-25 +8,=-4+3=-1;
n=1=8,=28-28,+8, =-2+2=0;
n=2=8=28,-28,+8,=2;
o1 1 1
» et =
o+l o+l x+1
=N NN 0% 20N+ +0)+3 9 3

XXy + XX H 0 XX A X+l 6 2

48.2) xf —2=(xf +x7 + 3 + 1) (5 -1 ~1=-1
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x-2=(d +x)+x, D) (x,~)-1=~1
4 4 _ 4_2
X =2 x5-2 % =ty
T 2 M 2 3 33 s

52. a) Ecuatia se scrie: [x(x + 2)]Z —2x(x+2)-a=0.
57. Se folosesc relatiile: & = ar, c = at,d=ar.
59, b-a=x%, + X5+ XX H X+ X X =
111 razana
=xaX | — [ X E =N
Ty X, X
=x 4%, X, = (F ) H(E F D) H(E ) eR
60. x,%, + %%, + X% =0 X%, +x(x, +x,)=0=

XX .
= +x,=—T250,%+%>05i 5, +x,>0=

X

Sa-x=x+x>0Ga-x, >0, a-x, > 0. Atunci:
Ja-x =Ja-x, +\ja-x &
\/XITX;=\/XI+—XB+ XX &

20+ 24 X0+ XX F X%, =0
@2):,+2\/x—f=0®xl+[x,|=0<:xl<0.

6L X, + Xy + X, = =0 XX, + X% £ X%, = by xxX, =—c.

laf =], + 2, + x| < [+ o]+ 1424326
[} = i, + x5, + x| £ e feg] ol s+
|y <1-242:343-1=11;
e =y <) | nl<1-2-3=6.

62. Presupunem ca ecuatia admite o radacind reald =
ac’ +a ~aa+1=0.Cum aeC-R=>a=b+i-ccuc=0.
Atunci: (p+i-c) o +a’ —(p+i-a+1=0=
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	[image: image162.png]S @’ +at-ba+D)+i (ca’—ca)=0=>
Sba’ +a’ —ba+1=0si ca’ —ca=0.

Din ca’ —ca =0= o =0sau a =1saua =~1.
Dacd oo =0=1=0, fals. Dach o, = 1 => 2 =0, fals, Daci ot =
=--1 = 2 =0, fals. Deci ecuatia nu are nici o solutie reala.

64. Ecuafiile sunt reciproce de gradul trei si deci au ca
radicina pe x = —1. Dupa impdrtirea cu x + 1 se obfine o ecuatie
de gradul al doilea cu parametru care se discuti.

65. Ecuatiile sunt bipatrate. Se noteazi x* cu ¥, se obtine o
ecuaie de gradul al doilea in y, care se discuti. Dupi aceea se
fine cont de urmatoarele: dacd y; > 0, y, > 0 atunci ecuatia in x
are patru radacini reale; y| > 0, y» < 0 sau y; < 0, y»> 0 ecuatia
in x are doua ridécini reale; daca y; > 0, y; < 0 atunci ecuatia in
X nu are nici o radacini reala.

66. Se cautd mai intdi radacinile independente de m.

67. Se rezolvi ecuatia de gradul doiin a.

22. INELUL CLASELOR DE RESTURI Zp

1.Searatici f(0)=0 si f(1)=(0).

4.3) fO)=1; fy=0= f=(x+D)7.

8. f=x+x+d f0) =220, =120, 7B = 0=
= x =2 este rddcina ecuatiei.

11. a) Opusul Tui 2 in Z; este 3.

|

3]

[
—]ar
ol
on >

s
| =

Camleste 35"+ A+ 52+ dx+ 4 i restul 3.
13.aP()=2=3 +a+i+1=0=a+ri=a=3.
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16.2) P2+ 1 =@+ 1)
P(d)=0:P(d)=0 =a=3;8=3.

17. Se aplica algoritmul lui Euclid, sau se descompumn in
factori cele doud polinoame si se aplica metoda clasica.

18. a) Se aduna cele doud ecuz\;ii membru cu membru:
dx+ 2a4 0= x+a=0=x=13a Inlocumdmpnmaecuape
obtinem F+da+a=0=d=0=a= 0. Radicina comund
estex=0.

20. b) inmultim pnma ecua;ne cu 2 si adundm la a doua
ecunafie §i obtinem: 3 y = i= y= 3. fnlocuind in una din
ecuatii se obtine x = 3.

23. a) ln.mulpnd pnma ecuatie cu 3 si adunand la ecuatia a
treia obtinem: 3 y+ dz=12 (1). Inmultind a doua ecuaue cu
si adundnd la a treia ecuatic obfinem: 2 y+4z =i (2)
Rezolvand sistemul format de (1) si (2) obtinem: y = 1 z=1 si
apoix = i.

25. Se fac operatiile: ¢; =¢1, ¢ = éc; 4y, 03 =0Cy+ ¢35l se
obtine valoarea determinantului 3.

2 _ (0 1) A3=(
27.¢) A (1 i)

32. d) In Zz avem:

.
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	[image: image163.png]N a b
33. a) Notand: 4 =[c d] objinem sistemul:

a2+bc=1'b(a+d)-6 c(a+d)4 i,6c+d=1.Din
relatiile doi si trei rezulti cia+ d= 0.
b=0=>d=1=a=1sma=3
b=0=>d=1=d=1smd=2
l)a:i,d=12§c=i:c=i
2)a*1 d=3=a+d= f)ceeaceestetal‘

Da= 2d—1:>a+d 0 ceea ce este fals
4a=2,d= 2:>c—1

Matricele cntate sunt: A = 1 9 A= 30
31 i3

34. b) In Z4 se inmulteste a doua ecuatie cu 3 seaduni la
pnma ecuatie §i se obtine:

(a+1)x—1:>a+l-1x—lsaua+]—ix i
1)Dacéa+1—l:a—Oslatunc1x=i y= 3;
2)Dacaa+1=2:a=i$iatuncix—§J 0.

4l.a)A-B=BA= 04
b) Se aplica binomul Tui Newton si se tine seama de a).

0o 0 0 0 0 0
4. 2) A% = (900)A=<666).
0 0 ¢ 8 0 o

b) Se arati ci det(B) = 1 = 0.
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