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1. Sa se arate ¢ multimea 4 este marginita inferior in
fiecare din cazurile de mai jos si si se determine multimea de
minoranti:

A A=(-11) b A=[-57] ¢ A=[-29)

d) 4=(0.7] €) A=(2,+x) f) A:[0,+oo)

2) A={-1,0.2} h) 4=(0,1)u{2} ) A={0} (L +x).
2. Sa se arate cd mulfimea 4 este marginita superior in

fiecare din cazurile de mai jos si si se determine multimea de
majoranti:

a) A=(-1,0) b A=[-32] o a=[-21)
& A=(0.1] ) A=(-w,5) ) A=(-o0,1}
9 4={-2,0.2} h) 4=(0,2)u{5} I} A={5}U(~wx,0).

3. Si se arate ¢d multimea A este mirginita in fiecare din
cazurile de mai jos:

) A=(-3,3) by A=[-1,2] c) A=[-51)
d)y A=(0,2] e A=(0)u{-1} N A=(-11]
2) A={~10,4} B 4=(0,3)u{9} D A={0}u(24).

4. Sa se arate ci mulfimea A este marginitd in fiecare din
cazurile de mai jos:

ay 4=(-3,3)0[5,6] b) 4=[-1,2}u(5,6)
¢y A={-5,1)0(3,5] dy A=(0,2}0{3}
@) A={0.1)u(2,3) ) A=(-11]w{2.3}.

5. Si se arate ¢ mulfimea 4 nu este mArginild in ficcare
din cazurile de mai jos:
s




	[image: image2.png]ay A=(-).40) b) A=[-3,40) ¢) A=N
&) A=R e) A=(—x,0) ) A=(-w,3]
g 4=Q h) A=(0,+w) i) A={5}U(—,0).
6. Si se determine minorantii §i majorantii min 4, max A

(dacd existd) pentru urmitoarele submultimi A ale dreptei
reale:

a) A=(-L1)u(2,+0);

b) A=(-=»,11U(2,5];

) 4=[-53)V[7.9);

&) A=[-4,-3]U[2,3]w(5,7];

e) A=(-2,3yu4,Tu(8.15];

) A=[0,1]u(2,3]V(5,7];

) A=[0,2)U(5,7)U[9,19).

7. Sa s¢ determine inf A, sup A (calculate in R) pentru
urmitoarele submultimi 4 ale dreptei reale:
W) A=(-1,2)U3,+0); b) A= (—0,31U[5,+0);
¢} A=(-22}U[5,12]: d) 4=(-3,0)13);
¢y A=[-7,1]U{3,9]; f) A=[-5,-11U[2,3];
1) A=[-2,3]1U[5,9]U[15,4w).

8. Sa se arate c& urmatoarcle submultimi A ale lui R sunt
narginite i sa se determine max A si min A (dacd exista):

:|)A={xeR|x2—l<0} ©b) A:{xeR|x2—3x+2<0}
©) A={rxeR|[x<3} d) A={xeR|[x-3<5}
) /1={x€R|x2—x<O} f) A={st|xz—3x<O}

9. S se arate ca urmdtoarele submulfimi 4 ale lui R sunt
nemdrginite §i s3 se determine in R inf A si sup A:
‘|DA={xeR]xz—1>0}; b)A:{xeR|x4—3x2>4};





	[image: image3.png]c)A:{xeR|x3+x20}; d)A={xeR|x’27x—6};
>0}; DA:{xeR|x‘+l<0};
x-1

2) Az{xeR‘ij:>0},

2
&) A:{xeR]x +11

X

X

10. Sa se arate cd urmatoarele submuliimi 4 ale lui R sunt
mirginite §i si se indice in fiecare caz in parte marginea
inferioara i marginea superioari:

a)A:{xeR|xz—4<0}; b)Az{xeR|x-+ll<x};
x—

2 x
ga=lxeREH ol @ a={xer-L—<ol;
x* -1 x4

x Z_
e)A:{st|e +11<0}; QAz{XER|}._4ﬁ'350}
X

e +1

x'-4
LXER|m£0}.

11. Sa se determine céte o veciniitate pentru fiecare .din
urmaétoarele puncte:

D1 bS5 90 A7 €20 H2 g -5

12. S& se determine punctele pentru care muljimile
urmdtoare sunt vecinatati:

a) (-11) b [02] =0 [37) d) (-3,0]
&) R 1) (0,+w) g (-»,0] : hy [-3,3].

13. Sa se determine multimea punctelor de acumulare in
R pentru fiecare din urmitoarele multimi:

a (-12) b [24] o [-12) ) (-14]
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14. S4 se determine mulfimile:

)ﬂ[ “”] » N o,L);

Ten ANt N+2
nzt nal
9 ﬂ[o’ n+2:| ) n Ln_#—:’v)’
neNl neN n
nzl a2l
2n+1 [, 3n+1
e) ﬂ[l, ] H N2 J;
ocM nenl n

nenl 2R+1 ] aenL DH1
i) nzt

) U Q,?ﬁ_l ; b U(z’_h_];

st A+2 ] neN’
nzl ozl

n+2

® ﬂ[l, dn+3), ) Uil,—zl];
[

5n [ 3n
o Us ; 1 L—1
) ,‘Lj.( n+1] ) H, n+4]
nal nzk
Sn+1] [, on
1, 5 2, .
) "EJN( n+l | » ,94_ 3n+1:I
nzd azt

15. Si se determine domeniile maxime de definifie pentru
fiecare din urmatoarele functii:

2
9 fe=22 1 . —;‘Zj O Fo=va-1
& rm=2L g fmem ) se=e
x+[] x+1
g f9= B @=L D fw=VE





	[image: image5.png]16. Sa se arate ¢ urmatoarele functii sunt marginite:
a) f:Ro>R, f(x)=sinx+2.cosx;

b) /1RO R, f(x)= e"”’L

¢) f:R—=>R, f(x)=—— +1

& F1{0+0) >R, f(x)_" 2
42
©+2x
x*+x7 457
. 2x? +sin2x
D f:i0z]>R, f(x)*—‘x—,?—,
x+e'
e 42’

5

&) f:[L+w)>R, f(x)=

g fR->R, f(x)=

17. Sa se demonstreze ci daci AcR este o mulfime
nemarginita, atunci A se poate scrie ca o reuniune numirabild

de multimi marginite.

18. Sa se demonstreze cd existd un gir descendent (I,) n1

de intervale deschise astfel incét si avem egalitatea:

[a,b]= n I,.

ned
nzl

19. S se demonstreze ci existd un gir ascendent (I,) n 21

de intervale inchise astfel incat sa avem egalitatea:

@b=J1,.

nepN

nzl

20. Fie Ay, A;cR. Sa se demonstreze egalitagile:
a) sup(A, U A,)=max{sup A, supA,};
b) inflA, U A,)=minf{inf A ,inf A,}.

21. Fie AcR. 54 se demonstreze egalitatea:

sup|| = max{ 2





	[image: image6.png]22, Vi A, B ¢ R astfel incét:
1 ashV)aeA, (V) beB,

2) (Y)n 21, (3) a,eA, (3) b,B astfel incat b,-a,, <l .
"n
Sa se demonstreze ci sup A = inf B.
23.Fie f:N"— R, astfel incat:
1 .
Sn+1) Sm-max{/ M, f Q). f(M)}.

Sa se arate ci ianA Sfm=0.
e
24. Si studieze paritatea urmitoarelor functii:
2
x*+1
a R-HR, f(X)=———;
» 7 7 T+[x+]]

4 2
b /RSR =I5

+[x]
X -1 .
m+ix2—4l ’
P 4x 1

d :R>R, =
) SRR

€) f:(Aao\-z)u(z,m)—»R,f(x)_lnm.

25. Sa studieze imparitatea urmatoarelor functii:
3

<) /*RSR, f(x)=

3 [ R->R, fx)=—

Xt +1
B RO SR, )=
X —Xx

-1

<) f‘RﬂR,f(x)=72—+—1+|—
X X

10
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26. Sa studieze periodicitatea urmatoarelor funcfii:

2) f:R-R, f(x)={x+2};

b) f:R-R, f(x)=x"-x+1;

¢} fRoR, f(x)=sin’x;

dy /R R f(x)=tg3x;

e) /R R, f(x)=x+sinx

) SRR, fx)=x+{x+1}.

d) F:R-R, f(x)=

27. Si se reprezinte grafic functiflé:
a) FIR-R, f(x)=|e—[x~1];
b) £iR R, f0)=e+x-1];
o £ R-R. fx)=|2x+1-;
d) f:R->R, f(x)=|x—|x—|x—l“|;
e) /:R>R, f(x):ix-|x—|x+1\“;
) f :R-)R,f(x)=|x~|x—1“+‘x—lx+lﬂ;
g) f:R-HR, f(x):'xﬁx“—'x-f—[x”.
28. Si se reprezinte grafic functiile:
a) /':R-»R,f(x):min(xz—1,x—]);
b) /R =R, f(x)=min(x’ ~x+1,-x+1);
¢ f:R-R, f(x)=min(l-x,x%);
d) f:R—»R“f(x)zmin(I,x,xZ);
e) F:R—-R, f(x)=min(l, - 2x, x* +1);
) f:R-R, f(x)=min(-1,x,x*x°);
g) iR R, f(x)=min(l, x, —-x*, 5", —x°).

11




	[image: image8.png]29. Sa se reprezinte grafic functiile;
a) R R, f(x)=max(x’ -3x,-2);
b) /R R, f(x)=max(x’, x);
¢) f:R-R, f(x)=max(l+x,1+x%);
d) f:R-R, f(x)=max(l,x’, x°);
€) f:R-oR, f(x)=max(l,—x, x);
N /R R S(0)=max(l, —x, x°);
g} /R R, f(x)=max(l, - x*, x?).
30. Sa se reprezinte grafic tunciiile:
a) iR RO -[x 1 1] |x];
B) /R R0 =20+ [x];
/R >R‘/(x)=[x+%:!;
d) /:R->R, f(x)=x—[x];
e} [IR>R, f(x)=x+[x];
f) /:R-R, f(x)=2x-[x];
8 SRR, f(x)=x—[r+]].
31. S se demonstreze ca oricare ar fi a, b, ¢ >0, sunt

adevirate wmatoarele inegalitafi:
ath  b+e cta 111 .

Lra 22 !
38 Fid Pral a b ¢’
bc ac ab
b)‘rj —Za+b+c;

c)a+b+v>\/_+ bc+«/:z;
a b o a b o
B Zrr 2 o4
)b4 [ c+a
&) (& +1°+27) (@' + b +¢*) 2 9027
) abc2(—a+b+c)-(a—b+c)~(a+b—c);
g)a"+b3+c?23~(—a+b+c)'(a—b+c)-(a+b—c).

12





	[image: image9.png]32, Pentru a, b, ¢ >0, s& se determine valoarea minimi a
expresiei:

a)E(a,b,c):‘Hb b+c c+a.

a b
b) E(a,b,c) = [—b;m) (ﬁw]»(ﬁﬂ»c);

¢} E(a.b,c)= (a+b+c)( +1+1)
b ¢

d) E(a, bc)z—+L+—c—.
bt+c a+c a+b
33. Fie a,beR] astfel incdt a+b=1. S& se determine

valoarea maxima a expresiei E(a,b)=ab.

34. Fie a,beR; astfel incat a+b=1 . S& se determine
valoarea minima a expresiei:
3 3
»
+b ;0 E(a,b)_i’_J'_
a’b’
35, Daci ab,c>0 §i a+b+c=6, si se determine
valoarea minima a expresiei:
a) Elab,c)y=d’ +b +c°;
a b
by E(a,b,¢}=—+—+—;
) B¢ "The ac ab’

a) Ea, b)=7+— b) E(a. b)—

¢) E(a,b,c) =l+%+l;

4y E(a,b, ¢)~~c+%° 2
[

36. Fie a.beR’, astfel incdt a’+b5 +c’=1. S se

determine valoarea maxima a expresiei:
a) E(a,b,c)=ab+bc+ca;

b) E(a,b.c)=(a+b+c).




	

	[image: image10.png]2. SIRURL

1. 54 se studieze monotonia sirului (a,),,, , unde:
n+l 2n+1
=Tn+1; b = H = ;
@ a,=Tn )4, n+2 e n+l1
n n+1 n -1
d = B = ; =2
) a, "2 4, n+l Da n+2
&
=27 Bya,=2+4; i) q=—i;
v, o, D g, =
P a,=nt K a,=C; hoa-=4
n+1 3n+1 n’
m) a, = —— = =
RN T R 7 R v
P a,=n+(-1" Q) a,=(-n)" 1) a,=n"
s) a, =ln" -4 - t) a, =sinn u g = Bl .
; a A >

2. 84 se studieze monotonia sirului (a, ),a »unde:
a) a, =143+ +(2n-1);

b) a, =V +2% 4 4n?;

) @, =1-2+2.3+-+n(n+l);
d) a,=2+4 +. 1+ (2n);

e) a,=1+2+-+2";

14




	[image: image11.png]3. $4 se arate ca urmitoarele siruri {a,) . wnde:

n n
== bya =—",
R ) %=1
o a,=2"L & a =21
n+1 n+l
2741 A
e) a”72”+3, f) a"‘3”+4"
2) a":!+i]+~»+—1—; h) a"=—1+2+"’+2 ;
12 2 143+ +3"
) a-= n+l | i a,= LR
2n+3 33 3

Ik

© a"={ " } ) a,,={1+l+i,+~.i}.
n+l 2 2 2"

sunt marginite

4. Sa se arate cd urmdtoarele siruri ‘(a,)
nemdrginite, unde:

2 2
-
a)a, = 3 b)a, = 5
) % a+1 ) n+2
3
1424
¢)a,=——:; d)anz’“_*_*ﬂ;
A+l
o a P2t 9 a P2 4tn
" P+l T 1424 4n
2t w42
a =—— h) a,=
&4 T+24-+n ) I:n—l

15
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N a":[1-2+2~3+~-n(n+1)] P a=[27}

8. S se studieze convergenta sirului (a,), ., , unde:

2
a) amzr"i*_l; b) a,=Vn+2-n-1;
A -nl
3 ear n+n’
= da,= H
c) a, T ) a, 2" {37
n n+l
0) o, = a4, ===
e, 1424+ +n g 3
B N
3n n

_13 24 nm+2)
2?3 (n+17

6. Si se studieze periodicitatea sirurilor (a, ), » unde:

a) a,=a,q

o =

—a,

3

b) a=da,a,,=—

'n

©) a, =1+(-1" d) q —% a,, =\1-a’

€) «a, =cosnr ") aﬂ:sinr;—”
nr n+l
a, =cos—— h =4t
8 q, 3 ) 4, { 3 }
7. Foiosind definitia limitei cu vecinatifi, s se verifice cii:
Zn-1 1 2n-1
a) li b) 1 =2;
)~i36n+2 3’ ) lms
) lim—2 + =0; d) limwﬂo;
o 12 43 =)
"” TS —_
€) lim +3 =0; ) limM=[;
ne M 4t o n+n

16




	[image: image13.png]234 4n-
o hm12+4 3+2 +"("+1):+co,
o n4n
8. Folosind criteriul de convergenta cu £ se verifice c:
2n+1 l . dn-1

b) lim =4;
'M4n+3 2’ Ao 42
s

O lim ol g & fim 2

nson’ +4n+ T nn 4n+3

o

o hm4”+] =0; f fim(Jn+i-vn)=
o liml )3 274mn(n+22)= 1 )

me 2 3 (el 2

9.Fie (a,),,, - (B,),,, doud siruri care awaceeasi limit 7,
unde / & R. Si se demonstreze egalititile:
a) im &2 g AL TS
roo 3 nee 2 N
10. Folosind criteriul majordrii, si se verifice urmitoarele
egalitati: e

a) lim——=0; b) lim———— D" =0;
ne g ] men’ tn+l

o tm 321 o, O lim—C 20
ne 1 w2420 4t

2 2

o) lim2-=0; lim "C =03
s 2 v 2" 4 3"

o ]iml—iru+2H'“;(1+2+m+")=0.

11. Folesind criteriul majorarii, s se verifice urmitoarele
egalitafi:
a) liman:l; b lim W +n+l l;
n-mdp+l 2 n>e 3t +4n+1 3

17





	[image: image14.png]2
c) llm[ +2n~n)=l; d) lim[uzn—ﬂ—nj=3;

ol pal o n-1
o) ﬁmmzl; 1) lim M =1;
e gt 4] 2 noo n+2 -

o liml 2423+ 4p. (n+1)

=1.
e P2ty

12. Folosind criteriul majorarii, s se verifice urmétoarele
egalititi:

2 4 3 2
a) lim 2 +‘=+m; b) limmzm;
o gt e 42 .
L SRR . n
c)lim1 r2+ d =+0; d) lim =+w;
ey a1 o g 1
noan
e) im =0 ) lim +3 ;
10l 24t e ]
A4 24 2”
g) lim——— "% _

e ()

13. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general:

2"+4"
a)a, = =
3¢5
b)a = l+3 +6" ;
—@+5
11—2”+5"+3 7
) a =

. 344744, 5" 7.8
Da,=————"""
243" 45" +9"
2+2"+-5-6"+9.1¢0”
ea="—2 =2 "7
4-3"+4"-2.11"
A6 48 410"
TS 7 e

18
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14. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general:
a) a,,:ﬁ—\/r-w-l;
b) ::,,:¢W~Jﬁ;
¢y a, = +3n+2—Jr’ —n+l;
dy a, =3 +n+2 -’ +n+l;
e) an:m—2m+ n+3;
) a, =\n+5+Jn+d+dnt3-3Jn+1;

g)a, =2Jn+1-3Wn+2-Jn+3+2Jn+4.

15, S4 se calculeze limita sirului cu termenul general: :

0 a, =\ Jn-1~Jn -1 ;

b) a,,:W-\/;n——«/;——l;
o a, =Jna2n-1 —n—as1;
d) a,,:\/—n+\/n2—1 —Nn=vr-1;
o a,=\nsnrdn -

f) an=\/nz+m-dnz‘m;

) a, =+ 2n+3 -2 4424Vt 43n+4.

ga,=

16. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general:
a) a, =Yn+3-3Yn-1;
b) a, =2n+5-Yn+1;
2 a, = +n+3-Yn*-n-1;
d)a, o rne3 -t —n—1;

&) a, =Yn+vn+3-Yn-Jn+3;
19






	[image: image16.png]f) amzi/nf"+3n+\/-n—+—2~3/nl+n—\/;+—l;

)a”:%/n3+nz+2n+\/;+_l—\1/n3+nl+n~\[n_+T,
17. 84 se calculeze limita sirului cu termenul gener;

aj anzm—m;

b) a”:&'/m—f/m;

<) aﬂ:M»M;

Da, =Y s sned-Y 20 1,

e) aﬂ:m—m;

f) an=3/n7+n‘+2n+2—f/n5+n"+n—l;

2 a,,:f/n+3+5/n~1~2«5/m+\5/n+5—{/n—9.

18. Folosind criteriul wlestelui* sa se calculeze:

1 2 3 n
a) lim, oot — ;
ol gt 41 p? 42 w43 H+n

b lim sinl® sm2° sin3 smn
el et t Wiz n1+3 n +n
o nmf +F 242 ML R
el g +1 n +2 n +3 n +n
) lim| L= EA ) B |
o 1 2wt e +n

1

“"Eﬁ N At g‘J

b tm 1
nnl | 2+2” 3+2" n+2"

. 1 1
) hm( EREEES .
e.m 1+¢" 2+n 3+e” n+e”
19. 84 se calculeze limita sirului cu termenut general:
20
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aya, =-————s——; b)a,=
® q, n ) n+n+l
9 a”:1+z+~«+n_£; d)a”=1+3+~~+2n—1'
n+2 2 n+3
2tdto+2n P42 +3 +on”
¢) 4, ="—————-n; f) o, =5
n+4 n+n+l
P+ 43+ n
ga,= 5 -
n 3

20. Sa se calculeze limita girului cu termenul general:
P43+ Qu-Y 4n

v a, w 3
3 3 3 . —1y
& a”zl +3 +5 1— +(2n-1) ;
n' +1
3 3 3. 3
0 a“:z +4 +6 + +(2n) n:
g
. 2. -
a a,,:l 2+2-3+3 4Z+ +n(n+l)_£‘
n 3
13+2-4+3-5+--+nn+2)
g d, =
nw+n+l
0 an:L4+2-3+3»36+~»+n(n+3);
n o+l
9a C1.2:342.3-44- 4 n(n+)(n+2)
< " n4+1 M

21. Sa se calculeze limita sirului cu termenul general:
Ma = 1-4+2-543-6++n(n+3)
T4 ) 4+ (1424 4n)

b a C12. 12+ (14244 m)
ST 123423 bt n(n+ Y(n+2)
P42 +F 4 4n’
C) @, = ———— 5
1-5+2:6+---+nn+4)

21
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d)a,= H
) a, P +d s ny
o a 7(2+4+~~+2n)[142+2-3+~~+n(n+1)]‘
D2 (L D+ 243447
2422 34t n’(n+l
N e, :—_1~zﬁ_(_3~)‘
248 1 (2n)
Va = 1:2.3-442.3.4.5+.. SHr(n+ D+ 2)(n+3)
R T P T oyt VTR
22. 84 se calculeze limita sirului cu termenul general
a)a ! ! +e ! H
n-(n+l)
1

P
@Qrn-1)-2n+1)
PR N
(Bn-2)-(3n+1)
+ 1 ;
n(n+1)-(n+2)
, + ot ! H
“T1234 2345 n-(n+0)-(n+2)-(1+3)

i2 2 2
H 2 n
Ha="cry T
13735 @n-1)-2n+1)
3P+3141 32243241 30" +3n+1
8 a,= 3 53 + 3 a3 tot— 3
P2 273 n(n+ly
23. Folosind Lema Ini Stolz-Cesaro, si se calculeze:
1
I+’l’+"+"'+l 1+ ]2+l2+ o+ lz
2) lim 2 b2 3 o
e n o nt et +1
T2y
o) Im +6 +J +n ; @ limln1+lr212+ +lnn;
me e+ e n+n+l

22
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3 1 1
b ey
In2 in3 Inn.

&) im—————; lim 5
) lim @n)! f) o n

144 44"
2 im—m———.

e M)

24. 1) Fie (x,) , , un sir de numere sirict pozitive astfel
incat lim ™t = g unde ¢ € R . S se arate cd limgfx, =a

i x, ey

(criteriut radicalului).

2) Aplicand criteriul radicalului s3 se calculeze lLimita

sirului cu termenul general:
aya, =¥ [2n+3 3,

<) a,=Vn;

2n+1
e) a, =45}
3n° +1
of 77
D
n
k)anz,”/(n+1)~~-(n+n);
n

C3

o
m) a”_\)l 24--+n(n+l) |

25. 1) Fie (a,)

n2t ?

PRSPPI .
fncdt lim—=L = a. Atunci:

s q
n

a) dac a<1=> lima, =0;

bya,=¥ 3n’ ~n+5,
d) a, =%n!;

4n’ +n+l
a,=ff———;
b a n+3
C}
=z

142+ +n

Na, =g———;

n!

Da,=r (n+1)---(n+n) ;
n!

ny a, =4C)-Cl--Cr.

un sir de numere strict pozitive- agtfel
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{critertul raportului).
2)  Folosind criteriul raportului s3 se calculeze limita
siralui cu termenul general:

" n
W =2 Moa=t a2
L 2 (n})
2 rr
n o+l " n!
doa=—==T" g 4= a,=—.
Vo st e g = B oa=7
26. Si se caleuleze limita sirului cu termenul general:
(el Y- Ine1 )
a)an:"h) ; b a, =2 ) ;
n+2 3n+9
” il ' etat

3% +2n -1\
3t +n-7

» (=
i1y 2"+1)"
€ a, :(TJ : ( > ]
h) a, [
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PrTy B

O
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it
e
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4344 (2013}
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B D424ty
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27. S se calculeze limita sirului cu termenul general:
12 23 n(n+1)
A A, = ;
S S S (n+2)
13 2.4 nn+2)
2?3 (n+1y*
~_4.2v5 L nn+3)
TR R ey
52 nn+d)
@ ey
2-13-1 -1

CEF T WA
11 11 1 1
? [l'z‘] (T‘?] (17)’
\ (1 4 (1 4) (1 4]
da=l——mil—m =)
i 32J 1 & 1
28. Sa se calculeze limita girului cu termenul general:
1y ¥ (2. n-1_ Y
2y a,=—||—+1| +[=+1| +- 4} —+1] {;
n n n n
3 3 3
b) a,,:%{(lﬂ) +(3+1) +-~«+["—_1+1) J
n n n n

c)a, =1+1+L2+...+_217;

14242 442"
g, =y
14343+ 43

28
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29. Folosind criterii de limitd s4 se calculeze:
2 4 : 1
a) im0y LA limm;
e 347 o 1437 o 144
4 "
& tim2 f lm&
e s ”l eyl
30. Folosind criterii de timiti sa se calculeze:
B
a) llm& b) hmn b H
et gty ]’ =g
3 . 24 pt
o Hmw; & lim 12 nt
s n! e (2t
t !
& lim n! . D lim cos(nla)

i B
= (1)1 +2%) - (L4 7) 00 4t

]
Dlim——
2ol (142) (142 4. 4n)’

31. Folosind criterii de limits sé se calculeze:

o0
&) llm\‘y b) hm,\“,
eltntnt vn "2 G+ CE+C? +C)

e +z" x"+n!
©) lim . - d) lim o
elintn’ 11 +n (RS BN e

26
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32. Folosind criterii de limith 53 se caléuleze:
. n!
3 lﬂ1’+23+-~+n’;
!
B hm—— D
ool d+ 40+ +4"
i D14V B (4 )
. Jnt ’
& lim L+1) (1 +2%)- (}+3 ) (1+n)
pues nt
¢) lim 42434 +n!
e D

) 11 j(l 2) (1 2n)
f) a, =~ i=t— |-+ |;
1 26/\1 2 1 2n

o Emy +2" 43"+ 40" .

e

>

33. Si se calculeze limita sirului cu termenul general:

[ n n—1
) "} o {J o [_1]
1) a,= ”_”:‘ oS a”:[ZnHji N an:[,,_ﬂ]
" ln-1 n 2n
Oy fme2l [
9 a"'{n+2f h) a"_{n-f-l} b a {n+2}'

34. Sa se calculeze limita girului cu termenul general:

[27+3 1{20+4 4" -1
2 a={""""| b a=—r &) a =l
o a _3”+4"} ) 4 2"[1+2"} o [2"4-1]

27
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35. Si se caleuleze limita

2} a, :{1+1+L+ e

27

1+ +~~r
2 2"

2"+ 4"
1+27

a, ={ } D a ={sin;ll-}.

sirului cu termenul general:

J d) a,=n 1+1+~1—+m+i
2T

1 b) a,,:{]+l+—l-+~-+—1—
2" 2 2 2"

1

2 "

1 1.1 1

7+ e Ity =

3 3" 3" 3 3 3

fla
1.1 1 " 1.1 1
| e S The b — g
22 2" 2 2"
1
{

36. Si se calculeze limita

2) a, =I:\/?Tn}

sirului cu termenul general;

b) a, =[\/nz +n+l]
[#7+7]

¢)a, =[\/n2+n4] da, = -
[\/nz+n+1] [x/n2+n~1]
R D=
b o SO i
a,= 2

37. 84 se calculeze limita

a) a, :{m}
< a, ={\/n2—n+l}

sirului cu termenu! general:

b) a, ={\m2+2n+3}
& a, ={\/n2—n+5}

28
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38. 1) Fiesirul (a,),,, astfel incét lim a, =+,

Si se demonstreze ¢i lim [a,,] =1.

e g
&3

2) Aplicind rezultatul de la a) si se calculeze limita sirului cu
termenul general:

lin+l]
d)a"{ms} v a = 2

2 " n ©a, 2n+1
{2%1} [2n+1:| [Sn‘l_}
2 2 3
ey Qe Detn
‘:n‘—l} [nz+l:| [n2—4:l
) a,- ma=ttd pa-L2d
5 n n+n

astfel incét lima, = +.

n=a0

39. 1) Fiesirul (a,),

21

S se demonstreze ¢i lim o} =0.

o g
n

2) Aplicand rezultatul de la a) s3 se calculeze limita girului cu

termenul general: -
{4n+1
5

a)a:@ b)a,f @

(c) a,=

T a2 3n+2
{nl—l_} {n2+6} {n’{»-n}
2n |, n+l n+l
d =l e = .
) a4, = T et DAy

29





	[image: image26.png]49. 83 se calculeze:
‘ {lim V! .
2 34 IY-B42D- -G+ nl)

41, Sa se calculeze:

n!
i :
PP B2 4 P )

42. S se demonstreze egalitatea:
Hm 1428 5 = lim P 420 g

ey =y

1 1
43. Sa se calculeze: Hm| 1+ —=+--4+—|.
: [ V2 ﬂ]

44. Sa se calculeze: lim [i+i+ e 1 J
. | 227 32 w
l’ur S se calculeze: {im o k-2
P e (k+2)!'
n-l
: 84 se calculeze: lim keN k=2,
=1 (P k)'
< L | 1
47. S& se calculeze: lim Tttt — |,
hepoa C C'N C” C:

135 (21

48. Sa se calculeze: llmz:2 462k +2)°
now +

49. 54 se calculeze:

o (1D n- (=D -(1=2) (r~k +1)
an( b2t 123 k-(k+1)

50. Sa se calculeze: limZarctg(H k).
oo
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51. S se calculeze: Li tg—— .
calculeze: "lgzarcgl o

52. Sa se calculeze: limsin® 7- Nt 4n.
paresy
§3. 94 se calouleze: limcos® 7-va' —n .

54. Sa se discute dupd a,b,ceR limita sirului
termenu} general:

4" +8" +d"
aa,=——r—=
3" +9
b) %“4 +6"+8" +10
3 +6"+7"+a"
3-4"+5" +4"
) a, oo
3'5+4"+7.5"
O a"=3+4 +52 +a" +b .
143437 +4Y
2443 +5 +a" +¥"
e d,=——
3" +5"+6" +¢
1+3+3 443" +a"
D a=——ra
146" +b +-+b"
lta+d +-+a"+b"
g a=————"s—".

l+c+c 4 +c”

55. Se considera sirul (a,) , , cu termenul general:

P43 +5 4+ Qn-1D +n"

a)a,= :
C4
3 >
b)a, = 1342 44-+n(n+2)+C, +C,

2.C4n*
P42 +F +tn 4200 +Cl a0t
J1242343 44 tn(n+ 40

¢)a,=

31
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134244 4a(n+ )+ Cant

C 24dv 22 Can®
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ga,= .
JCA+Co k¥

1) 8a se calculeze in fiecare caz in parte lima, daca k,/e N ;

d)a,

f) a,

2) 8 se calculeze in fiecare caz in parte lim a, daca k,leQ;

3) Sa se calculeze in fiecare caz in parte lima, daci k,/eR.

56. Se considerd sirul (a,) .., ou termenul general:
a) a, =n"-(Vn+2~Jn+i),keN;
LN PR
By a, - LT AoVl
n +n+l
&
c) a,,=n7~(3n+2~1),keN;
n+1

Da,=V2r’-1-a-n;
e) a,=n"-(Vn+a’ ~Jn+b%), keN;

0 a, =n- 4/&1__4L JkeN;
n+5 Vn+4
@ a, =In*~1+q.n.
1) 84 se calculeze in fiecare caz in parte lima, dacd a,beN;

o

2) S se calculeze in fiecare caz in parte lima, daci a,bcQ;

3) Sa se caleuleze in fiecare caz in parte lima, daca a,be N .
s

32
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se studieze convergenta, si atunci cind este posibil s se
calculeze limita gtiind c&:

q, 1 q,
a) =la,, =—— b) a==.a,,=——
) @ =ham =00 ) A=y = e
2a, 3a,
¢) a=la,= L d) a=laqa,,= .
) il il a"+2 ) (! 1 2(1,,1’3

§8. Si se calculeze termenul general al sirului (a")"zl , 88

se studieze convergenta, si atunci cind este posibil sd se
calculeze limita gtiind c&:

1 n 1 n
B a=z.4.=75a b e,

g, & a=la.=

1
c) a,=a,am,=m , -a,.

n

:I—-

59. Si se calculeze termenul general al sirului (a,) . si

se studieze convergenta, si atunci cdnd este posibil si se
calculeze limita stiind ca:

4-a 1
8 @ =La, =3 " b 4=0.4, =7
1 -1 1 a, +1
) oy =—,a4,,= L d) «q a, =l
) 4= 4a,-3 D =3 3-q,
3a,-4 4+q
e =3a,= a“—l D a,=1.a,“|=a”-.

60. S se caleuleze termenul general al sirului (a,),,,, s2

se studieze convergenta, $i atuncn cand este posibil si se
calculeze limita stiind ci: e
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) a=0a,=Ja+1 b q=%, = e

2
2~a;

2a} -1 q,

< a"=\/§,am s+t——— d) g,=la,, =—=
) ! a, N vor:

1 al +1 }3a2—1
) a|='\/—§:am1= I_at il a]=\/§,am]= a2"+1 .

61. 1) Se considera sirul (x, ),odatdex, =c,x, ;= ax, +

+b.
a) 54 se arate cd girul dat de y, = x, ~X,_, este o progresie

geometrica,
b) Si se determine x, in functie de a, b, c.
¢) Daci |a] <1, atunci limx, -

n—n I —-a
2) Folosind rezultatul de la 1) s se calculeze termenul general
al sirului (x, )yut» 4 s¢ studieze convergenta, si atunci cind este
posibil sa se calculeze limita stiind ca:

1 1
a) xozl,x"?,zzrx"f-l b) xo=(),x,”,=§-x"+§
<) x‘,=2,xm=—%<x,,+1 d) x.=~Lx,, =x -1
€) X =lx,=2x -1 B x,=0,x,,,=3x, +1.

62. 84 se calculeze termenul general al girului (a,),,. 58
se studieze convergenta, si atunci cand este posibil s3 se
calculeze limita stiind ca:
a)a=la,=2a; b)a =l,a, =10-q,.

63. St se calculeze termenul general al sirului (a, Dot SE

se studieze convergenfa, si atunci cand este posibil s3 se
calculeze limita gtiind ca:

i34
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=3-a,-2-a,;
b) g =La,=%La,,=24,-4,;

o =la,=7a,,=2a,+3a,

el

1 1 1
dya =la =5’an+2 =E'am| *’E
¢) a=2,a,=4,4,,=40a,,-44,;

) a=La=-=2a,=2a,-44,;

-a,;

¢ aq=La,=2,a,,=4-0a,,-34q

-

64. Si se calculeze termenul general al sirului (g, )m, si

se studieze convergenja, si atunci cind este posibil si se
cafculeze limita stiind ca:
a) &,=3,a,=l,4,=9,0a,,= +4-q,,~4-a,;

rHZ
b a=la,=1a,=0,a,,=2a,,+4,,-2:4,;
Q) g=3a=,a=1%q,,=4,,+94a,-94,;

d) a,=3,a,=5,a,=1l,a,,=7-a,,-16-a,,+12-a,

el
e) a=1a,=2,a,=5.4a,,=2a,,+a,,-2-q,
~1la,, +6-a,.

nv2 n+l

f) a=La,=2,a,=7,a,,=6q,

65. Sa se calculeze termenul general al sirului (), s&

se studieze convergenta, si atunci cind este posibil s3 se
calculeze limita stiind ca:

1
=lLa, =a+—;

a q=%a,,=a, >
b) = 1 A =a,+ ! B

2’ (n+1)(n+2)

1

0,

o 4,=04,=aq, (n+1)2

d) alzl,amzaﬂ»‘/%;

e} a,=la,,=q, +(n+1)2 ;
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n+11’
g a=0a, =a+lnn.

D a=0a, =4+

66. Sa se studieze convergenta urmatoarelor siruri (a
§i atunci cand este posibil s4 se calculeze limita lor:

A a=v2a,=2+a,:
b) o =\/— a,, =J2+—a'
c) al_\/ﬁ A = 3/2"—“”:
d) g =2 Gy = ‘/_'H
€) a =3,a,,+, =\/Z+2;
f) a,=1,a,, =\/¢:+—1;
g a=2a, :W-
67. 54 se studieze convergenta urmétoarelor siruri (a
§i atunci cand este posibil si se calculeze limita lor:

a) g, . a, -14(1+aj'
T 65 n+) 2 3 CHES

b g =

n21?

70 = ;-(l+a"+af);

¢) a,=0,a,=0,a,,= 1(l+a,,+af—l);
342
1
d)a,:z,a"+l=24a~—af;

1
e a=—a,
)|2a
) a la a-a
Ty

- 2,
1 =y —d,

g a=

1 _ 4
Zvaml =a,-a,.




	[image: image33.png]68. Sa se studieze convergenta urmatoarelor siruri (a, ),

[

§i atunci cand este posibil sa se calculeze limita for:

n+

a) a,:%,a ,=d—4-a,+6;

b) a == =g’ ~6-a,+12;

R

,=a’ -8-a,+20.

9
C) @ =-—.4,
X2 7>
69. Se considera sirul (x,),, . unde x=2x,=4 §i

X, =%, X, - S& se arate ca sirul (x,) neN este convergent
si sa se calculeze limx, .

70. Se considera sirul (x,), , unde x=2.x,=2 si

w= %7_ 1‘nzZA St se arate cad sirul (x,), este
convergent si s se calculeze limx, .
s

71. Se considera girul (x,)

7 21

,,cux

'l =

1+n xZ’ %>0.

S4 se arate ca dacad limn-x, existd si este diferitd de zero,

atunci aceast? limitd este egald cu 1.

72. Sise arate cd sirul (x, ), dat de:

n21”

x, =1+l+l+~«~+—l——lnn
2 3 n
este convergent.

73. Sa se arate i sirul (x,),,,, dat de:

13 2n-1

X,
" 24 2n
este convergent si sa se calculeze limita sa.
N

37





	[image: image34.png]74. 3 se arate c& sirul (x,)., de numere reale cu
proprietatea ¢ x,>0 §i x,%, -3x,=4 (V) neN este

convergent §i si se calculeze limita sa.

75. S& se arate ca sirul (xn) de numere reale

nzl
cuxM(l—Zx")>% stox E(O’%J este convergent si si se

calculeze limita sa.
76. 3 sc arate ci sirul (x,) | de numere reale pozitive cu

proprietatea: (n+1)x,,, -nx, <0 (V) n 21 este convergent.

77. Fie sirul (x,),,, %, =l+n-x, (V) n>1 si x =1. 83

X

se arate ca sirul ( ) are limita 1.
121

n

78. Fie sirurile (x,),.,.( Yoo (2, )20 > de numere reale
pozitive  astfel incdt: 4-x,,<y, +z,4 Yo $X, 42,51
4-z,,<x,+y, (V)neN. Si se demonstreze relatia:

limx, =limy, =limz, .

paei et (i
79. Fie sirul (x,) . definit prin x, =% §i X, =% -x

(V) n2 0. 83 se calculeze:

a) limx =0; b) lim[i-
e mool X x, 1

J:I; ¢) limn-x, =1

80. S se studieze convergenta sirului dat de:
1

= =2. 2
Yo =3 X, = 2%, ~x) .

2

81. Fie (a,), . (5, ),y doud siruri de numere rafionale

astfel incat (2+«/§)n =a,+b,-\/5 oricarear fin > 1.

38
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wa,, =2-a,+5b,b,,=a,+2:b,(V)n2l;

1 ns nsl

b) Ilm =5.

o b

82. Si se arate cé sirul (x, ), , definit prin:

1 1 1 1
={—+1 +1 +1 -+1
& (2 )[2 )(2 ] [zf' )
este convergent si s3 se calculeze limx, .

83. Si se calculeze:
Cl+2.C +3.C2 4 +(n+1)-C)

a) m & n nt o,
v .2
~1 2 3 —N."
b i Gt 3Gl QoD
e (n+1)-2"
c +1 C‘+- Cl e L cr
) lim 2 3 n+l
jraresy 2

84. Sa se calculeze:
W14+2L 24+ +nln

2) lim——— TR,

nev nont

b)llm[l 24"
e 20 31 (n+1)!

85. Sa se arate ca sirul (x,),, , definit prift}

5 1{1
X, = Xy = T,
4 2 \x,
este convergent.

86. Fiind dat sirul FIBONACCI (a,),
a,=a,, +a,,(¥)n > 3 se cere relajia de recurenid a sirului
(5, )n:I unde b, =a’ (V)neN.

39

s CU A =0, §i





	[image: image36.png]87.Fie {a,) , unsir astfel incat si existe relafia:

=1

lim(a, ~2-a,, +a,,)=a.
a2

34 se calculeze: lim—2.

no gy

88. Fie a), a2,... ,an, €R. S se calculeze:
lim(a\w/n»fl{-a2 n+2+4a, »Jn+k).

89. Fie a),a,, --a, € R. Si se calculeze:
lim(a,-In(r+D+a, In(n+2)+--+a, ‘In(n +k)).

90. S3 se studieze convergenta sirului dat de:
x, = \Jx, ~1 +a,(V)neN,aeR,, x, =1

xn

91. Fie x, R astfel incat x, = - 84 se arate:

1+x?

n

X< 1 (V) n 21 si si s calouleze limx,.
n

s
92. Fie (a,), de numere reale astfel incit si avem:

lima, =a. Si se demonstreze ci:

s
lip &t at-ta,

now n

a.

93. Fie (a,),, de numere strict pozitive astfel incit
lima, = a. $4 se demonstreze ci:

ey
limya -a,a, =a.

94. 84 se calculeze:
liml<m(a7+a7+w+a;]
nom

unde > 0.

40
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1. S se calculeze limitele urmatoare:

) fim 222271
e x 42

¥ -x+x-1,

B lim s
3 — —_
d) tim 2

i asxi2
X +2x7-3x-6

lim ————
b =>22x° 4307 —x 42
2%’ —5x" -2x-3

m 2
=2 X +x-2

= (x-1) ;

h) lim
DL e

i limx2+3x-4'
i+ 6x+8
4 2
o oxtexte2x42
D lim—s——————;
) = —xt -5x-3 "

41





	[image: image38.png](1+6x)° —(1+5x) e

B I'T‘} % D lxlg'lx‘+x1—2'
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s ¥ 4x-2" 1 -1 ’

3. 84 se calculeze limitgle, urmatoare stiind cdm, n eN :
anl +l
a) lim-———
) fim Sy
x'-1,

v ]'lil?x -1

o limx —nx+n-1
= (1)

d) limw'
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) f:R-R,f(x)= —zln—:x—2 ,dacd xe R—{~1,0
-2 ,daci xe{-1,0,1}

g)f:R_)Rf(x):‘/H dacti x e (4,40)
i l2x—6| ,daca x & (—0,4)

6. Si se studieze continuitatea functiilor urmatosre:
a) /R R, f(x)=sgn{cosx);
b) f:RoR, f(x)= sgn[cos%):

¢) f:R >R, f(x)=max(x’,4x-3);
d) /R R, f(¥)=max(x’,3x~2);
¢) f:R-R, f(x)=max(x’,x");
0 FR->R, f(x)=max(l,x,x");

2 f:R-{0} >R, f(x):max(x,xﬂ%}

7. $4 se studicze continuitatea functiilor woare:
a) f:[0.31>R, f(x)=[x];
by £:[L,2] » R, f(x)={2x+1];

o -2 R, f()= ["”]

&) 710,31 R, ()= [“2}

¢) f:[0,o]-> R, f(x)=[lnx];
9 f:00.2]>R. f(x)=[e"]; ¢




	[image: image58.png]) f:(g,n)-m, S0 =[sinx].

8. 84 se studieze continuitatea funciilor urmitoare:

8) £:[0.2) >R, f(x)={x} :
B F:O.D >R, f(x)= {’%1}

) f:102]> R, f(9= {’T“}
& /:[01) >R, f(x)= 3+ {x+1y;
) 0215 R, f(m)=[x]+{x-1};
D /00,21 >R, f(x) ={x}+[x-1];
8 /:[0.2] >R, f(x) =[x+ {x-2}.
9. 84 se studieze continuitatea functiilor urmatoare:

. A ,dacﬁxs[O,l)A
al)f‘[o’z)_’R’m‘)"{[x] 2 dackve[l,2)’

{x} o ,daci x €[0,1) )
2x-1 ,daci x e[l,00)°
2[x]+1 ,dacéxe[-l,()).
2x-1 ,da&xe[o,oo) ’
{x+1} ,daca 16[0,1)_
3x-2 ,dacéxe[l,m)’
x-5 ,dacéxe(—co,5)

b) f:[O,oo)—)R,f(x)={
] f:[—l,co)—)R,f(x):{

d) f:[O,oo)-—)R,f(x):{

e)fi[O,w)ﬂR,/(x)=([x+2] dac x £ [5, 4
3x-1] ° ’

4x-5 ,dacéxe(-oo,})

i) f:[0,w)—>R,f(x)=[7'[3x+lJ dact xe [3, )
3x-1)" ’

M-l
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	[image: image59.png]]:1]

x|=] ,x#0

g) f:R->R, f(x)= x .
1 ,x=0

10. Si se studieze continuitatea §i s se traseze graficele
functiilor urmétoare:

2 +xe™
Q : A R, =l -——,
) (0,015 R, f(x)=lim D
b) /R R, f(x)=lim™ Trxe”
. 1te™
2 2mx
o fiROR, f(x)—hmTi"‘e—”,
+xe +x
a 2
& [ R-{-} >R, f(x)-hm",:':‘l
¢) f:(-1,+0) >R, f(x)=lim 2"+x‘
e x4 1
b fRR, [~ lim sinx]e”™ +4--1|casx|

o FR-{-L0 >R, ()= lim X E D
me x(x" +2)

11. Sa se studieze continuitatea functiilor urmatoare:

@ (0= {L ’1:223—0 ;

B f0)= { fi::;;?z—q;’
9 1= { ek
O f()= {’ 2 ?;:j:;‘;-é:
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	[image: image60.png]2 ,dacixeQ

x
9 f(X)={—x—1 ,dacéxeR-Q’

sinx  daca ern[O,ﬂ

D f= 5
cosx ,dacd x e (R—Q)m[O,g-J
= ,dacixeQ
& f(x)_{[x] ,daci xeR-Q’

12. Sa se arate ci urmatoarele functii mu pot fi prelungit
prin continuitate in punctele specificate:

¥ +x-1 ,daci xe(—w,0),

a x)= inx=0;
) /() {XZ-,H] ,dacd x € (0,+0)
+x-2 ,dacd 1
by fiy=y " IR dexeCel,
x*+x+1  dacd xe(l,+w)
sin2x sdacax <0
o S&=1 > inx=0;
Bx ,daca x>0
X
2_ —
& )= Vx¥-x+1 ,daci x & (~,0) inx=0;
T+x+2 dach x € (0,+0)

€ f(x)=cos% nx=0;

f) f(x)=[x] Wnx=keZ;
- ¢ dacdxe(-0,0),

® /e {Z—x ,dacd x € (0,+w) "

13. 84 se arate ca urmditoarele ecuatii au cel putin o solutie
in intervalul specificat:

a) X’ +4x* ~Tx-5=0 1={0.2];
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	[image: image61.png]b+t Fx+)-4-10=0  I=[01];
¢) 2-x* +3x+Inx-6=0  I=[Lel;

d) 2-In?x—3-lnx+e’+x’-7=0 I=fLel;
¢) 2-arctgx—3-Inx+4=0 1 =[0,+0);

f) sin?x+sinx+e* -5=0 I={07];

@) tgx+arctgr—x” +e"=25=0 I=[0,—’2£]

14. S4 se rezolve inecuatiile urmétoare:
[ —8) (e -1) <0;

» x+x’+1

by in*x—6- lnx+5_0’
6" +5
In®x-1

<)

¥ 4+6- X +11.x+6
3 . 2y —_
o In x+2‘]n ;c Inx 2>0;
xt—x"+1
2 y
o sin x—3-smx+220;
4*-16
tgx -1
In‘x-1
().mc-l)-(e’—1)4(.¢;inx—|)<
(nx+1)-(e" +1)-(sinx+1)
15. Sa se arate 3 urmétoarele functii au proprietatea lui
Darboux:

) =——>0;

]

x ,daci x €[-2,0]
-2 R. = )
¥ fi22A >R 10) {JJ ,dacd x€(0,2]

s d -1
b) [ [-L-R, f(x)= {1_ ’d:::;:[[of]m'
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	[image: image62.png]. _Jx ,dacixe[0,1)
°)f'[0’2]_’k’f(x)’{z-x Jdaci x[1,2)°
sinx
d) f:[—l,l]—»R,/(x)={T
1-x? ,daca xe{0,1)

e)/:[—2,4l—>R,f(X)={‘ﬂ;l dackxe[-2.1),
2x-1 .daci x (1,4]

,daci x € [-1,0)

4x-1 ,dacaxe[0,)
) f:03]5R, f(x)=1 x-1
Yr-1

e +x~1 ,dacd x e (-w,1]

Jdaca xe[1,3]

x* ,daci x € (1,+w0)

16. 54 ge arate ca unmitoarele funcfii nu au proprietatea ui
Darboux::

8 fiRﬂR,f(x){

2 ,dacix>0
a) f:R—(-l,O,l},f(x):{O . ,dacix=0;
-5 ,dacix<0
b) f:R->Z, f(x)=[x]+3;
-1 ,dacax<0
C)f‘R——)R’f(x)={x+I Jdacax >0’
,dacéxsl.

~1
d)f:R—)R,f(x)={; dacix>1

sinx ,dacﬁx:tO'
3 Jdacix=0"
,dacixeQ .
,dacéxe]LQ’

e) f:R-—-)R,f(x):{

O f:R—»R,f(x)={:s
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	[image: image63.png]¥ +x+l ,dacixeQ
”')f'R_'R’ﬂx)_{zx ,daci xeR-Q

17. Fie f:(0,11—>[0,1] o functie continua. Atunci f posedd
cel putin un punct fix.

18. Fie f:[-1,1] = [-11] o functie continui. Atunci existd
cel putin un punct b €[-1,1] astfel incat f (b) = -b.

19. Fie funciiile continue f,g:[-11]1—> [-L1, g =1,
g(-1)=—1. 54 se arate c& ecuaia f (x) = g (x) are cel putin o
riddcina.

20. Se considera functia continué f:{0,27] >R astfel
incat f(0) = f(27). $a se arate cd exista un punct ¢ €(0,7)
astfel fncat f(c)= f{c+m).

21. Fie functiile continue f,g:[0,21->[0,2] , f surjectiva.
Sa se arate cA existd cel putin un punct x, €{0,1} astfel incat
1) = g(%o) -

22. Fie funcfiile continue / :R > (L,0) si g:R —> (=0, 1).
S3 s arate ca dacd existd x,, x, € R astfel incat f(x)=x si
g(x,)=x,, atunci exista x,eR astfel incat sa aibé loc relafia
FOs) +8(x)=2%,.

23. Fie f,g:R->R continue pe R i egale pe Q. S3 se
arate ¢ f'si g sunt egale pe R.

24. Fie funcfia continud f:{a,b]>R. S& se arate ci
existd ¢ e (a,b) astfel incat f(c)= L +—1— R

a-c b-c

25. Si se determine functiile continue f:(0,+%)-> R

astfel incét f(xp) = f(x)+ () (MxyeR.
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	[image: image64.png]5. FUNCTII DERIVABILE

1. Sa se calouleze derivatele urmétoarelor functii, folosin
definifia derivatei intr-un punct:

a) f(x)=3x"-x*+x+3; B f® =Vt x ey

1+x°

9 f(x)= e d) f(D)=e""+2x-1;
=X
9 £ =n1%; D /) =¥ 3x;
X
2 f(x)=21j;; h) f(x)=x+e";
D f(0)=In(l-x"); ) @ =n(x"+1);
K fry=—222 D ren=TERX
l+cosx 1-x*

m) f(x)=In(x’-1)+e" n) f(x)=sin(x* - x)—In(x + 2).
2. 84 se scrie ecuafia tangentei la graficele functiilor

f:R—>R inpunctele « specificate:

a) f(x)=2X+x+2  ,a=2;

b) f(x)=vx+x+1 ,a=0;

x+1

D] f()f)=x2+1 a=1;
d) f(x)=x"+cosx a:%;

&) f()=x'+x+e" a=1;
In(x*+3x)  ,xe(0,1]

D f(x)=15
3

a
(x-D+In4 ,xe(l,+0)
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	[image: image65.png]5x a=l.

A e )

Jxt +3x ,xe (0,13
g f(x)=

3. Si se studieze derivabilitatea functiilor urmatoare:

H

In(1+2x) ,xe(’%,o]

a) f:[——;—,wo)—»R, fx)=
2x ,x€(0,0)

In(3+5%) ,xe(——l-, ]

0 f:(—%,wo)—)k, r@=1"

In(2 +7x) ,xe(—%,o]‘

~fro

9 f:[— ,w)»s, f)=

3x ,x€(0,0)

2
& 09k, f(x)z{ln(x +2x)  ,xe(1]

x4l ,xe(l,co)‘

I +5x+2 L xe(0,2]
¢) f£:(0,0) >R, f(x)=19 7

§x+z ,xe(2,+oo),

b /00 R, f(x)={\/x2+3x sve1]
2x ,xe(l,o)

x4+l ,xe(-»,4]
g) f:R-R, f(X)=3g8 49

57—x+§7 ,xe(4,+co).

4. Sise determine a,b e R astfel incit urmitourele
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	[image: image66.png]functii sa fie derivabile:

a) f:R—>R, f(x)={

X +x+l ,x<l
;
ax+b ,x21

K -x+l x<2
b) /:R-R, f(x)= { 22
0.2 R ,0<x<1 L
) f:(0,2)>R, f(x)= dsx<2’
)y f:[0,2) >R, f(x) {ln(“l) 0<x<1,
,x>1
O /O oR, f()= {ln(x +3x) ,0<xsl
ax+b Lx>1
H FiRSR ()= { s,
ax+h ,x>0
! ] Jd<x<2
O />R f=17""]
— ,x22
ax” +bx+1

5. Sase studieze derivabilitatea funciilor urmaioare:
a) f:RoR, f(x)=|xl—3x+2’;

b) f:ROR, f(x)=|x2—1|+]x—2[;
&) SRR, f(x)=x|x+1+x;

&) f:R>R, f(x)= /x1-1|;
¢) f:RoR, f(x):’,xzvx|;

,x2—4l+|xl
D S R-{BoR, f)=t7";
-1
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	[image: image67.png]!x2 —5x+4l+lx—l| )

g £ R-{E-23OR, f)= v

6. S4se studieze derivabilitatea functiilor urmétoare:
a) f:RoR, f(x)= max(2x+1,x-1);

b) f:R—>R, f(x)=min(x,x’):

¢) f:RoR, F(x) = max(x,x",x°);

&) f:R->R, f(x)=min(x, x*,x");

¢) f:R->R, f(x)=max(x,xl—x,x"—x);

f) f:R-{0} >R, f(x):max(l,x,%);
g f:R-{0} >R, f(x)=min(x,xz,%).

7. Sa se studieze derivabilitatea functiilor urmtoare:
a) f:R->R, f(x)=[x~a|+‘x+l!;
b fR-R, f@)=|x-a+x-b:
O FR->R, fo)=x|r—a+x-8:

3

& f:0,0) >R, f(x):{“” xe(0e] |

ax+b ,xe(e,m)’

log*, x ,xe(0,a]
€0, R, = H
9 /:0=) >R, ) {bx’+cx+1 L x€(a,+0)
ek,
h fROR =] LT,
a’ +hx+e? L xeflo)
! "L xe(-,0)
9 fR-R, [0={*"0 :
e ,x€[0,0)
x*-9x+21
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	[image: image68.png]unde a,b,ceR.

8. S se studieze derivabilitatea functiilor urmamam '

. _jl ,xeQ .
a) /:R->R, f(x)—{o xeR-Q'

. x* ,X€Q .
b /:R->R, f(x)= {l ,xER—Q’

‘R>R xeQ
9 f:RoR, f(x)= xcR_Q'

) _ ,xeQ .
d) f:R->R, f(x)—{ XSR*Q’

x—x% ,xeQ .
0 ,xeR-Q’

e) f:R->R, f(x)=

,xeQ .
,xeR-Q’

,xeQ
,xeR-Q

HfRHR, f(x)=

8 SRR, f(x)= {s‘“”

9. 84 se studieze derivabilitatea fonctiei urmitoare:
FROR, (= mjclx(l,x, ox") Lx<0 .
min(l,x,x*...x") ,x20
10. 83 se determine coeficientii a i  astfel incat functia:
. log*, x ,xe(0,4]
Fiy=q B
o’ +bx+1 | xe(4,+0)
si fie derivabila pentru orice x > 0.

11. 83 se studieze derivabilitatea functiilor:
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	[image: image69.png]J[x]+2{x} ,0<x <1

:[0,2)> R, = !
8 (0> J®) %.{x}+2 JA<x<2
K+ ,0Sx<l

b f:0.DR, f(x)={3<{x}+3 1sx<2’

2 JA<x<2
o raom ser={To I

& f0.D->R, f(x)={2‘/{7) S0£x<l,

x+[x} ,15x<2’
0 f IR f(x)={~/2'(")“ Asx<2
{x}+1 ,25x<3

In(x+1) ,0<x<1

b /0D R, f(x)={15~{x}+ln2 Acx<2’

2 /:(0,2)>R, f(x):{ln{"} ,0<x<l

{x} J<x<2’
12. Se consider3 functia f:R—>R,
4 .
fn=1¢ 2 ,xe(—oo,l).
ax’ +bx+c  ,xe[l+0o)

Si se determine a, b, ¢ astfel incat functia £ s3 fie de dous
ori derivabili pe toati dreapta reali.

13. Fie functia f:R—>R, f@ =Y +ax+t,ae k.
Pentru ce valori ale lui a functia f este derivabild pe R?

14. S3 se calouleze derivata de ordin n. /™. pentrn
functiile:
a) fRoR, fl)=x+1;
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	[image: image70.png]b) SRR, f(x)=x+2;
¢} [:R->R, f(x)=x'+1;

O R-BR, f9=—L;

9/ R--R, f=—_;
x—1

Rr-_1 S

5 fiR { z}*"" re=st
1

2x+3°

) /:R~{-§}»R, f@=

15. Si se calculeze derivata de ordin n,f®, pentry
functiile:
a) f:R>R, f(m=¢;
b) f:ROR, f(x)=e";
IS RSR, f(x)=e +e¥;
& SRR, f(x)=x-¢;
e) f:R>R, J(x)=(x+1)-€*;
SRR, =L

€
8) SRR, f(x)=e +e¥ ¢,

16. S& se calculeze derivata de ordin n %, pentru
functiile:

) [:R-{0,} >R, f(x)= !

.\’2“)(

1
X +x
1 .
-4’

%) f:R-{-L0} >R, f(x)=

B

¢) f:R-{-2,2} 5> R, f(x)=

) f:R-{; >R, f(x>=f_—1;
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	[image: image71.png]3

o fR-G-R fl=7"

2;
0 fR--BSR, f)= L"i‘,

x+1
x4l

-2

17. Sa se calculeze derivata de ordin n, / ®, pefitru

functiile:
a) [:(2,40) >R, f(x)=In(x-2);
b) 1:(2,+0) >R, f(x)—ln—?
3x+2

¢) f:(2,+0) >R, f(x):ln—_————;
x+1

d) £:00,272) > {-L1}, f(x)=sin2x;
e) £:00,27]>[-11], f(x)=cos3x;
) f:[0.272]->[-11], f(x)=sin’x;
© £:00,27)>[-11], f(x)=cos’x.
18. Fie f:f-L1]>R derivabildi astfel incédt
f(=x)= f(x) pentru orice x €[~1,1]. S& se calculeze /(0).

19. Daci P, este un polinom cu coeficienti reali, si se
arate ca dacd ecuatia P, (x) = 0 are toate radicinile reale,

atunci: P,(x)P",(x) < P.z" (x) ()xeR.

g [R-{Z}->R, f(n=

20. Fie f:R,—>R o functie derivabili cu derivata
monotona. Atunci existd lim f(x) .

21. Daci f:R—>R este o functie derivabili, iar
lim f(x)=a §iexistd lim f (x) atunci im x- /"(x}=0.
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	[image: image72.png]6. APLICATII ALE TEOREMELOR ROLLE,
LAGRANGE, CAUCHY

1. Si se aplicabilitatea teoremei lui Rolle pentru
urmitoarele functii:

@) £:10,31[-1,2), f(x>={2” xelod,

2-x ,xe(1,3]
,xe[-1,0]
Lxe@11 7

' L xe[-1,0]

9 f[-L]->R, f(x)={x2 e

x+1 ,xe{-1,0]

—2x* +x+1 ,xe(0,1) ;

2x+1 ,xe[-10]

4% +2x+1 ,xe(0,1] ;

) [-LI1- R, f(x)=max(l,x, x*);

x* -1

P+l

»
b) f:[-L1] >R, f(x):{x

&) f:[-L1}>R, f(x)={

¢) [:[-L1]>R, f(X)={

e [:[-Ll)->R, f(x)=

2. 53 se aplicabilitatea teoremei lui Lagrange pentru
urmatoarele functii:

x ,xe[-1,0]
a) [:-LI-R, f(x)= 2 xe H
X ,xef0,1]

b) 7:[0,21>R, f(")z{n‘l xe (L2
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	[image: image73.png]Y3x+1 ,xef0D

o f:(02) >R, f(O=13 5 w2y
x 7 ,xell,

4
Inx ,xe(le]
d) f:LTI>R, f(x)= x ,xe(e,7];
e
x Lxell,2]
o Lo R, f)={#

a0 ,xe@d
n xe(2,3)

In(x+1) ,xe[0,]

f f:[0,4]—-)R,' f(gr)={%*m_1E ,xe(1,4];

g f:-351oR, f(0)= max(x’ —1, 2x+1).

3. Sa se aplicabilitatea teoremei lui Cauchy; pentru
urmdtoarele functii:

- _ X ,x€[-1,0]
W LIS R, f(x)-{h_1 e’
g:[-L1]-R, g»= .

Nx+3  Lxe[-2])
b) f:=2.5]1>R. f()=3x+7
4

.xefl,5]
g:{-25]oR, g)=x.
¢) f:llLel»R, f(x)=lx;
giLel >R, gx=<.
X
L ¥ xelo]
4 /1251~ R, f"(x)_{x xe2)
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	[image: image74.png]g:[-2.5]>R, gx)=x".
3

%——x2+1 ,xe(l,3)
) f:[0.3] >R, f(x)= 4 3

—xX+— ,x€[0,1
x+3 - ,xelo])

g:[0,3] >R, g(x)=x.
D /A0SR, f(x)=e;
g2:[0,1] >R, gx)=3x+1.
8 f:[Le] >R, f(x)=Inx;
g:Le] >R, gx)=x.
4. 54 se determine a,b, ¢ ¢ R astfel incét functia:
ax’ +bx+c  ,xe[-1,0
Si-L->R, f(1)={2x ,xe[(O,l]]

s4 indeplineasca condifiile teoremei lui Rolle.

§. Sd se determine a,b,¢ ¢ R astfel incét functia:

2
F2-R, )= {: +2x+b :::([(;)21,]0]
sé indeplineasca conditiile teoremei lui Rolle.

6. Sa se determine a, b, c € R astfel incét funcia:
rax+b ,xef-2,0)
257 +ex+l ,xe(0,1)
sd indeplineasca conditiile teoremei lui Rolle.

Si-21]->R, f(x)={

7. 84 se determine a, b, c € R astfel inct functia:
ax® +bx ,xe[~1,0)
In(x+c) ,xe(De-1]
s indeplineasci conditiile teoremei luj Rolle.

fi-le-1]>R, f(x):{

8. 34 se determine a,h < R astfel incat functia:
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	[image: image75.png]Fi0) R, ()= Ve +5x+2 Lxef0,2]
ax+b L x€(2,+x)
s1 indeplineasca condiiile teoremei lui Lagrange.

9, Sa se determine a, b € R astfel incat functia:

10,400 _ Frx+l ,xel01]
[i[04) >R, [(x) {mr+b ,xe{l,+0)

sa indeplineascd conditiile teoremei lui Lagrange.

10. S se determine @, b € R astfel incat functia:

In(2x+1) ,x e(—%,O]

ax+b , x € (0,+®)
st indeplineasca conditiile teoremei fui Lagrange.

f :(-—;—,wn) >R, f(x)=

11. 84 se arate ¢4 ecuatia:
g +3b + 20 +d =0

are cel putin o rddacind in (0, 1) dacd a+b+c+d=0.

Aceeasi ecuatie are cel pufin o ridicina in (-1, 0) dacé:
a+c=b+d.

12. S se arate ¢d ecuatia:

Sax® +4bx® +3cx” +2dx +e =0

are cel putin o radicind in (-1, 1) dacd are loc relatia
atc+e=0.

13. Sa se arate ¢4 ecuatia:

6ax’ +5bx* +dex’ +3dx” +2ex+ f =0

are cel putin o radicind in (-1, 1) dacd are loc relatia

b+d+f=0.
. axt +hx+e ,xel-10}
4. {-L11—R, = .
14.Fie f:1-L >R, /() {ln(x+l) L xe(0.1)

a) S se determine a,b,ceR astfel incit si satisfucl
condifiile teoremei lui Rolle pe intervalul {-1,1].
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	[image: image76.png]b) Sa se aplice teorema Iui Rolle functiei f obtinuti la
punctul a) pe intervalul [-1,1].

15. Fie f:[0,7]—> R continui pe [0,7], derivabild pe
©.7m), f(x)=0, f(x) 20 (V)xe[0,7].
'( )

Atunci existd ¢ e (0,7) astfel incat ——=ctge.

16. Fie f: [l %’}—»R continua pe [3 %] derivabila

pe(” 3”) F(x)#0, f’(x)#O(V)xe(” 3;’)

272
f()

3
+tge=0.
S

Atunci existd ce (5,—2£J astfel incat

17. 8a se arate ¢ dacd f(x) §i g(x) sunt continue pe [0,1],
derivabile pe (0,1) si g(x)#0, g'(x) =0 pentru orice x € (0,1),
din relagia &=& rezulti ci existi ce(0,1) astfel incat

g 2
S _ S )
g gl

18. Fie f:[0,7] >R continua pe [0,7], derivabila pe

O,7), f()=0, '(x}#0 (V)xe[0,7].
J)

Atunci exista ¢, € (0,7) astfel incat
G

=ntge.

19. Daci f,g:[a,b] > R continue pe [a,5], derivabile pe
(a.5), g(x)=0,g'(x) =0 dinrelajia f(a)= f(b) =0 rezulti c&
fle) _, fe)
gle) g(c )’

20. Fie f:[0,4] > [1,2] derivabila pe[0,4], Atunci existi
¢ €[0,4] astfel incit (c—1¥c—-2)f(c)=3-2¢.
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	[image: image77.png]21. Fie f:[0.7]->R continud pe [0,7], derivabila pe
0,7), f(x)#0, (V)xe[0,7]. Atunci existd ¢ (0,7) astfel
f1©
fle)

ncét

+ctgc 1.

22. Fie f:[-L1]>R o functie continud pe [-11],
derivabila pe (-1,1), f(-D)+f(1)=0. S& se demonstreze ci
exista ¢ € (~1,1) astfel incdt f(c)=c-f'(c).

23. Fie f:[0,4] >R de doud ori derivabili. Daci
1), F(2), £(3) sunt in progresie aritmeticd, atunci existd
¢ €(0,4) astfel incat f"(c)=0.

24. Si se demonstreze ci existd x, € (0,27) astfel incat:

Z(sinloc0 +cosky,) =0
A=l

25. Folosind teorema lui Lagrange, sa se determine
radacinile ecuafiei: 3 +4° =2"+5".

26. Folosind teorema lui Lagrange, si se demonstreze ci:

iil—<1n(ar+2)<nt+l a>-1.
a+2

27. Folosind teorema lui Cauchy si se demonstreze ¢

In(x+1)> m‘gi", x50,

28. Fie f:{-LI]-»>R o funcfie derivabila cu derivata
marginitd. Atunci £ este functie marginita.

29. Fie £:[1,2] >R continua si derivabila pe 1, 2]. S&
se arate ci existd ce(1, 2) astfel incat s avem relafia:

1O _, 1@
700
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	[image: image78.png]30. Fie a,beR si f:[a,b] >R o functie continua pe
{a,b}, derivabild pe (a,6), af (b) =bf(a).
Sa se arate ca existd ¢ € (a,b) astfel incét:

F@)=f(e)+fb)=(a~c+b)fYe)

31. Folosind teorema lui Lagrange, si se arate ¢ sirul

(a,),.»cu a, =1+l+l+-~-+l este divergent,
- 2 3 n

32. Folosind teorema lui Lagrange, sa se calculeze limita
sirului (@,),., cu termenul general: R

LA
a) a, =n~(e" —e"“];
o
b) a, =lnn»[e” —e"*‘];

¢) a, =(n+1y -[e; —e"T‘] :

vl i+l
&) an=n~(i—“ ];
n n+l

erv ernl
e)a, =—-— N
n n+l S
fa =n(l_n~rl_ln(n+1)];
n n+l

Inn_In(n+1)
ooz
84 n n+l1




	

	[image: image79.png]7. REGULA LUI L'HOSPITAL

1. Si se calculeze, folosind reguia Iui I'Hospital, limitele

urmdtoare:
x+x=2 ¥
2 lim -1 v l}mxz—l’
2 2
- +2x—
) hm———-4— d) hmxZ 2x-3
w2 x4 5x 46 =3 X' +x-6
3 f1_,2_ 2
o lim x+x’+x .) £ fim 1-x 1+x ;
X1 x' -1 x=0 x
‘\/1+2x-\1’1+x €08 2x — cos4x
p) lim h) lim 5 B
30 50 x’
- sm(l—cost) . x+9-3
i) im-———— fim~——;
-0 cos 6x — cOS 2% -0 sin2x
K lim2c<'vsx—L D lim cos3x;
X sin3x —In-2x
3 2
oF —gsn o
m) lim =% 1) lim 32X
=0 x ~sinx 0 fgx—x

2. Si se calculeze, folosind regula lui 'Hospital, limitele

urmitoare:

e

—-e " =2x

a) llm—.——;
0 x—sinx
x—sinx
¢) lim —

x>0 x

. ox
sin= +cosx
e) lim

. Incosx
g) im——;

0 x—sinx

w7 | +sin® x+cosx

b) lim —xsinx
9 cos2x —4c0sx+3

xsinx |

3

d) lim
=0l —cosx

Incos3dx
=0 Incos2x
3. .
b lim 1-cos’ x lncoe.x;

X0 x*
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	[image: image80.png]i ﬁml—cosx—zlncosp i) tim lnsm)c2 .
= x ] 2x)
2 A X sinx
9 limarctg(x 4x+3) 1) lim e'e'e i 1’
x3 x-3 o-x X4+ +sinx
X : 2
mlim*—L n) lim G800
x—l lnx

pat (exr _1)x¢ :

3. Sa se calculeze, folosind regula lui 'Hospital, limitele

Insin2x

3

a) im-——

x>0 Insinx

¢) lim “ln(l =x) H
' Incosz
2

Ax+l,

e) lim ;
omet L x+2"

i) lim

wm g™ o 4 x

k) 1immxi)_;

xo P

b) lim Intg3x .
*>0 In tg2x
2
d) limZ;

T "

Inx
lim -—————;
e xt 4+2x43

h) lim In(1+¢*) :

e x

) hmln(x2+e“)_
v In(x+e*)

In tgg

4. 84 se calculeze, folpsind regula Iui I'Hospital, limitele:
1

. X
a) l}g}(l-x)th H

b) lim(x~ e

x1
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	[image: image81.png]9 ﬁme'ln(l—l} & lime'lnx:
fim p fim

x>

e) limx- (lwdﬂ:‘gL]‘ f) limx~[£—arcsin bl )
e\ 4 2 xrer)

x+2 e

g) lim(1—cosx)e™; h) lim(l—ctgx);
120 x=0\ x

i) lim L 1 B 3) lim l—L 5
=0\ x  In(x+1) >0\ x sinx

k) lim -lf— 1 5 I) lim 1 ++ .
=l x+1 In(x+2) e\ (x—gx)*  x-sinx

Y3

5. 84 se calculeze, folosind regula lui I'Hospital, limitele:

1 i . 1 E
. iy : 3
a) limx’ -[e‘ —e“‘); b) limx’ »[e" —el };
s o

i

‘ i
) e N cosx |
<) 111113(005\/;) 5 L) !rT(}(c()S2x) ’
e) !(1331(7‘.3)()’”70 ; 0 llm(t )lglx
1
9 lim(x+e)s ) lim (sin x + cos 2x)"";
e
Dl D lisin ™ s
e i haF
1 tim(sin)"": D timres)™
x>0 - K
;f sinx
m) hm(smx) n) “m(l)
x>0 * :j ¥
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	[image: image82.png]8. INTERVALE DE MONOTONIE, PUNCTE I
EXTREM, CONCAVITATE, CONVEXITATE
PUNCTE DE INFLEXIUNE, ASIMPTOTE

1. Sa se calculeze punctele de extrem ale functiilor:

a) f(x)=x"-27x; b) f(x)=2x" ~3x+1;
©) f(X)=2x"-15x"+24x+5; &) f(x)=x"—4x’ +4x7;
9 =272, H =2
X +x-2
X =3x42 _ 8x-1
o f(x)_x2+2x+1’ W I es
1
D fR)=xe; D Fe)=xes;
B =1 D =S
€ X

m) f(x)=~x'-2x+4; m fx)=v2r—1-3x.

2. S4 se calculeze punctele de extrem ale functiilor:

) ) =x1-x"; b) fx) = xx3_2,
o) flxy= §x2: & fo=27 -7 ;
e) f(x):xlnx, D FO)=In(x +x);
@ /== 22 ) £ =sinf+sina;
i) f(x)=sin’x+cos’ x3 i) f)= 'sinx :
sinx+1

k) f(x)=xarctgx; D f(x)=arctg(x+v1=x?);
m) f(x)=+sinx+cosx’ n) f(x)=+sindx .
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	[image: image83.png]3. S4 se calculeze intervalele de monotonie ale functiilor:

a) f(0)=x"—12x;

Q) f(x)=2x"-9x" +12x+7;

) f(x)=Nx"—dx+7;

9 =5

D f(x)=x;

b) f(x)=x"-3x+2;
& fX)=G+) -0
) fx)y=x*-3x7;

-x+1

h)f()—‘ el

D fey=er .

4. 54 se calculeze punctele de extrem ale functiitor:

a) f(x)=x"Inx;
x .
) f(x)—my
€) f(x)=sinx+cosx;

) f(x)=cos’ x+cosx +1;

b) f(x)=x+In(x’ -1);
D Sr=7
f) f(x)—smx ;
h) f(x)=

lnx+x.

cos3x |
1+cos2x’

i f(x):arctg(x+\/l—x2); D fGI=tnx-2-arctgr;

3
k) f(X)=':—X;

D f()=ln(x*+x).

5. Sd se stabileasci intervalele de convexitate si
concavitate $i, cAnd este cazul, punctele de inflexiune ale

functiilor:
2
a Fx)= X -3x+2

¥ +2x+17
-1
O S =
x+1

) f(x)=xe";

g ()= (" -5x+T);
D f(x)=e";

k) f(x)=xlnx;

m) f(x)=sinx+cosx;

__8G-D)
8 /)= K +6x+8’ 2
9 /(x)—"—“
D f=e

h) f(x)=x"e";
D) S = +3x+De";
) f(x)=In("+x);

n f(x)=x-sinx.





	[image: image84.png]" 6. Si se determine asimptotele orizontale ale graficelor
functitor / de mai jos, pe domeniul maxim de definitie al

functiei:
X+
a) fl)y=—o
x +x+1
¥ +2
x+1
x-2

1

c) f(x)=

e) f(x)=

9 f()=Vvx'+x+l-x

x+1

i) flx= ln—
1n(x +x+1)

x+5

m) f(x}=e”

K f(x)=

2x+1
-1

2
9 S )_ X’ +xx++1

b) flx)=

f) fx)=
Vxl~x+2

x+2
-3

1n+1

by f(xn)=

D fw=2
h fx= o

1
n) flx)=e*.

7. Sa se determine asimptotele verticale ale graficelor
functiilor f de mai jos, pe domeniul maxim de definifie al

functiei:
Ca) f{0)=

x+4
-1

vx? +x+1
-1
x+2

e) flx)= ln—2

Q) fx)=

k) f{x)=

x-1
e*+1

m) fx)=—

In{x" +x+1)

b) f(x)—3x+1
x+1

» 1=

B i >—'""“ :

-1

D fy=e





	[image: image85.png]8. Si se determine asimptotele oblice ale graficclor
functiilor f de mai jos, pe domeniul maxim de definific 8l

functiei:
@ feo=r1
x-1
©) fx)=vx"+x+]
xl—ll
D f(J€)="Hrz
9 fin-fit]
x-1

b f= 2
X —-x

O f=yid
x-1

H S0 =xen

B f)=—2

N

9. Sa se determine asimptotele graficelor functiilor f de
mai jos, pe domeniul maxim de definifie al funcfiei:

B f0=52

¢) S =vx'—x+1

o 1 =x/22
x-1

x4l

g f(n)=

x-1

i}y f(x)=arcsin ;7' <
¥+

k) f(x)=t(x*-1)

m) f(m=2

3 2
b =25t

x* -1
Qo= 22t

x-1

H flx)=(x+l)e

Y

x+2

h) f(x)‘__ﬁ
X

B _ 1-x
D f(X)—arctg——Hx
) f(x)=]nx_'1.
x+1

-5





	[image: image86.png]10. Si se determine asimptotele graficelor functiilor f il
“thai jos, pe domeniul maxim de definitie al functiei:

N X
a S(x)={x+1

b) /()=

& f)=1%"

11. Sa se determine parametrii reali a,b astfel incit
graficele functiilor f de mai jos si admitd asimptota indicata,
pe domeniul maxim de definitie al functiei:

a) ,f(x)=m,y=2x+l;
x+2

2
X +a

b) f(0)= ,y=x~1;
x+b
X -2x+a
= x=3;
O IOy
1 1
d A .
) /@ ax+b Y 2

e) f(x)=+/x"+ax+bh ,y:x+%;
f) f(x):x]x2+wc+1—bx,y=%;

2) f(x)zx(a+be"),y=xA




	[image: image87.png]9. INEGALITATI
1. 53 se demonstreze urmitoarele inegalithit
a) ~54<x*-2Tx <54(Vyxe[-3,3];
b) x* +43224x° (V)xeR;
¢) x 2 arctgx (V) x € [0,+00] ;
d) In(1+x%) < x (V) x € [0, +c];
) In{l+x7) 2 x (V) x € (~o0,0) ;

D 3
1+x
g) Vx-12arctgxvx -1 (V) x €[1,+)
1) In(t+) 2 —% (V) x € [0,40) ;
x+2

X

< aretgx (V) x € (0,+0];

i) Inl+x) > ~2— (V) x €[0,450);
x+1

D nx2 257D oy v et 400);

x+1

K) In(x+2) = —2— (7) x &[0, 490) §
x+2 .

1) InG-1 > 222 (v) x e [2,40);
x+1

m) x+%26:ctg(x+1)(V)xs[0,+oo).

2. Sa se demonstreze urmitoarele inegalithti:
a)yx<e" —1<x " (V)xeR;
b) lnx <2 (V) xe (0, +%);
e

¢) ex-Inx+120(¥) x €(0,+0);
d) 256-¢7* 2 x* (V) x e (~o0,0);
¢) X’ e 427 20(V) x e (—0,0);
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	[image: image88.png]£ 2ex’-Inx+120(V)x €(0,4®);

1
2 er; <4x? (V) x € (0,+0);

x_;244]n2(V)xe(2,+oo);

b) Inx* -

i) Inx<x-1(V)xe(0,+0);
1
) x-er2e{V)xe(0,40); .
o XL IV oy e (0,000
lnx-x 1-e )
D e<e (x’-5x+T)<3e (V) xel),2);

m) In(l+x) <x (V) x €[0,+0);

n) In(1+x)> x-i;(V)xe {0,4).

3. 84 se demonstreze inegalitatile:
a) ¢ 21+1In(l+x) (V) x € (0,40);
b) ¢ 2 x* (V) x € (0,+0);

2

Q) e 2%(V)xe[0,+oo);
d) " (2-x)<x+2 (V) x €[0,40);
e) e 2-x)<e(V)xe[0,+x);
) (x+2)- In(x+1) 2 2x (V) x €[0,+0);
g) x-arctgx 2 In(x* +1) (V) x €[0, +0) .

4. Sa se demonstreze inegalitatile:
a) sinx < x (V) x e [0,+00);
b) cosx<x+1 (V) xe[0,+);
¢) tgx 2 x (V) x €[0,+0);
d) x-cosx<sinx <x-cosx+x (V) xel0,z];
e) sinx—7 <x-cosx<sinx—1(V) x e[m,2x];

f) sinx+tgx22x(\/)xe[0,%};
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	[image: image89.png]2
0 —%—+x25mx(‘v’)xe[0,+oo).

5. S# se arate ci (V)xe[0,~£)avmz<w<l.
2 z x

6. Siscarate c& (V) x e (O, %) are loc inegalitatea;
) 0<x" " <1(V)neN".
7.Sadsearateci (V) xe (O, arctg %) avem:

sin(sin x) et 2
x tg(tgr)

8. S# se arate cd (V) x € [0, +c0} avem:
2
%4‘%'10()62 +1) > x-arctgx .
2

9. Sa se arate ci (V) x € [0,+] avem: % +cosx21.

10. Sa se arate ca (V) x € [0, 7} avem:

X ¢os X < 2x-sinx+2c05X.

11. Sa se arate ci (V) x € [0,%] are loc inegalitéien}.

2-sinx < x?-sinx +2x-cosx.

2
12. Sa se arate ci 2x <> 1

<’ +1(V)x>1.
nx

13. Dacd a* > x" (Y) x >0, atuncia=e.

14, Sase arate cd (Y)x e [0,—;) are loc inegalitatea:

2-sinx+tgx >3x.
15. Si se arate ca pentru orice x € R—{1}avem ex <e”.
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	[image: image90.png]10. REPREZENTAREA GRAFICA A

FUNCTIILOR

1. Si se reprezinte grafic functia:

x+1

Q) [ =""5;
1.

) f(X)=

3x+2
x+2

XZ .
2-(x-2)"
x+1

i) f(X)—w

K £09 =;’-‘1—%;

e) f(x)=

2 f(x)=

2

m) /()=

2x+1

b) S =2

x+1

LY f(X)‘

4r+3A

H
x-2
2

b) f(x) =;}+~1,

f)/(X)=

. _ox=1
DIO=Zss
x+1

D 7=

n) f()—" “1.

2. 84 se reprezinte grafic funciia:

D f(x )A’x 1’

x+l_
-2’

x+1

o) fx)=

e} f(x)=

x+1],
X —4

D fe= ‘——i]

g f(x)=

b £ = '“2'

3 f(x)=2"—*1;;
x+3

H flx)= p

by f(x)=

=
B

i) /(x) 1
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	[image: image91.png]2.1
K f(x)=|x——]; ) f(x)-“‘—‘z‘;
m) f)=x: ]x:;', ) f(9)= || 3

3. S se reprezinte gﬁﬁc functia:
A f@=xVrrlh L, B @ =e-D
O f=x-F-1; B F)=x 45 3+
) f(x)*x—\/xz—x«rl; f) f(xy=x+x"~x+1;

9 1= = Jx_—fli ;

D fe0= ,/ B o=
0 r=x D f(x)=x,/;‘+'—l;

_ VX =Tx+10 x
m) f(x)—T, n) f(x)= i
4. Sa se reprezinte grafic functia:
a) f(xy=e™; b) fEx)=(x—1)-e™;
Q) fR=G=5x+Tye s d) SR =(x-1)-e™;
&) f(X)=(x+1)-; 0 f(x)=Qx+3)-e™;
5 1
® f@=e; h) f(x)=e*;
D f=G-1)e; - B f®= (x+1) e
O f e D feo=Loem;
x-1 x
m =2 n) fG)=x-(+e™)
¢ +e

98





	[image: image92.png]5. Sa se reprezinte grafic functia:
a) f(x)=x-In(x-1); b) f(x)=(x—1)-In(x+1);

¢} f(x)=x~-Inx; d) f(x)=2x-1+Inx;
¢ fG)=InG D)3 B fG)=In(e -3x+2);
® f0=ini b 7=,
D=t ) f(X)=E'

1 o .
0 1= b f=ts

2
m) f(x)=In> ;zsf;“; n) f(x):lnx+\/x’+l,

6. Sa se reprezinte grafic functia:

a) f(x):ix—2|-\/x—1; b) f(x)=x-Vx+1;

o) 0= “|;:1|2 ; d 7w = —|1|3

0 S()=(x-1)-7
) f(x):ln|x2—5x+6|; h) f(xy=px-3|+lnx;

D f)= D f(x)—L

IVIH Infx|”

B fG) =+ -1; D fO)=x"+[Inx;

m) f(x)=x"+[lnx; n) F(xy=jx~Inx|.

7. Sa se reprezinte grafic functia:

a) f(x)=2+sinx; b) f(x)=3-2-sinx;

¢) f(x)=sinx+cosx; d) f(x)=cosx+cos2x;

€) f(x)=1+sin2x+cos2x; f) f(x)=sinx+sin2x;
sinx __cos3x

8 Sin)= 1+sinx’ b 1= 1+cos2x’
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	[image: image93.png]) S P Sy=tHm2E

cosx+sinx’ c0s X+ 5in x

K) f(x)=sin2x +[sinx|; 1) f(x)=]sinx-cos>
1—sin 2x| sinx

m) f(x)=u; n) f(x)=r—"—

cos x —sinx |1 -2-sinx]

8. Si se reprezinte grafic functia:

a) f(x)=arcsin2x; b) f(x)=arctg(x-D);
. x = X .

©) f(x)—a.rcsmm, d) f(x)—aﬂﬁgx_ﬂ,

) f(x):arcsinl‘—x; P ) f(x)=migh—x;
x+l

9 f@=wesiniZ b f= mtgitl
T

i) f(x):arcsinﬁ; 7 f(x)=a.rctg£;
x-1 x-1

k) f(x)=arcsin 21 B
X~

5

m) f(x) =arcsin] X

9. Sa se reprezinte graﬁc functia:

a) f(x)=~x’ +4+3~ln(x+\/x +4),

VX -X
b =h——
)P,

9] f(x):ln(x/ﬁ)r ) m;
f* f”

d) flx)=
€) f(x)=2-\/x—2+\/§<arclg7—'
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	[image: image94.png]f) f(x):lzzarctgx+l~ln——;

4 1-x
1. x-1 2 x
=—.In——+—arctg—=
g f(x) s 25
2
10. Fie functia f:DgR—»R,f(x):"b“’;,a,ben‘.
e

a) $4 se determine domeniul maxim de definitie al functiei

b) S sc determine a, b astfel incit funcfia datd si aibd
puncte de extrem de abscise x =-2 §ix =06.

x +ax

bx-2
a) S se determine domeniul maxim de definitie al functiei

11. Fie functia f:DcR >R, f(x)= ,abeR.

b) & se determine a, b astfel incét functia datd si admitd
dreapta de ecuatie y =x + 3 asimptota oblic;

¢) Pentru valorile a, b determinate la b) s se reprezinte grafic
functia f.
et —(m+2Dx+2

2x-5 ’

a) Si se determine domeniul maxim de definitie D;

b) Si se determine meR astfel incét £, 53 admita un maxim
i un minim;

¢) Pentrum = 2, s se reprezinte grafic functia.

12.Fie f, :DcRoR, f, (0=

x* + px—1

13. Fie e functia [ R-{-1} >R, f(x)= 1

>

reR.

a) Sa se determine p astfel incat graficul functiei f sd
admita asimptota obliciy =x + 1.

b) Pentru p obtinut mai sus, si s reprezinte grafic funcfia £

14. S3 se determine functia polinom

FIROR, fx)=ar’ +bx’ +ex+d
in fiecare din urmatoarele cazvri $i apoi sa se reprezinte grafic:
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	[image: image95.png]a) Functia f este tangentd axei Ox in origine si admite ca
punct de extrem punctul de coordonate (1, 2); =

b) Functia f"admite punctele de extrem de coordonate (1, 2)
si respectiv (-1, -2);

¢) Functia / admite un punct de inflexiune in originea
axelor de coordonate, iar graficul functiei trece prin punctele de
coordonate (-1, —1) 51 (2, 14).

15, Si se determine functia polinom
SRR, f(x)=ax' +bx’ +cx’ +du +e

in fiecare din urmitoarele cazuri i apoi sa se reprezinte grafic:

a) Functia f admite puncte de extrem de coordonate (2, 0)
si (-1, 0), iar graficul functiei trece prin punctul de coordonate
©, 4

b) Functia f admite un punct extrem de coordonate (2, 2),
iar graficul funcfiei trece prin punctele de coordonate (0, 0),
(1,5) 5i (-1,-9)

¢) Functia f admite un punct de extrem in originea axelor
de coordonate si graficul functiei trece prin punctele (1, 0),
(2,0)5 (3, 18).

ax+b
-1
a) Sa se determine g, beR astfel incét graficul functiei s

16. Se considers functia f:R—{-L1}, f(x)=

aibi ca punct de extrem pe (2,%) 5

b) Pentru a, b determinafi la a) si se reprezinte grafic
functia.

17. Se considera functia

FR3R, f(x)=(ax’ +bx+c)-e*.

a) Sa se determine 4, b, ¢ R astfel incat graficul functiei
54 admita extreme n punctele de abscise 1 §i 2 si s# treacd prin
punctul de coordonate (0, 7);

b) Pentru a, b, ¢ deferminati la a) sa se reprezinte grafic
funcfia f.
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	[image: image96.png]11. REZOLVAREA ECUATIILOR

1. Si se discute  ecuatille urmmitoare folosind metoda
grafica:
a) X’ -a-x*+3.a=0;
b) ¥ -12-x+a=0;
Q) X —a-x'~3x+2=0;
&) ¥ +(@-3) ¥’ +3.x-1=0;
e) x3—(a+2)-x2+(1—2a)«x~a='();
) 2-2°+(-a) ¥’ +a~1=0;
g X~ +(l-a)x+a+3=0
2. Sa se discute ecuatiile urmétoare folosind metoda
grafica: '

a) x+xt~1-a=0; «
b) Y(x+1Y ~a-Jx=0;
c)a-e-x=0;
d) e ~a-(x+1)=0;
e) ~x+a-(x+1)-e" = 3
f) 1-a-x-e™=0;

1

g axter~1=0.
3. Sd se discute ecuafiile urmitoare folosind' ‘metoda

grafica:
a) x—a-lnx=0;

b) lnxz—x~;+a=0;

x—

0 2-(+2-3 0 g0,

x+1
d) (x=1)-Inx+(~a)-x—a-1=0;
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	[image: image97.png]I
€) ]n(x+\/x2+l)—x—+1-+'a=0;
) 2~arcsin%fxz——a=0; :
3] Inr—x+2~arctgx-a=0.
-X

4. Sa se discute numirul de ridicini ale ecuafiilor
urmitoare folosind sirul lui Rolle:

@)X +6- 37 +9.x+12=0;

b) 2-x° —15-x" +24-x~a=0;

)X’ +6-x"+9-x+3-a-1=0;

&) x*~8.x* 42227 - 24.x+a=0;

€) x' ~14-x* ~24-x-3-a+1=0;

f) 3-x°-25-x°+60-x+a=0;

2 12-%° +45-x* +20-x° =90-x* =120 x+a+7=0.
5. Sa se discute numirul de ridicini ale ecuatiilor

urmdtoare folosind sirul fui Rolle:

a) (@+1)x* +12-x* =9-x+2=0;

b) Qa-1)-x*+9-x* +6-x+1=0;

o) ' —4-x"+a-x+4=0;

d) 2%’ -3-a x’+a=0;

¢) x* ~3-a’x+a=0;

f) 2.x°-3-a-x"+a° =0;

9 3x'—4ax+a=0.





	[image: image98.png]12.PRIMITIVE . - .

1. Si se ci urmdtoarele functii admit primitive gi sa se
determine aceste primitive:

) ¥ xe(-=,0]
a) f:R>R, f(x)—{x ,xe(0,+oo)’
1-x* ,xe (o1}

b) f:R->R, f(x)={

x-1 .xe(l,-&-eo)’

e ,x € (—o0,0
c) [:RoR, ﬂx)z{}x-»—l ,xe(((),wo]);
1-x* . xe[-11}
- Lxel-1L1F
2x ,xe(—ao,l]l
2-x ,xe(l+0)’

d) f:R>R, f(x)={

e) f:R-R, f(x)={

X x & (—o,0]
f) f:RoR, f(x)= - L,xe(0,2)
. 18-x* ,xe&(2,40)

x

ot ,x € (—x0,0]
2 f:RoOR, f(x)={xinx ,xe(0,1)
e —el L xell,, o)

2. 84 se c¢i urmitoarele functii admit primitive §i si se
determine aceste primitive:

a) f:RoR, f@)=[i-%;
b) f:R=>R, f(®)=|x-1+}x-2};
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	[image: image99.png]o) f:ROR, f(x)=

d) SRR f(x)=10

¢) f:R->R, f()

i

f) SRR, f(x)=

g f:R->R f(x)=

¥+x+l ,xeQ .

27 ,xeR—Q)
;xE(—w,O)
,x=0 ;

sm— ,x €(0,+0)

sinx ,xeQ .
,xeR-Q’

x ,xeQ

1 5

- ,xeR-Q

x

0 ,x€(-0,0}

sinl#lcosx L, x&(0,+0)
X X

5. Sa se determine a € R astfel incit urmitoarele functii si
admita primitive si sa se determine apoi primitivele functiilor:

a) f:RH>R f(x)=

b SRR f(®»)=

9 fROR ()=

¥ ,xe(—0,1)

a ,x=1 5
2-x ,x€(l,+0)
1-¢™ ,x€(-0,0)
a ,x=0 5
n{1+x) ,xe(0,+0)
2+In(l—x) ,xe(-»,0)
a ,x=0
1+e? s, xe(0,40)
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	[image: image100.png]x-1

€ ,xe(-o,l) .
dy f:RH>R f(x)=1a Lx=1 5
2-x* ,xe(l,4m)
In(1+x%) ,xe&(-0,0]
e) f:RoR f(x)={a ,x=0 5
e +x-1 ,xe(0,+»)
3~In(1+x%), x € (0,0}
f) f:R>R f(x)=1a ,x=0 ;
T let 4 x+2 ,x € (0,+x)
In(l + x+x%), x € (~o0,0]
g f{RR f(x)=1a ,x=0
e P ix—1 ,xe(0,+w)
6. Fie f:R—> R continui. S3 se arate ca orice primitivii a
functiei /> ~2f +2 este strict crescitoare pe R.

7. Fie f:R—> R cu proprictatea ¢ad (2x+1) f(x) si
2x f(x+1) admit primitive pe R. Atunci / admite primitive pe
R.

8. Si se dea exemplu de doud funcii care nu admit
primitive pe R, dar suma lor s% admit3 primitive pe R. Acelasi
Tucru pentru produsul lor.

9. Si se dea exemplu de doui funciii f, g: R — Rcare nu
admit primitive pe R, dar functia fog:R—>R si admita
primitive pe R.

10. Sa se determine f : (0, +o0) - (0,%0) cu proprietatea ci
functia g :(0,+0) = (0,40), g(x)=—— f( x) este o primitivd a
functiei f.
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	[image: image101.png]11. S3 se determine functiile f:(0,40) > (0,00) care
admit o primitivda F cu proprietatea ca 2x-F(x)= f(x)
oricare ar fi x € (0,+0) .

12. Fie f:R—>R o funcfie care admite primitive si F o
primitiva a lui f care este periodica. S se demonstreze ci feste
periodica.

13. Sa se cerceteze daca functia: /:R > R

1
cos— ,x#0
F@="F
0 =0
admite primitive pe R.
14. Sa se arate ci functia: f:R—>R
0 x<0
fx=

.1
sin—-cosx ,x>0
x

admite primitive pe R.

15. 84 se arate ca functiile /,g:R—->R
S =min{l,x,x*, %"}
g()=max{lx,x*,--x"}

admit primitive.

16. Folosind formula de integrare prin parti, s se calculeze
primitivele urmatoarelor funciii:

a) f(x)=(2-x+5)-¢" ,xeR

b) f(R) =" +2-x+3)¢" xeR’

) f)=G"+x +x" +x+3)-¢* ,xeR

d f@) =" +2x"-x-3)-2° ,xeR

€) f(x)=2-x*+2-x+D-e* ,xeR

D f(x)=03x-2.x"+x~-1)-¢® xeR

R S()=(x+5) e +(x* +1)-e* +(x* -1)-€* ,xeR.
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	[image: image102.png]17. Folosind formula de integegre prin pargi, si secalculeze
primitivele urmétoarelor functii:

a) f(x)=(x+2)-lnx ,xeR,

b) f()=(x"-x+2)-Inx ,xeR,

0 f()=(" +x'-x+2)-lnx ,xeR,

d) f(x)=(x"+x"+2)-lgx ,xeR,

&) f(M)=(x"-2x"+x-3)In’x ,xeR,

0 f)=(*+x+2)In°x ,xeR,

Q) fx)=(x+2)Inx+(x-1)-In’x+x-In’x ,xeR,
18. Folosind formula de integrare prin parti, si se calcyleze

primitivele urmatoarelor functii:

a) f(x)=x-sinx ,xeR

b) f(x)=x-cos2x ,xeR

¢) f(x)=(x-x+2)-cosx ,xeR

d) f(x)=(x*+x+3)-sin3x ,xeR

e) f(x)=x"sinx+3x-cosx ,xeR

D f(x)y=x"-sin’x+3x% cos’x ,xeR

9 f(x)=("+x+1)-(2-sinx +3-cos2x) ,xeR.

19. Folosind formula de integrare prin parti, si se calculeze
primitivele urmatearelor functii:

a) f(x)=e"-cosx ,xeR

b) f(x)=¢"sinx ,xeR

) f(x)=e"(2cosx +3sinx)

d) f(x)=e"-cos’x ,xeR

¢) f(x)=¢"-sinx ,xeR

fy f(x)=¢”-cos3x ,xeR

2) f(x)=¢* (cos2x+sin2x) ,xeR.

20. Folosind formula de integrare prin parti, s se calculeze
primitivele urmdtoarelor functii:

» 107




	[image: image103.png]a) f(x)=xe"sinx ,xeR

b) f(x)=xe cosx ,xeR

¢) f(x)=xe*sin2x ,xeR

d) f(xy=xe"cos2x ,xeR

e) f(x)=xe"sin’x ,xeR

0 f(x)=xe“cos’x ,xeR

2 f(x)=xe*(sin* x+2-cosx) ,xeR

21. Folosind formula de integrare prin pﬁrp, s se calculeze
primitivele urmatoarelor functii:

2) f)=vr+10 ,xeR
b)f(x):x-m ,x € (5,40),
c)f(x):xzw/;{rl ,xeR

& fo)=7 x+2 ,xeR

O f@=V1-% .xe(-1D

D f@W=xVA-x xe(=22)

@ f)=xl-2 +x 42 xe(=L1).

22. Folosind formula de integrare prin parti, s se calculeze
primitivele urmitoarelor functii:

a) f(x)=xe"+(x+Dinx ,xe(0,+0)

by f)=(x"~Deosx+(x* +1)3* ,xeR

¢) f(x)=x"" +xIn’x ,xe&(0,+o0)

d) f(x)=e*sinx+(x’ —4)cosx ,xeR

e) f(x)=e cosx+(x’ +d)log,x ,x € (0,+%)

)} f(x):xz(e‘-sinx+\/x7:5‘+ln2x) ,x€(0,+)
@) f()=x (" -cos? x+9— % +In’x) ,xe(0,3).

23. Folosind formula de integrare prin parti, si se caiculeze
primitivele urmitoarelor functii:
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	[image: image104.png]a) f(x)=arcsinx ,xe[-11]
b) f(x)=x-arcsinx ,xe{~11]
¢) f(¥)=x"arcsinx ,xe[-11}
x -arcsiny
4 = EE
) f(x) e

&) (0= ""jj-‘f—f xe[0,1)

,xel~11]

f) flx)= Jc~arcsinl , X € (—o0,—1]U[l, +)
X
g) f(x)=(arcsinx)’ ,xe[-1,1].

24. Folosind formula de integrare prin parti, s se calculeze
primitivele urmétoarelor functii:
a) f(x)=arctgx ,xeR
b} f(x)=x-arcigx ,xeR
¢) f(x)=x"arctgx ,xeR
d) f(x) =Vx- arctg«/; ,xeR

. R
0 f= EE xe ”
D f0=TE ser
X
9 /=1 g
X

25. Folosind formula de integrare ptin plifi; i 8¢ talculeze
primitivele urmétoarelor functii:

2) f(x)=In(x*+1) .xeR
b) f(x)=In(x"+x) ,xeR;]

c) f(x):ln(x+\lxz+l) ,xeéR
d) f(x)=x In— ,x & (0,+0)
-x
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	[image: image105.png]) f@=x— xe(O0)

xln(x-i-\/l-f—x{)

ﬂ f(x)z—_:\/z—j— ,x € (0,400)
) f(x)=f_‘(‘x££%1) re(-1+w).

26. Folosind prima metoda de schimbare de variabila, sa se
calculeze primitivele urmétoarelor functii:

a)f(l‘):J('\/l—’r)T2 ,xeR

b f)=x*-dF -1 xeR

¢) f(¥)=Qx-3)Nx"=3x+2 ,x€(2,+®)
d) f(x)=Qx+D)-J(F +x+1) ,xeR
&) =0+ )T +x xe(0,4)

D fO)=Qr+D V¥ +1 ,xeR

2 f=0-20-V4-¥ ,xe(-22).

27. Folosind prima metod de schimbare dé variabild, si se
calculeze primitivele urmitoarelor functii:

a) fm:\/;lfi Jxe (o)
b) /)= J_ xe(_l m]
0 f@=22L rer

Vx?+1
2x+1 .

Vi 4§ ’

xe(-22)

dy f(x)= eR

e) flx)=

S

i =
=

9
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	[image: image106.png]1 1
D = B ’XE(_5’+°°)

1
g f(x)—m Jxe(-1+0). ©

28. Folosind prima metodd de schimbare de variabild, sa se

calculeze primitivele urmatoarelor functii:
S

x+1 X
=———— ,xeR; b = ,xeR
VIG5 FeR B SW=gae
x 2x-1
C)f(x)=m xeR; d)f(")='xT1’1‘ ,x€R;
3 2
o f)=5"% xeR; /=22 e
x'+1 x! -1
3
X
g)f(X)=xs+4,xeR

29. Folosind prima metodi de schimbare de vagiabila, si s¢
calculeze primitivele urmétoarelor functii:

2) f()=Vx +5x+4 ,xe(-1+0)
b) fy=V-r+35-2 ,xe(l,2)
c) f(x):xw/—xzi-—xﬂ ,x€(2,+0)
d) f(x):x~m ,xeR

1

e) f(x) =TJT—J 2% € (0,+00)

2x+1

H f(x):m ,x € (0,+w)
8 f() = x(0,4)

Vxt-x+1

30. Folosind prima metoda de schimbare de variabils, sk se
calculeze primitivele urmatoarelor functii:
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	[image: image107.png]a) f(x):ﬁ; ,x & (0,+0)

b) f(x):m—:— ,x €(0,+0)

2

<) f(x)=1£x—x Jx€(0,+0)
1
d) f(x)zx-lnzx ,x € (0,+0) ’
e) f(x)= 14 ,x € (0,4w) |
. xin*x i
0 f(x)zw ,x€(0’+w) ;
X ‘
9 f() == xe(0,40)

x(in’ x+Inx+1) 1

31. Folosind prima metodd de schimbare de variabila, sa se
calculeze primitivele urmatoarelor functii:

a) f(x)=e* +e™+e* ,xeR

b) fix)=e¢" -€ ,xeR

o) fx)y= fx ,xeR
e +1 ~

& f()=—F— xeR-{0F
e -1

) f(x)= fx xeR
e+

x

(4
i) f(X)=\/:e—; ,xeR
o
= N R
g) f{x) N xe

32. Folosind prima metoda de schimbare de.ygriabila, s se
calculeze primitivele urmétoarelor functii:
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	[image: image108.png]8 fx)=—"e ,xe(-L]]
1_ 4
xzx
B 0= el
-
o fiye_ 2t e —1—\/5’—1\»\/5
-2 42y 2 2
o 2x-l 1-45 1445
o s gl oS
9 f()= == xR
x
/()= ’fﬂ eR
X
- .

+ e, x€[0,2)
Nxl+2x N-x?42x
33. Folosind prima metodd de schimbare de variabild, si se
calculeze primitivele urmatoarelor functii:
a) f(x)=sinx-cos'x ,xeR
b) f(x)=sin’xcos’x ,xeR
sinx L
Q) f(X)=—5— x|~~~
) ) cos’ x ( 272 ]
Cosx Tr
d X)=——— XE|wm—,—
) 1) sin® x ( 2 2]
e) f(x)=sinx-cos2x ,xeR
) f(x)=cosx-cos2x ,xeR
g) f(x)=cosx-sin3x+sinx-sin2x ,xeR
34. Folosind prima metod de schimbare de variabili, sk se
calculeze primitivele urmatoarelor functii:
a) f(x)=(x+De” > xeR
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	[image: image109.png]b) f(x)=x-¢" +yx*—6x+5 xe[5,+0)
©) f(x)=sinx-V1-2cosx ,xe(.’i,i’i)

3°3
&) f®) = +xWx+1 xe(-1+0)

sinx coSX
+

[ =3 ,XER
0 f(x) T+cos’x 1+sin’x ,
21
e re x
X = xeR,
b f@= e i2-e'+3 x+x'

) f(X)=~;\/—t———;+«lx —-x+1 ,xeR

38 Si se calculeze primitivele urmitoarelor functii
rationale:

a) f(x)=—%5 xe(240)
b f)= s X<k

0 f(x>=;q;+7 S EQ D)
B f)=m- 5 xeR

o) f(x)=x3ix2 re(l,e)

H f®=0 ,x €(0,+00)

® f(x)= "*‘) xed,+o)

W f) =y xe04)

2x +2x 4+ 2x+1

D= X (0,30)
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	[image: image110.png]. X +x+2
) f(x)—m 5% €{0,+)
x+2

( +2)(
D =2 x3+]

k) f(x)=

» X € (1,4e0)

, X € (0,40}

,x €(1,40)

m) fr=22
o
0 fn=

,x €(0,+%0).

1
x(x? +2)°

36. Sd se calculeze primitivele urmitoarelor funcii
rationale:

¥ +xel

a) f(JC)—%;_Z—)3 2x € (0, +00)
»+x+l

b) f(x)—m »x €(0,+00)

¢) f(x):ij:r—l- ,x €(1,+w0)
+1

d f()—;(— xe (0. +m)
o fi)= LT) xE(040)
) f(x>=i—+1 e 4e)

9 /& )—L"” xe(l+o)

-1

37. Si se calculeze primitivele urmtoarelor functii
rationale:

2 Z__
D=5 eRs b S0 =
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	[image: image111.png]1

o) f(¥)= xeR; ) f(x>=xf—;l ,xeR;

xt 1
e) f(x)*i— xeR; ) f(x)=-i~— xeR;
T ’ Mt !
4 2
0 f9-5FL veR; b f(9= A xeR;
x°+1 xtext+l
4 4
ST Cand RN Sl S B
X"+ x +1
2 6 2 6
RGeS S PO S S
x4l x4l

o LT
m) f(x)="— ,xeR; n) f()="—f— ¥R
x4+l x*+1

38. Folosind prima metoda de schimbare de variabild, si se
calculeze primitivele urmitoarelor functii:

a) f(x)=\/; ,x € (0,+0)

b) f(x)=v2x+3 .xe(0,40)

o) f=Tx+¥x+¥x xe(0+0)

@) f)=vx-T+x+x+1 xe(l40)
Jx
1+\/;

1) f(x)=ﬁ? ,x € (0,+w)

g) f(x)= 5 +f/-—;é-‘f Jxe(~L+w)

Vx+2+2
T+x+2

. 1
1) f(x)—mh/;

) J(x)=

,x €(0,+0)

b) flx)=

,x € (0,+0)

,x €(0,+0)
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	[image: image112.png]1

» f(x)=m ,xe([),w)*
k) f(x)=2x—+\1[:—+TM Jx€(=2,4w)
) /‘(I)=m+if; ,x €(0,+00)

m) f@= T xe(-13)
1-x

n f(x)= xe(=3,3)

x+3
x-3

39. Folosind prima metoda de schimbare de variabild, si se
calculeze primitivele urmétoarelor functii:

a) f(X)=Va-x" +J9-x* ,xe(-2,2)

b e xe(-L1
) f(x) ~/1~—7+~/74—7 xe(~Ll)
) f(x)=———”x++’;“ xeR—{-1)

2
& f@="TE xeR-(-1)

e) f(xX)=Qx+1)Vx*~x+2 ,xeR
f) f(x)=(x-1)-Vx’-x+1 ,xeR

1
()= ——
9/ (o + V43

40. Folosind prima metoda de schimbare de variabils, s3 se
alculeze primitivele urmatoarelor functii:

@) fi)=—5

,xeR

e
e -2

,xeR-{In2}

x

b f@)= = xeR
H?




	[image: image113.png]©) [ =vx+2+cosVx+2 ,xe(=2,+w0)
Q) f(x)=m+sinx/; ¥ €(0,+00)

€) f(x)=\/E‘+ 1-e +cosvrtl L xe(-1,+)

f f(x= 1\‘/——
0 S =Vl1-x +f14" +sin® x4l xe(-LD)

41, Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii:
COSX

+ x+\/— ,% € (0,+00)

a) f(x )‘— ,xeR
x+4
b) f(x )_ sm2x xeR .
n®x+1
<) f(x)Asm xcos’x ,xeR
sin2x
d ——*—— ,xeR
) f(x) oyt 2y xe
sin2x
=S xeR
0 S sin’ x +5sinx+6 ¥e
cosx L
D f(x)_coszx+sin2xcos2x ,xe[—;,i)
B f0=2 er
x+2

42, Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii
ionale:

a) f(x)=—Sn2%_ sin 2x xeR

5—cos’x
by f(x)= stn2x— 2‘smx | PEERY
1+cos’x
sin2xcos’ x
2+cosx

o) f0)= xeR
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	[image: image114.png]sin 2x
1-cos’x
sin2x —2sinx
e) f(x)=—F————— ,xeR
cos” x+6cosx+8
sinx

4 f(x)= xe0,r)

) f(x)=—5——— .xeR
tg’x+cos’ x
0 f@0=22 reom
sinx
43. Sa se calculeze primitivele urm#toarelor fanctii:
) [ = xe@.m)
1+cosx
b) ()= ,xe(o.ﬁ)
sinx +cosx 2
C)f(X)=—.l— ,xeR
3+sinx+cosx
sin x +cosx 4
& fOy=DEERE L (2
) 1) cosx —sinx XE(Z ”)
1+sinx L4
=, 0,=
REAY sinx-(1+cosx) xe( 2)
H /@)= e
sin x(2 +cos x)
o) f(x)= LEsinx+eosx 0,2)
cos x(l —sin x)

44, Sa se calculeze primitivele urmatoarelor functii:

a) f(x):ijzg ,xe(%,n]

b) f(x)=tg'x ,xs[O,%J

.xe(ﬂ.%)

9 S =1EZ




	[image: image115.png]Y

sin 2x

e f(0)=

xeR
L+sin®

f) f(x)=_—sm; ,xeR

Sll‘l4 X+OOS‘ X

1 n
9 =t e(0)
sin’ x-cosx 2

45. Si se calculeze primitivele urmatoarelor functii:
) S = x4

xvx? -1

1
b e xe(0,
) J0) = e (0
1
9 /()= x€04)

1
d = e | 0,
) S0y ¥
€) f(x)———-—‘/lﬁ ,x €(0,+0)
of(x>-“ =~ e
9 fix )~“‘” € (0,4e0)

46. S3 se calculem primitivele urmatoaretor functii;
a) f(x)= \/——

b) f(x)= \/——2 ,xe(-L1)
X

,xeR
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	[image: image116.png]¥ -x+1

N1-x*

X

e) fx)= o
Vl+x
2
1
5 f=—"—"— ,xeR
1 2
v +x);+x
g)f(X)=«/l?T_z .xeR
—x+X

47. 83 se calculeze primitivele urmitoarelor functii:
a) f(x)=x-arcsin(l-x) ,xe(0,2)

b 70=222 reo

arcsin x

o) f(0)= fo—z xe©]
—x

4 f(x)=

xe (-1

XeR

-1
d P el S xeR
A ol
x -1
== xe(0,
e} f(x) x»\/m x €(0,+0)
2
B f=—Th — re(@r)
xext=xt 41
2x+3 .
f:4] f(x)—m ,x € (04te0), neN

48. Si se calculeze primitivele urmiﬁuarelor ﬁx;a;ii
rafionale:

a) f(x) o sinx X 5[0,1]

SiNX+Cosx




	[image: image117.png]cosx T
b = sinx +c0sx ( -2—)
sm 2x 4
9 /0= \/l+cos x ,xe( 2]
8 S0t xe(07)
1 +cos’ x 2
o o »fe( g

SlIl X—COSX

h s= \]3+2sm2x
g) f(x)=sin(alnx+b) ,xe(0,+w)

49. Sa se stabileasci relaii de recurenti pentru:
a) I, = jx"e‘dx ,xeR

b) 1, = fin" xdv ,xe(0,4<0)

O I, = [x"In"xdx ,xe(0,+0)
7 = Ix”sinxdx ,xeR

e)f, = Ix" cosxdx ,xeR

f) 1"=Isin”xdx xeR

g I, = Icos" xdx ,xeR

50. Si se stabileasci relatii de recurent pentru:
1 k4
1= & 0,—
a1 Ioos"x xe( 2)
T
by I = |tg"xdx 0,
1 e (0

o)/, = je“‘sin”xdx ,xeR

dx
Wi = jm xeR
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	[image: image118.png]dx

e)I,,—J.(2 Y sXx€{~a,a),a>0
f) I,M=J.m ,xeR

el,= Isin" xcos” xdx ,xeR
S$1. Si se stabileascd relatii de recurentd pentru:

i 4
1= |7———d ,xe|0=
o4 I(l+sinx)" xe( 2

1 n
wi=|—— 0,—
)L J‘(l+cosx)"d)‘ ,xe( 2)

x"dx
c)l,= ‘[ﬁ xel(-a,a),a>0

d) 1, = _{(arcsinx)"dx xe(-L1)

"dx
e 1"_jﬁ ,X (0, +)
sin nx
= dx ,
R Isinx xe(O ”)




	

	[image: image119.png]13. FUNCTII INTEGRABILE

1. Sa se calculeze urmitoarele integrale definite:
2

a) ]x~lnxdx
1

x? cos xdx

)

) [Vxarctg/xdx

[ S

g) Ie"(cosx+2 sin x)dx
0
1
2

) _fx3 x* +4dx

l+x

k) Ix’ln—dx

o
1
[

) J‘X arcsin x

G

b) Ixe"dx
2
3
4 j'e cos2xdx
"f
i jx~arctgxdx
0

hy Ix»e‘(oosx—sinx)dx
[
1
) Ix‘-x/x’a—ldx
[

b 'j'x In(t+x)

J +x)
]x arctgxdx
B 1+x

2. S4 se calculeze urmitoarele integrale definite:

a) ]x-(l-xz)sdx

<) |

{xt+1

~e dx
i 6[ x(1+Inx)’

1
) -
S+

b) Ixlex‘ ~1dx
2

3 2

X

d |
X0 +1

b e
0

h
) sxinx
124




	[image: image120.png]y

L=
—
o
=
A
5
=
G2
-
=7
LI S L T )
2 le
5|8
W%

- dx
1+\/

2_ 2
1) j'l Inxdp
]

x

D

‘_,

3. Sé se calculeze ugmatoarele integrale definite:
2

;[ T+x+l b ;[xz—2x+1
;[ rx’+1 b !x‘sz~2
Z(x +x—1dx ¥ x'dx
\"x ) D J‘()52-1) (x+2)
(x* +I)dx
8 Ix3~(1—x3) J x°+1
s x*dx (x—Ddx
9 J(X+2) (x+4) ) J'x +2x+5
(x* +1)dx
b -‘x -1 b -[(x D
I(x +1)dx
xaxt 41’

4. 83 se calculeze urmatoarele mtegrale definite:

? ‘;{1+\/;dx )I1+J—
G X x
o ,Il+\/;dx : P th/;dx
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	[image: image121.png]T
2 _'!‘3+«/2+x

) 5[x+\/x +x+2
9 ’[\l2 —x-x

1

m [

0

B IJZ—{—X -1
\/2+x+1

» ;NZIX

1 dr )
) «I(l‘f"):/x2 +x+1

] x+2
) ‘[ V1+x?

ol

" ;[x-\lx2+1

dx.

5. Sa se calculeze urmatoarele integrale definite;

a);'[ dx Zf dx
§2+sinx _zsinx—cosx
B3
1 dx 2, dx
) f——— d) }———r
) (;(sin‘x+cos“x ) Jsin°x+cos°x
: :
& L dx
o f - 0 |=
§ (1+cosx)-(2+coBxy gsinx+3cosx+35
1+tg’y
dx h _—
® i'. 1+tgxy ) 5[(5 smx) (7-sinx)
2
. p dx .. %2sinx+Scos
P P [
2 sinx+sin2x 055mx+2cosx
s
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	[image: image122.png]Zsinx+3-cosx—7 4 sinx
K oj dx 1)01

3.sinx+cosx+7

z
2 SlIl X
m) I
sin® x + cos® x

smx+cosx
=
‘I tgx dx
Jl+tgr+tgix

6. S3 se calculeze urmitoarele integrale definite:

a) ]|x2—3x+z|dx
4
¢} ﬂx—[x—l"dx

)I e~ “

|x+1|+2

) ﬂlnx|dzc
il

i) ]ﬂe*—1|dx
Tﬂc cosx'dx
° 5

|sin x—cosx|dx

;‘.,a

x

0) ﬂsm x— 3smx+2|dx

>

q) ”x«x;sz x|dx

2
s) j'min(x, x*)dx
S

b 2Hx3—;c|cbc
2

d) ]lx+|x+2“dx

I x+2+jx-2 2[
Jx+1+1

IS j|1n2x-3~1nx+2|dx~’

|e —1'+1
I|e -2|+2

) ”x-e -sin x|dx

) zj([sinx[-i-]cosx“dr h
P Jlx-sinxlar

) ]’]x~sin’x|dx

0 [} max(e?, 3~ 2)ds
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	[image: image123.png]2 2
w) J’min(l, x,x',x%)dx v) j ‘max(x®, x*)dx :
o =1

7. $4 se calculeze urmitoarele integrale definite:

a) :[(xz +[x])dx b) j(x“ +x+[x])dx

9 ]-x+[x] 0 ‘le—x+[x] -
_,X*[X] 3 Xt 4x

o 2.[ x+[x] 9 ]»x3+x+[x]
‘Zx2+x+l h x+1

o ]I[lnx}ix by j{ln%ﬂ]

) e b Jle

) :“{x}dx ) ‘{XT_l}dx
w {5 v e

Sl e

1

MN__
|

w

2

1
@ ffefes 0 Jie=ar.

0 1

8. 54 se calculeze urmitoarele integrale definite

1 1

dx ; dx
y R-[-L1] b) |0—m [£%

a),J:xz—a aeR-[-L1] )!x2+2ax+lae[ 1

1 2a
) I#,ae(@ﬂ) &) [V2ax-xtax
o

ax =2xcosa+l
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	[image: image124.png]! 2 _2lde.aeR ) }L >0
e):ﬂx al ,a€ lx‘ara
3
dx
g)_!m,aen B) jl et

9, S4 se stabileasca relafii de recurentd pentru urmitoarele
integrale definite:

. Z
a) I, = fin" xdx b} 1, = fx"tadx
) l
oI, = jx"e’dt &I = Ix"a‘dx, a>0
0
3 B
&) I, = fsin” xdx f) I, = feos” xdx
o 0
3 b
g 1= fsn"dx b 1, = frgxde
;; 3
. % P
i) I = NI ={—
) 4 !sin" x » A, ;cosl" x
H
: :
kiI,= Isin” xcos™ xdx I = Ix" sin xdx
0 o

1 1
dx
[={—— [ = =" ax=0.
m) [, ()J.(xz+1)n o) [, !(x2+a2)n a
10. Sa se stabileascH relatii de recurenti pentru urmdtoarele
imegrale definite:
dx Torn
a) /= j(4—x)— b) I = je stn” xdx

-z
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	[image: image125.png]J . _3 dx
) 1,,=6f(arcsmx)dx d) 1"-;’@

. 5
Icos(zn b l)x I = Ihl(cosx}cosandx
;  cosx H
' 1 " arclgx
el = I

P V1+x’

11. 54 se calculeze urmatoarele limite:

1 1
a) lim + +oeet
Hw[ndrk n+2k n(1+k)]
b) lim u ot ?
e (n+ et + 12 (n+nNn’ +n’

¢} lim

b (T T )

d)lim‘:(l ]Jsm—+ +[1+ ) (n l)n]
o ” - -

L a2 . 2 BT
) lim—| sin® = +sin® == ... 4 5in? 7%
n n

i n
2 2
o mt [ 1,2,
mep” \n+l n+2 2n
2 lim n+1 n+2 . n+n
o\ n? 412 e P nant)

12. Sa se demonstreze egalitatile:

z

Jla

) J’ gy =2 je“’“dx

2
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	[image: image126.png]& j’x”(]—x)"dx: jx"(l-x)"dx,m,neﬂ'

2 1+
sinx COS x
sin® xe™*dx j’ e™rdx
0

2

7
o B
j- arctg(sin x)dx + Iarcsin(tgx)dx =L
o

- f(stn mx)dx “m If(sm xXdx .

13. Folosind megalnatea de Ia cap 9, ex.

demonstreze inegalitatea jln(l +xBdx < < =

1.d) s se

14. Folosind inegalitatea de la cap. 9, ex. l.i) si se

b
demonsireze inegalitatea Iln(l +x)x>1-In2.
[

15. Folosind inegalitatea de la cap. 9, ex. 1.m) si se

1
demonstreze inegalitatea Ia:ctg(x +1)dx < %+ % .
o

16. Folosind inegalitatea de la cap. 9, ex.

demonstreze inegalitatea I arctgrdx > % . ln% .
1

13t

1d) sd se





	[image: image127.png]17. Sdse demonstreze inegalitﬂﬁle urmitoare:

E
A< J‘ )—< —dx et
5 32 +35
c)«/§< —ldx<Jg d)—-<.|‘-—dx<9
jx+1

€) \/Eﬁij‘\/x2+ldx5x/ﬁ f) jln(1+x)dx> I;idx
-4 i i

10 0
g) jxarctgxdx > J'ln(l +x7)dx .
2 2
18. Si se demonstreze inegalitatea:

)
0< \ll—xzarctgtdx<%—ln«/5.
0

19. Sd se demonstreze inegalitatea:

a<j'1n1+e dx<ln 1%

20. 84 s¢ demonstreze inegalitatea:
1 1
2Je < fe'dr+ [ ax<1+e
o 0
21. 84 se demonstreze inegalitatea:

1
Tll+x T 2n+1

22. 84 se demonstreze inegalitatea:

e < (1_1]
2 e

23.Sdse demonstreze 1negalltatea
= s <z
Jeranss

.z
1-e?<

o-._.m»
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	[image: image128.png]24. 54 se calculeze urmétoarele limite:

x

2
b) lim I sin” xdx
0

a

I(1+x 1+ %)

c) 19: J'tg"xd.x d) lim Iln” xdx

node

n+t
d) im f) lim
)t [ i 4
25. S4 se arate ¢ urmatoarele functii sunt integrabile:

x*,xe[-2,0}
-2,
a) [ >R, f(x)= {x re@]

1-x,xe{-10]
1+x? ,xe(0,2]

b) f:[%,Z]—)R,f(x):{

1+x+x" ,xe[-10]

) f;[(),4]—>R>f(x):{5_2x x€(0,2]

I4sinx
d L RHR, (D=3 x
[47(—3 ,x €0, +0)

€ (—,0)

) _fo.xefoq
e)f«[0,2]*R’f(X)—{l,XE(LZ]
1
f 22 R, fw=1=x T
\/x +1,xe(1,2)
) 4R, f=]", e
B/ /0= 4+l xe 4]

26. 84 se arate ci urmitoarele functii nu sunt integrabile:
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	[image: image129.png]1,xeQn[L,2]
2,xe(,2]-Q

. _ ¥ xeQn[2]
b} f'[1,2]—>R,f(X)—{2x_l’XE[]’2]~Q

2, xeQn0,]]
x ,x€[0,11-Q

—sinx xe[ }(\Q

a) f:{l,2]—>R,f(x)={

@ﬁmuemﬂn%

¥ oz ] >R 0=
cosx ,IE{:O,ﬁi{-Q
2
1 xe~1,1]-{0}
¢) f-LI>R, f(x)={x" ? .
1 ,x=0
27. 84 se dea exemplu de doud functii f:[0,1] > R care
nu sunt integrabile pe [0,1], dar f+ g 5i /- g sunt integrabile.

28. Si se determine toate functiile f :{-2,2]— (0,+w)
care sa satisfaca simultan conditiile:

i [Foode=10) [ Fede=2; ) (2 de=4.

29. Fie f:[0,1 > (0,1} continud. Si se arate ¢ ecuatia:
3x—- f/'(r)dr =1 are o unica solutie in [0,1].

30. Daca f:[0,1]-> R este o functie continui care verifici

relatia 3x- £ F(x)x =1, atunci exista x, € (0,1) astfel incat si

avem f(x,)=x,.




	

	[image: image130.png]14. APLICATH ALE INTEGRALEI DEFINITE

1. S4 se afle aria mulfimii delimitati de graficele functiilor:
a) f(x)=x* , g=x" .xe[0,i]
b) f(x)y=+x ,gm=x .xef0,1]
9 f@=Vi-x , g@=Vi-x xelo

d) f(x):[x|+1 ,g(0=2 ,xefl,2]

o foy=21 ,g0)=x-1 ,x€[0,2)
x+1
f f(x)=xlnx , g(x)=0 ,xelle]

2 f(x)=1-x , g(x)y=arcsinx ,xe[0,1].

2. S4 se afle aria mulfimii cuprinsi intre curbele:

a) y=-x" , y=3x+2 by y=x'+4x , y=x+4
) x>+y’ =1 ,p*=2x dyy*=9x ,x*=9y

x 45 -1
R N I B
g)y=% L Y= h) xy=9,y=0,x=Lx=3 ,
B x 3
1 = ,x=0,y== j =lnx,y=In’x
) ¥y N y=3 ny y

k)y=sin2x,x=o,y=o,x:%

) y=xe*,x=-1x=1y=0
m)y=|x2A4], ¥ +y ~8x+15=0
x* +6

54

3. S4 se afle volumele corpurilor de rotatie determinate de:
a) f(x)=4x-x" ,xe[0.4] b} f(x)=x .xe[-1]1]

135

1
n) y=-——7s,y= ,y=0,x=8.

3+x




	[image: image131.png]<) f(x)=l ,x€e{l,9} d) f()=x"-¢" ,xe[0,1]
x
¢ f(x)=x"-Inx,xele,e’] 1) f(x)=+arcsinx ,xe[0,]
9 f(=tX ,xe[o,l]
1-x 2

4. Si se afle lungimile graficelor urmétoarelor funcii:
a) f(x)=x*+1 ,xe[0,1)
b) f()=Jx ,xe[4]
¢) f(x)=In(x-1) ,xe[2,5]

. z

d) f(x)=In(sinx) ,x 5[4 2]
e f(x)=e” ,xef0,1]
0 f(x)=2-Inx ,xe[2,2-43]
g f(M=xx ,xef0,4].

S. 84 se afle ariile suprafefelor de rotajie detetminate de
functiile:
a) f(x)=x"+4 ,x€0,2)
b) f(x)=Vo-x ,xe{0,5]
©) f(x)=x" ,xe[0,1]
d) f(x)=e> ,xe[0,1]

) 1(x)=tax ,xe[o,ﬂ,

6. Sa se afle centrele de gteutatz ale plécdot plane,
omogene delimitate de:
ayx*+y' =4 y=1 x21
b) y=x' y=0 x=1

2 yZ x
);—+7—l 0, =
B +y -4=0 x*+y —4x=0 x=0,y20.
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	[image: image132.png]15. PROBLEME DE SINTEZA

1. 8¢ consider sirurile (a,),., si (5.),..
a,=-+—+ +i§1b =a, «1rl
"3y 3 n
a) Si se demonstreze relafia:

1),
2 3"
b) Sase studieze convergenta sirurilor (a,) ., si (5,),.,
¢) Sdsearate ci lima, =limb,.

o e

d) Sise calculeze limb, .

2. Fie functia /:R >R, f(x)=¢*(x*=5x+7).
a) Si se calculeze asimplotele la graficul functiei.
b) Sa se calculeze f(x).
c) S se calculeze punctele de extrem ale functiei.
d) S se demonstreze inegalitatea:

< f(x)<3e (V)xe[L,2].
1
€) Sa se calculeze I S (x)dx.

0
f) Sise calculeze lim I F(x)dx.

a’ +b
-1

2
3. Fie f,g:R— {}—»R j(X)— ,g( )‘

>

abeR.

a) Si se determine u,b € R astfel inct graficul functiei g sa
treacd prin originea axelor O(0.0) si si admitd asimptota
oblicad y=x+1.
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	[image: image133.png]b) Sa se arate ci: f(x)=x+1+—li,(v)xeR—{1} .
e

¢} Sase determine asimptota verticala Ja graficul functiei .
d) Utilizand metoda inductiei matematice s3 se demonstreze

ca:
( 1 ]‘"’=<—1)"»nz
-1 (x—l)m .

€) Sisecaleuleze f™(x),(V)xeR-{l},neN,n=2.

f) Sise calculeze lim n®- I f(x)dx, unde ¢ €R.
2

(=D
g) Si se calculeze J-lgim

x

. T
4. Se considera sirul (/ unde I, = |tg”xdx.
W) =)

CEM

a) Sisecalculeze I; i 1.
b) Sasearatecd /, +1,, - (VyneN".
2n-1

c) Sa se arate ci (1,)
lim7 ;
d) Sa se demonstreze egalitatea:

i1 . 1 -t
T——dm o (=) e = I+ (1)L
35 e 2n-1 ° O

sy €StE COMVergent si si calculeze

e) Sa se calculeze

. 1.1 1
hm|l——+=—+-+(-1) .
lm( 3 5+ Mt 2n—1)

nosa

S. Fie functia /R >R, f(x):{x—xz} si sirul (I,,)(nzl),
1
L= {1
b
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	[image: image134.png]a) Shscarateci 0Sx—x’ s% M xel0,1];

b) Sdsearatecd oslns% (MneN’;

c) Sisecalculeze lim/,;

d) Sascaratec =21
4211

e) Sasearatecd [, €Q

(V)neN',n22;

6. Se considera functiile
L RoOR f(x)=1+x+-+x", neN si

F,.:R—-)R,ﬂ(x):]f"(t)dl, (M)xeR.
[}

a) §4 se verifice egalitatea (x~1)- f,(x)=x"" -1(V)xeR.
b) Sa se arate ca f£,(x)>0, (V)xeR si # numir natural par.
¢) Si se arate ¢ F,'(x) = f,(x),(V) xe R si n numar par.

d) S& se arate ci F,(x) este bijectivi pentru orice # par.

7. Se consider3 functiile 1, g:[0,00) >R,
f(x)=ln()c+l)——)i~1 sig(x)= In(l+x)-Vx .
x

a) 54 se calculeze f'(x) i g'(x).

b) S4 se calculeze /(0) i g'(0).

<) 4 se arate ¢ g(x) < 0 < fix) (V) xe[0,+0).
d) Sa se demonsueze ca:

3 P <m2+n3 4o +In(r+1) < nl.
f) S se arate ¢4 aria suprafetei plane limitate de graficul fumctiei
/(x)+L1 , axa Ox §i dreptele de ecuatii x = 0, x = 1, notati cu
X+

4 indeplineste conditiite: 1 -In2< 4 s% .
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	[image: image135.png]8. Se consider functia f:R > R, f(x)=x-¢".
a) Si se caleuleze £'(x) §i /"(x);
b) Sasearatecd f)(x)=(x+n)-e*;

<) S4 se calculeze limw;
(s n

d) S4 se arate ci
SO > (x+D, (V) xeR 5i (V)neN';

[

) Sa se calculeze lim 2

ey n

9. Se consider functiile f, :R — R,ne N astfel:
S =x-15 £,,(9=[£,Od, (neNsi(7)xeR.
o

a) 83 secalculeze f(x) si f,(x).
b) Sd se demonstreze prin inductie egalitatea:

¢) Pentruxe (1,2) sa se calculeze lim £, (x).

d) Pentrux > 2 s3 se¢ calculeze lim £ (x).
100
€) Sise calculeze lim Zf,, (x) pentru x € (1,2).

dx

10. Fie sirul (a,) ., a,
= sz +3x+2

a) Sise calculeze a, siapoi b, =Y a,
k=1

b) 8ase calculeze ¢, =5, +n<1n—‘

¢) 84 se calculeze lima, .

o
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	[image: image136.png]c) Si se arate ca OSI,I(Jr)s—I—1 (V)xel0,1) si neN.
n+
d) Sasearate ca lim7 (x)=0 (V)xe[0,1].

n-1

X

¢) Sdsearate ¢ I,(x)+17, ,(x)= (V)neN g x€[0,1].

n—
14. Se defineste girul (1,) _ astfel

(n20)
1 1 "
1 X
L= |——7—drsi [ = |[s—
° !xz+2x+2 $ fm ‘!xz+2x+2
a) Sase calculeze fosi /.
b) $4 se demonstreze relatia

1,421

w2 nal

+2~]"=—1-A
n+l

¢) Sasearateca I, <I, (V)neN.

=

d) $3 se demonstreze inegalitatea:

57 <~l—s5~ln,n21A
n+l

nt2 =
€) S se demonstreze inegalitatea:

<l < !
Sn+5 "7 5n-5

f) Sise calculeze limn* -1,

noo

nz2.

X

15. Se considera functiile
LR~} >R, f,(x)= 1,\1 neN.
x—

) 84 se determine asimptota verticali la graficul functiei f;,.
b) Sa se determine n e N astfel incat graficul functiei s3 admita
asimptota oblicd y =x + 1.
) 84 se determine a.b,c € R astfel incat
2

Y T
x-1 x-1

d) S se calewleze {f,()dx 5i [f,(x)dx.
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	[image: image137.png]¢) $a se calculeze f (x), unde f ™(x) reprezintd derivata de
ordin n a funcfiei f.(x).

1) S3 se calculeze hm ﬂ: A (x)————]dx

16. Se consideri functiile f, :R—>R, definite: f,(x)=e*
$i fu(®) = [f(:)dt (neN.(V)xeR. :

a) Sase calculeze fi(x) si fo(x).
b) Utilizand inductia matematica sa se demonstreze egalitatea:
t "
fa=e -2 L (HneN.(MreR
: nl
¢) Si se arate ¢a : ’
0< f(x)se «f—',(V)neN,(V)xs R.
n!
d) S3 se arate ci:
142 "
lim[l+x—+——+ +f—)’e (V)xeR.
wosl 11 21 nt

2
17. Se considera functia f :R > R, f(x) = cosx—1+% .
a) Sa se arate c& fx) este crescitoare pe (0,00) si descrescitoare
pe (—0,0);
b) Si se demonstreze ¢& (V) xeR, f(x)20;

1
¢) Sa se arate ci Icosxdx > %
0

18. Fie f:R—»R,f(x)=1+{x}+{x}2 si F(x)=]f(l)dt.
o

a) Sase arate ¢ f este periodici de perioads 1.
b) Siscarate ¢ f(x+10)= f(x),(¥)xeR.
¢) Sise calculeze F(x) pentru orice x € [O,I]A
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	[image: image138.png]d)  Sa se studieze continuitatea §i derivabilitatea functiei f pe
intervalut [0,2].
€) Si se calculeze F(2).

k4]

f) S se arate ca j Fdr = j Faar.
g) Sase calculeze Xlga F(x).,

n

19. Se considerd functiile f, :R-{l} >R, f,(x)= lix si
sirul (I,,)("EN) (0= ]'fh(t)dt, unde x€{0,1).

a) 8 se calculeze In(x;, Li(x) si L(x).

b) Sa se arate b 1, ()~ L,(x) =2, (V)xe[0,1),neN" .

c) S se calouleze 1 (x). "

d) Sa se calculeze £ (x).

-

X
20. Definim girul (7, oL, = dx.
sirul (7,),..0, 4, Jx 2
a) 8a se calculeze I, §i 1,.
b) Sise demonstreze ¢a I,,, +21, = L
n+l

<I, si(v)nzl.

¢) Sa se demonstreze ca !
3n+3

d) Sase calculeze lim n” -/, .2 eR.

neriw
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	[image: image139.png]1. MULTIMI DE PUNCTE PE DREAPTA
REALA. FUNCTII REALE DE VARIABILA.
REALA

1. a) Pentru orice x & (~11) si pentru orice a'€ z—ds,—i]
avem x > a. Mulfimea de minoranti este (—o0,-1]
f) Pentru orice x[0,4+w) si pentru orice ae (—oo,ol avem
x 2 a. Mulfimea de minoranti este (—,0}.

2. a) Pentru orice xe(-1,0) i pentru orice ael_O,wo)
avem x <a. Mul{imea de majoranti este [0,+oo) ‘
d) Pentru orice x<(0,1] st pentru orice ae [1,+w0) avem
x <a. Mulfimea de majoranti este [1,+c0)

3. a) Pentru orice x €(~3,3) avem |x|<3
b) Pentru orice x e[-1,2] avem |<2;
h) Pentru orice x € (0,3} {9} avem |x| <9,

4. a) Pentru orice x & (—3,3)u[5,6] avem |x[ <6.

5. a) Mulfimea este marginiti inferior, nu este marginith
superior si deci nu este marginita.

6. a) Nu existi nici min 4 nici max A.
¢) min A = -5; max 4 nu exista.
fminA =0, max4=7.

7. ¢) Vom demonstra ¢ inf 4 =-2.
- Evident Vxedavemx>-2.

- Vom demonstra acum cd Ve&>0,(3)yed astfel incat

y<-2+¢. Luam y=-2+ 1 i ne rimane de demonstrat ca:
n
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	[image: image140.png]Ve>0,(neN astfel incit —-2+l<‘2+e<¢n>—l—, ceea
n £

ce este adevirat datorita proprietéfii lni Arhimede.
Vom demonstra acum 3 sup 4 = 12.
- Evident Vxe Aavemx<12.

- Vom demonstra acum ¢ Ve>0,(pyed astfel incht

y>12-¢. Luim y=12——l~ $i ne ramane de demonstrat ci:
n

Ve>0,(3)neN  astfel incat 12—l>12—e©n>l, ceea
n 5

ce este adevarat datorit proprietatii lui Arhimede.
8. a) 4=(-11) sieste evident marginita.
9.d) X’ 27x-6 (x~1)-(x-2)-(x+3)20.

Atunci: A = [-3, 13U[2, +w), care este nemarginita.
10.e) 4 =(-1,0); infA=—1; sup4=0.

14. ¢) Vom demonstra ci n [O, n+ 2:| =[0,1}.
nen n
nzl

O implicatie [0,1) n [O, n+2 ] este evidenti.
neN n
n21

Fie acum xeﬂ[o,"+2]. Presupunem  prin absurd ci
neN n .
2l

x€[0,1] de unde rezulti x > 1, sau x — 1 > 0. Atunci conform
proprietitii fui Arhimede rezultd ca existii neN astfel incéat

2 n+2 n+2
n>——=nx-n>2=>x>—>x¢|0, =
x-1 2 n

:xzﬂ[o,"zz

neX!
nzl

], ceea ce este fals.

15. a) Punem condifia x+1% 0=>¥eR~{~1};
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	[image: image141.png]¢) Punem conditia —x—l > 0= (—o0,~1)(0,4w).
X+

16. a) | /(x)] =|sinx+2-cos x| <|sin x|+ 2-Jcos | <
<1+2-1=3 si deci fix) este mirginitd;
d) Vom demonstra ¢i ¥ x € (0, +o) avem f(x)<1¢>

2
d +2xsl®x‘—xz—2x+220a

x'+2
& (x* =1)* +(x=1)’ 2 0, ceea ce este adevarat;

¢ f(x)s%o(x’—l)er(x—Z)zZO

2 f(x)S%@ @ -1 +(x-120.
17. Fie A, = A N [-n, 1}, (n 2 1). Atunci A, este marginitd

sit A= AaR=An| Jl-nnl |= JAA[-naD =] 4,

neN neN
nat n2l iz

18. Se demonstrez ca [a,b] = ﬂ(a +Ls —l) .
n n

neN
nzl

19. Se demonstreza ci (a,b) = U [a + l, b ~-1—] .
neN n z

nzl

20. a) Fie M =sup(4, U 4,). Atunci avem:
A CA VA, =supA <sup(A VA =M (1)
A,CA/UA, = supA, Ssup(A, VA =M ()
Din (1) st (2) rezultd: max{sup A,,sup A,} <sup(A, VA,)
Fie acum ¢ < M. Atunci (J)xe A, UA,cux2c, de unde
rezultdi: (Pxe A cux2c sau (xeA,cux2c s deci
max{supA,,supA,}>c, iar ¢ fiind ales arbitrar rezulid:
max{supA,,supA,} 2 M =sup(A LV A,).
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	[image: image142.png]21. inf A <x<supA (V)xe A =
= |xl < max{]supAHinf Al} MxeA=>

=> sup|x| < max {jsup AlLfinf A} (1)
xeA
Pe de alta parte avem: —|x| <x S|x|,(V) xeA=>

= =sup] < -infls}=sup(-}x = sup < supl

si deci sup Ssup|x1 )

Analog avem: —sup]x| = mf(-—|x|) <infx< inflxf< sup!xl

xeA

mfx < sup]x‘ 3)

xeA

Din (2) §i (3) rezult: max{

sup A
xeA

fni Aot
Din (1) si (4) obtinem inegalitatea ceruta.

22. Evident A este marginith superior §i B este mirginitd
inferior. (V)acA=a<heB i atunci avem:
supA<b(V)beB=supA <inf B. Presupunem prin absurd
cim=supA<infB=M=>(V)acA si (V)<beB avem:

a£m<M.<.b:>—a2M—m>+, ceea ce este fals
[ :|+1
M-m
deoarece (VIneN@)a, A, ()b, eBeub, —a, <1A

23. Se demonstreaza prin inductie ¢a f(n+1)< & , iar

dupa aceea se demonstreaza ci mf. fmy=0.

(-x)° +1 x4l
14+]-x+1 l+|x lf

24, a) f(-x)= #* f(x);
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	[image: image143.png](=x)' +2(=x)" +1_ x'+2x+1
(=x) +{—x] — +1x|

%o fen= g,

) —(=xP+1 x*-x"+1

26. 8) f()={x+2={x}. Fie TeR astfel inca
fx+Ty=f(xy > {x+T}={x}<>TeZ. Cea mai mic
perioada este 1.

30.a) f(x)=[x+1]-[x]=[x]+1-[x]=1; T
b f(x)=[2x+1-[x}=[2x] +1-[x]= -
O
© f()=x~[x+ll=l]+a-(x]+h=a-l0sa <t

b) f(-0)= =f(x).

31. a) Se aplicd megalnatea at+ :2 < —12- (% + %) .

f) Se fac schimbarile de variablla.
X=—a+b+ciy=a-b+c;z=a+b-c.
32.9) E@ab,ey=( 2+ +[ﬁ+£)+[“ b)>2+2+2
¢ a c b b a

3 3
34.b) @ +5° = (a+b)a* ~ab+b?) 2 ab = *b” >1.
ai

a+b __ a+b
Pl Z—
2 a+b 2 .
35.a) A’ +b* +c’ 24 -(a+b+c)-12=4.6-12=12.
by a' +b ¢t 2 d’B + B+ b3 2ablevabe® +atbe =
3 3 3
=abc {a+b+c)= 6abc3—+b—+c—>6
be ac ab

36.b) (a+b+c) <3(a” +bH* +c')=3.

C)Searatdci o’ +4° >
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	[image: image144.png]2. SIRURL

_n+2 n+l_ 1

1.ba _—
Tne3 n+2 (n+2)(n+3)

iy ~ A

>0, deci

sirul este crescator; g
m) a—a =] B3] n+1]_ n+1+l]_[n+l]=
el " 2 2 2 2

= ["TH] +1- [”TH] =1>0 deci sirul este crescator;

n 1 { 1 1
0) a,= =<in-1+ = = 3
n+l n+l n+t] n+l

p) a=1~1=0a,=2+1=3;a,=3-1=2;a, =4 +1=5 gi deci
sirul nu este nici crescitor nici descrescitor.

2. 8) a,—a,=(1+3++2n—1+2n+1)-

-(1+ 3+.::2n-1) = 2n+1> 0, deci sirul este crescator;

i) a,,-a,= [\/n + 1] >0, deci sirul este crescator.

n 2" +1
3. b = <1 . € =2 T«
), 2n-1 ) a, 2"+3

1

o a,=—2" =2-5‘;<2 D a=0
-1

) a"={2—i = 1+1_L}= 1AL
2 2" P P

n(n+1)
4 da=—2—
n

+1 . . .
——, si este evident nemarginit;
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	[image: image145.png]I A (C2) G R L Ok S 1 S

® a'!:"(n*'l) THn+D  n(n+1) n{n+1)
2
3 -2
S n(n n ) ,si este evident nemdrginit;
n(n+1) 6n(n+1) 6
h) a, = 143 [ +14+ 3 ]=n+l+[ 3 ]2n+l.
n-1 n-1 n-1
3" +4"

5. ¢) g ="—7
> o 2"+3"

este convergent.

2 a,,={n—+1 =n_+1 deoarece——ﬂ<l (V)nz1.
3n 3n 3n

6. a) a,,,=-a,,=—{-a,)=a, sideci sirul este periodic

> (%] , sirul este nemarginit 5i deci nu

de perioad principali 2;
d) a,, =41-a l—l a’.

=a,,

) a,,=cos(n+ 2)7: = cos(mr +2r)=cosnx =q,,

o (et

2n+1 1‘_ 1 L1

8. a) Fiee>0si -—i= .Din <£
4n+3 2| 8n+6 8n+6

1-6-

1 .
rezultd 8n+6>—~=>n> £ Luam atunci:
&

n=N() =[1;g65

]+1 i pentru orice n 2 N(£) vom avea:

2n+l

nrl L < ¢ st dect are loc egalitatea 11m2 +1=l.

4n+3 2, rsodn+3 2
10. a) g, = <—17—>0:>a,,—>0

+1 n
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	[image: image146.png]n(n-1)

P S W 1 Wt
P42 +ant an+HCn+l)  (n+D2n+D) n
6

1l.a) Zn+l —l’ 1 <l—->0.
4n+1 2| 8r+2 n
n 1] 2 . " 2
12.d)a"=(1+]) 4G +C 44 C C _
+1 n+1 Tl

n(n-1) n-2
=t > 40
2n+2 2

B.aag =4"[[%)"+1]= 4 "_G)"“_,o
e & o

14.€) a, =(Vn+1-Jn+2)+(Vn+3-In+2) =

-1 1 .
=-—-————+——:>l|ma,,=0.
n+l+in+2 «/n+2+ n+3 o
k k
18. a; <
)n +n n+k n+1 Z,n2+n

2 Z k n(n+l) <Z k <n(n+1)

i +k St sl 2n2+2n_k=ln’+k_2n2+2
Trecand la hmltz in mega.litatea de mai sus obtinem:

—<l < : im
nlj'»l;"z n-mz 1+k 2
n(n+1)
19. ) a,= 2 n_ wW+n-n’-2n__ -n __1_‘
n+2 2 2n+4 T 2n+d 2

20.d)1-2+2-3+-+n-(n+D= > k- (k+1)=

n=t
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	[image: image147.png]Z Z n~(n+l)~(2n+1)+n-(n+l)=

6 2
_n (n+1)-(n+2)  Atunci: n‘(n+1)A(n+2)_f1‘=
3 . 3’ -3
3’ +
= =lima, =1.
I’ ey

2.2) 14425+ +n-(n+3)= Zk k+3)= Zk’
+3'ik:n«(n+;)(n+5)
k=]

Atunci: @, = 2 (n+5) =lima, =2
n+ prarey
2.0 a,= ! + 1 +od ! =
1-4 4.7 (Br~2)-(3n+1)

1 (1 lj 1 ( 1 1 ) 1 (1 1 )
LI (L PR L =
34 7 3n=2 3n+l) 3\ 3n+l

t,r, 1
23. 1) tim 02 In3 Ing _

firen n

1 1 1 1
e
. (an ln(n+l)j (ln2 ]nn)
=lim =

s n+l-n

=lim
= In(n+ I)
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	[image: image148.png]24. 1) Fie y, =Ingfx, = %

. . Inx, ~Inx,
Cesaro: lim y, = lim 2 7% - gy 1 Zast -
oo " e plep  mee o x,

. X .
=ln(llm "“]:lnn:» lim 2/x, =a.
S

nn g
n

2 _ 2
2) b hma _hm3(n+l) (n+1)+5=h.m3n +5n+7=

[ T e 3n’ —p4S
Crlv#l
0]
h) lima, —llm3v.‘ hmm 1
jray = €7 1=3.(n-2) 3
T
3n¢|
25.2) @) lim ™ =1im D i 3 o=
mom g s 37 ,.-m,H.l
n!
= lima, =0.
Mwya- (1-2:3m) [2-3-(n+ D)) -
TR (n i) (e 2} 3.4 (e D) (1 2)
4

=——————=limg, =0
e+ (n+2)’ e "

-1 _ (=D +k+D
B+l (k+IXK —k+1)
292 4202 P2 9?

€) Se foloseste descompunerea

g a,=

32 42 n1
_B-D3+D) 4=2)(4+2) (r-)(n+2)
B 7 = =
P+ +-4n’  2+44++2n-1)
. + +
8. 4) o = n n _

n
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	[image: image149.png]n(n+1)(2n+1) 2‘(n—1)n
6 2 i (n+D)(2n+1)

) + +n-l+n
= n n = 6n =
n o, . on
2
=14n _3n+1=>lima":y—=1,
6n° o 6 3
29. d) Notam an=2A=ZZ.Z....Z<2.1.Z.Z,,.3=
nt 123 =n 33 3
2 n-2
=2~(§) 50=lima, =0
e eee e oY
00<q=2222.200 —i(—] -0=lima, =0
nt 123 = 1213 o
30.5) 0<aq = It 2 nt
TS Ty Ty ey
a
n

a
=1—‘5———7<—5—>0— lima,=0
1+C, +---+C +--+C) () fraeey

€) Se scrie ca produs de fractii §i se aplica incgalitatea:

k 1 .
l—_:k—2<;,pentruorlce k=12,,n

3.6 4q, =
5

>—b >0 limag,=c0.
n

P

e+ 7" S 2 O+t +C"
T+n++n Snt 5.1

(1+1’)~(1+25)~~(1+n5) 1+ k
n!

32.d)a,-=

>
~

>Hk4 =@ > o= lima, =

g)a,= =Y 440" >\/——n——>oo:hma_

i
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	[image: image150.png]33. a)[ ]>0=>lxm[ ] 0'[ ]sl:
n n n
. j1 1 1
= lim| ~ | lim—=lim| — |<0= lim{ —
froce [ g et I sy I
d) Avem1<~——<2 {V)neN, n>4: —ﬂ 1=
:llm["+l]—l.
neo| i
B) [2"“] [2+1] 2+[—] lima, =2;
n nl " e
D) a"={2"*5} { } { } S = lima, =0.
n+2 n+2) n+ Ll

34. a) 0<§"“3 <1>a,= [2 *3} 0;

-

+4" 3+ 4"
2"(1+2"
b oL 202 0 r)-t2r=y;
2 1+2" 2" 2"
1 1 L1 .
f) 0<sin—<l=aq, ={sin—p=sin——>sin0=0.
n n n
=L
35, a) 1+l+~1T+»~+L= 2 =2—L:~
22 r 1 2
2

:a,,:[2—~1—] 1+2 -1 =1+ 21 = lima, =1;
2" 2" 2 e

d) a,,:n-{H2 4}:»{2 _l}=n~2 _lnliman=+wA

b o o —

36. 2) a"=[\/n2+n]=n,deoarece n<Vnt+n<n+l;
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43 Prin inductie se demonstreazi

1 1 Y
J— -~~\/;2~[~:>11_{2[1+ﬁ+ -ﬁ}zﬂﬁ—w

4. a Z k-2 Z(k+2 2)-2
TSR B (k2

n 2k n Zkﬁl 2 2H+|
Zl(kﬂ)' ;(k+2)v"”=—2—!“(n+2)!=
1+1

=1- = lima, =1

(n+2)! row
L p! Zp'(k—lw—p)=
Zplt k-1 (p+k)!
&l 1 (D!
k- lpz(p+k ! k-1 ;,(puc)z‘
11 1 n!
= - . =

k-1 (k1! k-1 (ntk-D

. 1
=limg, =————
na " (k~1)-(k=1)!

nl

0.0, 3L S RO-k=DUah)

wC, = n!
Facéand schimbarea de variabila n-1--k = &, obfinem..
_"Z"(n—k—l)!~h!-(h+1)
n!
—k=Dtkl(n—
n—k-Dtk! En k+k+1)+2=
n!

n-|

46. a, =

+1. Adunénd obtinem:
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n 20

Evident sirult este crescator §i marginit gi 51_\31 a,=2
213 (k=1) &3 (2k=1)
43'“""§2~4~~(2k+2)‘§ 24-2%
Z":1 Bkl 1 13-Q2k-1)
2.4--(2k+2) 2 2.4-(2k+2)
13.-@nsd) 1
4--2n+2) 2n+3

2( D2 cl =

-+l
(1) ————=lima, =0

D ntl) e
50. arctg(1+k+k%) = arctg(k +1) —arctgk.

=lima, = % , deoarece

ey

49.

arv
2-(n+1)isn

n+l

1
= arctg —arctg——

51. arctg % Tl

R
i+k+k

54. a) Se discuti cazurile rezultate din compararea lvi a'cu
9.
a)Dacad g <9=lima, =0

b)Daca ¢=9=lima, =1
c)Dacd a>9= lima, =

55. Se compari puterea cea mai mare a lui n de la
numiritot cu puterea cea mai mare a lui 7 de la nuruitor.

56. Se inmulgegte in fiecare caz in parte cu conjugata
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57. == b = =< g = .
o a n ) 4, 2n o a, n+l1 b 4, 2n+1
1 1 1
58. a) a, = b)a, = dya,=—.
n(n+1) nn+)(n+2) n!

59. a) a,,=2n_1 v oa,= u €) q, =2n+1.
n

" 2n+l " n
) ;
60. 2)a,=vn i c)a, = n+1 &) a, = |——.
n n+2

6L 1) a) y, =x,—x, ={ax,, +b)—(ax,, +b) =
=a(x, %)=,

b) x =ax, +b se inmuljeste cu a™*

X, =ax;+b se inmulfeste cu ™
X, = ax, +b se inmulfeste cu @™

X, =ax,_, +b seinmulieste cu a

x,=ax, , +b
Dupé adunarea relatiilor obtinute $i dupa reducerea termenilor
asemenca s obline x, =a"x, +b(l+a+a’ +--+a" )=

a.  bl-a") b ] b
ﬁx,,=a Xo + =q|c+ - .
1-a a-1) a-1

¢) Dacd |a| <1=> a" > 0= limx, :%.
e “a

Y1 N
2) a) x"—-(—i] 1+1—— AT—*--ZA[E) —2;
LI S
2 2
d) Seaplica formula x, =a"x0+b(l+a+a2+~~+a"")
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62. a) 4,=2=2} ;a,=\/2_a:=\/2—-2_3= 27 =2¢
271
a, =\/E=\/2~7= 242 2% Prin inductic a, =27 .
63. a) Vom ciuta mai intdi solutii de forma a,=r".
fnlocuind in relafia de recurents, obtinem ecuatia caracteristicd:
=3 o2 = =3 r42=0 =l =2,
Forma termenului vafi @, =a-1" +b-1r) =a+b-2".
Din a, =ka, =2 rezultia=0;b=1=>a,=2".
¢) Ecuaia caracteristicd este »* —4r+4=0=>r,=r,=2.
Forma termenului general este a, =2" (a+bn).
Din g, =2,a, =4 2(a+b)=2; 4(a+2b)=4=a=1,6=0.
Atunci rezultst a, =2".
f) Ecuafia caracteristicd este r> —2r+4 =0, care are ridicinile

n=2 cosZ +isin ] 2(0051—15111—]
3 3 3 3

Solutia este a, =2" (a COST+ bsin Tj Din conditiile initiale

rezulta @ =1,b =0 si atunci @, =2"cos331,

1

65. a) Avem relatiile: @, —a, = 7 =5

4=

-

1
ay
2

a,-a,;= % . Adunand membru cu membru relaiile obtinem
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m—:— si atunci prin inductie rezult ci sirul este
crescitor. Fiind §i marginit rezultd ci sirul este convergent.
Notand a= !,x_rg a, si trecand Ja limitd in relafia de recurentd
obtinem a=Vra=a=2 solutie corects.

68.b) a,, =a’-6-a,+9+3>a,,~3=(a,-3).
69. Se logaritmeaza relatia de recurenti.
71. Presupunem c3 exista n, € N astfel incét x, =0=>

X,
=>x, = kil +=0=>n,=0(V)k2n,, ceea ce este fals si
. " lenexl B

atunci rezultd x, # 0(V)neN.

X, 1 1l+nx? 11
X = 7= = = =—+nx, m
1 +n- X" xn+| xn xn+l xn g
Aplicénd succesiv relatia (1) obtinem:
—=—+Zk X, = L —1—+
X0 (n+l) X, (+D-x
2.
DALHE A, G s 20
n+l
rezulti ca:
ntl
1 X +on-x, 1 Zk % Zk e
—=lim= " >~ =lim &L
x e opa] x o (n+h)-n
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72. Se aplici teorema Iui Lagrage pe intervalul (k, k+1]
functiei f{x)=Inx sirezultii ci existd ce(k, k+1) astfel incat:

SED-1R) _ Cmpol
TTIk =/(c)=In(k+1) Ink—c

111 1
k k4l —<—<—=>—<In(k+)-Ink<— (1
ekl < T e Dok < D)

Aplicim (1) pentru k= 1,2, -+, n — 1 si adunim membru cu

l=‘im% !

X noe

membru:l+l+-~+l<1+—+~-+~l— 2)
n 2 n-1

Din (2) rezults c& x, €[0,11(V)neN si deci sirul este marginit.

Avem: a,,,~a, =~1-I—ln(n+l)+]nn <0 conform (1) si deci
n+

sirul este crescator.

1
73. Se arati prin inductie ¢i x, < —=—=(V)neN".
PR, < T )

74. Vom demonstra mai intdi ¢i x, #0(V)neN. Pentru
aceasta presupunem prin absurd ci existi n, €N astfel incit
x,, =0.Atunci x, ,-0-3-0~4=0=>-4=0, fals.

o]

Din relatia de recurentd rezultd x, =3+i(V)n >0 si
X,

n

—4| _ x"_|—4| _

Xn " Xpo

atunci obinem: [x,,, —4|=

x4 <
X,

75, x,-(1-2-x,)=-2-x +x, s%.insadinipo;ez;m

5t 1=2%) > £ %, (1-205) < (1=25) =

163





	[image: image158.png]=x, <X,

e

Atunci girul este crescitor si deci convergent. Fie
x=lim x, . Trecand la limita in relatia de recurentd obfinem:

x(1~2x)>%:16x2—8x+1£0:>(4x—l)2 $0:>x=%

76, (1) %,4 —n-x, <0=> 2t g,
X, n+i

77. Prin inductie se aratd ci: n—1<x, <n(V)neN.
78. Adunand relatiile din enunt obginem:

4 (Xt Y t2,)S2:(x, + Y, +2,) &

S Yy $2) S35, 40, +2) (DN

Aplicand succesiv aceastd inegalitate obtinem:
»
O<x,+y,+z, s(-;-) X+ Yoty > %, +y,+z, 0.
insi 0<x,<x,+y,+2z, >0=>x,—0. Analog y,>0 s
z,>0.

79. a) Sirul este descrescator si x, € (0,1). Trecind la imitk
in relatia de recurenf3 obtinem: limx, =0.

2
S S B NE S
'
Xy Xy Xy Xy XXy X,
X, 1 .
=s—2>l—= .Din x, > 0 rezultd y, ->1.

xn‘l _x:-—| ] —X,,,,
c) n-x, :% si se aplicd lema lui Stoltz-Cesaro.

X,

n

80. Se demonstreazd prin inductie ci x, €(0,1). Apoi
X, =2%,-X = X,,~x,=x,-x, >0, de unde (x,) este
crescator.
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Din (1) 5i (2) rezults a,,, =2-a,+5-b,;5,,,=2-b,+a,.
b) 2+45) =a, +v5-b,; 2= V5)" =a, -5 b,

Se calculeazi a, §i b, si se demonstreazi relatia.

82. Se inmuiteste x, cu l—%. Se obtine lim x, =2.

frsey
85. Se arati prin inductie ¢ x, >1(V)neN 51 apoi ci este
descrescitor.
86. 5, =) =(q,,+a,,Y =a,, +a.; +

2 2
+2-a,,-a,_,=b_+b _,+ u

-

88.L=£i‘n30\/2( J]T"ZF++ r]

=+oo(a +a, +---+a,).

a)Daci g +ay+-+a,>0= L=+

b)Daci g, +a,+---+a, <0=> L=~

c)Daci a, +a,+--+a, =0=>a, :Aaﬁazmn—a,(_,;
Se inlocuieste si se obfine L = 0.

91 Fie y, =x’ >0. Atunci: y,,, = Yo _1- !
t+y, 14y,
x:si:yn l:>l+y"sn—+1: 1L,
n n 1+y, n+l
= <g--t 1
Yo ® il Yuer il
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:Hm x
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x o x
) Se da factor comun fonat [P de la numaritor i x* de la
numitor, se foloseste a) si rezulta limita 1.

21. a) Avem 0<

1<1pemrux>0

b) Avem 0<X 3

X —

i) [l}sl<|:l]+12x~{—l—]sl<x-{l]+x:
X X X x x

1 1 . 1 .
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x x x=0 X

hmx [l]zlim(l—x) =1= limx~l:l:|=1
x50 X w0 x>0 x
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1 2

22. a) Limita este 0 deoarece 0 < "—’11 <1¢> xefl+wo)

X+
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ey rvo x1 4] xmw x

2 _ 2 2_ 2 _
i) [x l]s 1<[X 1]+1:>1im[x ]]=+oo
X X X X x

m) Se foloseste inegalitatea ¢* 2 x (V) x20.

=+

ey

2
23.¢) lim(x—“—ax—b)=3©
x+1
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1. b) Daci x € (—,0), f(x) =x si este continui ca functie
elementara.

Daca x €(0,2), f(x)=x si este continua ca functie elementari.

Daca x €(2,40), f(x)=18~x* si este continud ca functie
elementard.
i )=l sl ) =y =0
x<0 x<0 »0 x>0

Cum f{0) = 0 rezult’ c4 feste continud in x = 0.
{Q;f(x)=1§gx =2 lx'l_‘gf(x)= 1@(]8—,:‘):2

x<2 x<2 x>2 x2

A2) =2 rezulti ¢ feste continud in x = 2.

) Daci x € (—,1), atunci f(x)=e" +x~1 si este continui ca
functie elementara.

t
Daca x €(l,+o0) atunci f(x)=x*" si este continu ca functie
elementar3.
linll f(x)= linll(e‘ +x-1)=e
xd x<i
1 L
Iinll f(x)= lin‘\x“' = 1inl\(1 +x-1)pT=e
3o pas e

x>1 1 x>1

S1) = e rezulta cd feste continud in x = 1.
3.2) linzlf(x)zlin;\/xz -2av+d® =J4-4a+a=ja-2|
x<2 x<2 ‘

lin;f(x):lin;(ax+3)=2»a+3
X2 x>2 B

Cum f2) = 2a + 3 rezultd ci f este continuil in x = 2, daci

]a—2]=2a+3©a=—l..
3

o limf(x)=HmG-sma~(x—l) —lim 'sma-(x—l) ~6.a
= = x—1 51 a-(x-1)
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	[image: image169.png]lin‘\f(x)zlinl\(—a+5x) =-a+5

x> x>1

Cum 1) = 5 — a rezultd ¢ functia este coatinibi in x = 1, dack
5

6~a=»a+5©a=7.

1 ,cosx>0
6.a) f(x)=40 ,cosx=0 funcfie care este continui pe
—-I ,cosx<0

R~{£+2kﬂ,3—”+2k7!}.
2 2

7.¢)Fie k€ Z. Atunci x efe*,e**'1=> Inx e[k, k+1}=
>[hx)=k= f(x)=k.
lildl:l“ S =k, liLrp“ S(x)=k+1 si atunci rezultd ci f este

9.9 [l:lsl<[l:]+1:x[—l—]ﬁl<x[}-J+x:
X x x X x
1 1 i
=x|—[ghx{—|>1-x=limx] - <1,
x X x>0 X

limx[l] >lim(l-x)=1= ]imx[l} -1
x>0 x x50 =0 x
Cum £ (0) = 1 rezultd ci functia feste continui in 0.
10. Dacé ¥ < 0, rezult: me<0=e™ >0 gi atinci

X
lim
v g™

Daca x = 0 atunci f(x) = 0.

Xzt

continui pe R— {e"

=x"= f(x)=x"

2 e —*Xx

L X +xe
Dac# x > 0 atunci lim -
S L e g 4]






	[image: image170.png]xt ,x<0

= f(x)=x.Deci f(x)={0 .x=0 functie continui pe R.
x x>0

2
- xe(-1,H)= 3" -0 si atunci f(x):"T =i

- xe(—0,~1)U(l,+0) = x" = + i atunci

-x=1 atunci f (x)=1. Deci
0 ,xe(-x,-1)

_ x* ,xe(-1L1)
f®)= .

0 ,xe(l+w)

. si este continuipe R—{-1,1}.
,X= .

11.d) Fie x,€Rsi (x,),,,%, €Q,x, >,
(s 2 €R-Quy, >3,
lim f(x,)= lim(-x,” +2)=-x2+2; tim f(y,) = lim 2 =x
) %% P %
Functia f este continud in x, dacd x, =-x, +2 & x, =1.

16. ¢) Luam x =-2,x, =3. Atunci f(x)=-1, f(x,)=4
5i luim c=0e(-1,4). Se aratid cu usurinii ci f(x)#0,
(V) xe(=2,3).
g) Ludm x, =0,x,=1. Atanci f(x)=1, f(x,)=3 si luim
ce(l,3) astfel ce (2,3)-Q.
Dac x€ (0,)NQ=> f(x)=x"+x+1€eQ= f(x)#c.
Dacd x€(0,)-Q= f(x)=2"<2<e= f(x)#c.

17. Fie g:[0,1] > [0,1), g(x) = f(x}- x, (V) x € (0,1}
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	[image: image171.png]funciie continui, g(0)= f(0)-020,g(l)=/(H-1<0=>
2(0)-g(D<0,(cel0cuglc)=0 f(c)=c.
18. Se considers functia:
g:-L1) > {-L1), g() = f(x) +x
19. Se considerz A:[-111> R h(x)=f(x)-g(x) 5i se
aratd ca h(-1)-h(1)<0.

20. Se considerd g:[O,—;E:I R, g(x)= f(x)—f(x +%)

care este continud, deoarece f este continui.

£O= f«»—f[l]; g[iz'—) - f[f)-fm - f[%)f 10
Deci g(0)- g( ) (-F©@-7 (@) <0 LR

21. Fie A:[0.2] >R, A(x)= f(x)-g(x) care este
continui. Presupunem prin absurd ¢ A(x) =0, (V) x€[0,2] =
= f(x) # g(x), (V) x&[0,2] = A(x) > 0,(¥) x[0,2] sau
h(x)<0,(V}x[0,2].

a) Dacd h{(x)>0,(V)x€[0,2]= f(x)2 g(x), (V) x€[0,2] s
cum f este surjectiva rezultd ca (3)x, < [0,2] astfel incit
F(x)=0=0= f(x,) > g(x,) ceea ce este fals.

b) Daca A(x) <0,(V)x€{0,2]= f(x)< g(x),(V) x€[0.2] y
cum feste surjectiva rezultd ca (I)x, €[0,1] astfel incét
F(x)=2=2= f(x,) < g(x,) ceeace este fals.

Atunci existd x, € [0,2] astfel incat /(x,) = g(x,) .

22. Bvident g(x) < f(x)(V)x e R=> g(x) < f(x);g(x)

S(x)+glx)
2

< f(x)(¥)xeR. Notam h(x)= care ente fn fie

continua. Atunci g(x) < h(x) < f(x)(v)x eR
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	[image: image172.png]= g(x)~x <h(x)-x <f(x)—x(V)xe R.
0= g(x,)—x, <h(x)—x,; M(x)— % < f(x)=x%=0=>
= (I)x, e(x,%,) astfel incat B(x)—x,=0=>
oSO rex)
2

23. Fie e R-Q,a arbitrar §i x, >a,x,€Q. Cum f
este continu, rezultid ca f(x,) — f(a) sicum g este continud
relta ¢ g(xr)—>g@). Dar  f=g pe Q
= f(x,)=g(x,)(v)neN', de unde rezults ca sirurile
{f(x)).(g(x,)) sunt identice si au aceeasi limitd. Rezults
atunci ¢i f(a)=g(a)(V)aeR-Q= f=g.

24. Deoarece f este continui pe [a,b], rezulti ci f este
marginiti si atunci f(a), f(b)eR.

Consideram functia g(x)= + +~—1— —J(x). Avem: ?

a-x b-x j
lim g(x)=—c0; lin: g(x)=+0. Cum g este continud rezult3 ¢
x> x<b ‘
existh ae(a,b) astfel incatg(a)<0 si existi Be(a,b), |
a<f astfel incat g(B8)>0. Deci g(a) g(f)<0 si atunci
exista ¢ e (a,b) astfel inct g(c)=0=> f(c)= L. bL .
a-c¢ b-c

25. Observiim cid f(x)=0 verifica ecuatia functionala din
enunt. Fie acum  g:(0,+%0)—>(0,4w), g(x)=a’® cu
ae(0,1)uU(l,+c). Evident g este continud si atunci
f(x)=log, g(x). Ecuatia functionald devine:

log, g(y) =log, g(x)+log, g(y) = g(x) = g(x)g(y) =
= g(x)=x= f(x)=log, x.

X, =02 f(x;)+g(x,)=2x;.

!




	[image: image173.png]5. FUNCTII DERIVABILE

3. a) - Daca xe(—%,O]:*»/(x):ln(Hh) care este

derivabil fiind compunere de funcii derivabile.
- Daca x € (0, +o)atunci f(x) =2x care este derivabila.

f(x) S0 —lim In(1+2x)-0 —2.lim In(l+2x) _2
:?;’ =0y x-0 w2
@S 20
;;“ =0

Deci functia f este derivabild in 2.
¢) - Dacd xe(0,2), f(x)=Vx’ +5x+2 care este derivabila.

- Dacs x€(2,4), f(x) = 9 +% care este derivabila.

L@@ NE +5x+ -4_9

=1 x-2 o2 iy

x<2 x<2
9x 7 _4 9-(x~2)

L
- S@) o84 &8 9
= x-2 =ox-2 =rox=2 8

Deci functia f este derivabild in 2.

4. a) Din continuitatea functiei in 1, rezulta relatia
a+b=3 f()=a+b=3.

Jx)-f) =limx2 +x+1-3

Atunci: lim =3
wox-t a0 x-l

i LB axtb-a-b

5 ol o xd

Functia f este derivabild in 1 dacd a=3 4 ath-V, de
unde rezulta a=3 §i 5=0.
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	[image: image174.png]b) a=3,b=-3; ya=1,b=-1; d)a:%,b=ln2——12—4

5. Se expliciteazi modulele, apoi se studiazi
derivabilitatea.

6. Se expliciteazi functiile, apoi se studiazi derivabilitatea.
7. ¢) Se studiaza pe rind cazurile: a<b,a=b,a>b.

-x’+(a-Dx+b ,x<a

b-a xX=a
Dacd a <batunci f(x)={x" —(a+Dx+b ,a<x<bh
b(a—b) ,x=b

¥ —(a-Dx-b ,x>b ‘
§i se arat} ca funcfia este derivabild in 4 dacii a = 0, iar in b nus
este derivabila. !

€) Punem conditia de continuitate a functiei $i obfinem:
b-a+e=0 (1)

N 4
imI®=S@) o log x-1_ 4
e xX-a 20 x-a a-lna
— 2 _
1imf(x) f(a):limbx +ex+1 1=
e X—a v x-a
2 bl 2 _ 2 -
=limbx +cx—ha g im® Y o im e
3a ‘—a e yx—g 3@ X g
xa a xa
2_ _ 2 N 2 _ 2 —
=1imb:c cx—ba e im T e hm A
o x-a T Xma wwxa
=2-q-b+c. Functia feste derivabila in a daca: .
4 H
=2-a-b+c (2)
alna ;
. . 4 4
Din (1) si (2) rezultd: b=—; o= .
a’-ina alna
iz I3
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	[image: image175.png]8. ) Fie x, € R arbitrar si (x',),.,, %', € Q. x', > %} e
(x",,)”21 ' eR-Q,x", =2 x,.
Se arati cu uguringa ca functia f este continud in x, daca:
Jim (=)= Jim fGr") = X —1=x,-1 x, = 0saux, =1
D~e01 functia f ;m este continud pe R—{0,1} si deci nu este
derivabila pe R-{0,1}. Vom studia in continuare
derivabilitatea in 0 si 1.
Fie(x',,)m Jx', eQ,x', > 0si (x",,)m ,x" eR-Q.x", 0.
Atunci:

fim L&D IO %D
0 x' -0 x,—0 x', *a 0
tim L&D SOy, &7D2CD

o0 x" -0 ) x"
Deci funcfia f nu este derivabila in 0. Analog se aratd ca f nu
este derivabili nici in 1.

X" L xe(—o-1]

1 ,xe(-1,0]
9. =
A X" Lxe(0,1]

1 Lx € (1, +00)

dac3 neste par si ;

X xe(~w,~1]

1 xe(-L0 N
f(x)= xe(-L0) dacl n este impar

X" Lxe 1]

1 xe(l,+o)
§i se studiazi in fiecare caz in parte derivabilitatea.

10. Se pune conditia de continuitate si apoi derivabilitate $n
x=4.

11. 2) xef0,1)= [x]+2{x} =2{x} = 2x
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	[image: image176.png];ixe[l,2):>{x}=x—1=>%-{x}+2= . Atunci

V2xr  0<x<1

S)={3x+5 s se studiaza derivabilitatea;
_— 1<x<2

3x+5
4

F+x 0<x<l

® f(x)={3(x—1)+3

o f(x)={2‘/; Osx<l

x+1 ,1<x<2

Inx ,0<x<1
x-1 1<sx<2’

) f(x)={

12. Se pun conditiile:
- de continuitate in x = 1;
- de derivabilitate in x = 1;
- de derivabilitate a derivatei inx = 1.
-2 2°.21
W f((=—=; /)=
(2x+ 3) (2x+ 3)

” 1)"2" -n
< si prin inductie /" (x) = cura o
(2 3) (ox+ ) [
15 ¢ [x)=(x+2)-¢":/(x)=(x+3)-¢" si prin
inductic ™ (x)=(x+n+1)-e*.
1 1

=——

-x x x-1

5

2.

1Om=—=

16. a) f(x)—x

d) f(x)=x3+x2+x+l+%.
P
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	[image: image177.png]17. & f(x)=m£";?f‘7‘9=ln(x-1)+m(x-2)—

—In(x+1);

1-cos 2x

B f)=

18. f(-x)= ./ W= f-0=-f ==
S—f(D=D)=-/0)=,©)=(0)=0
19. Fie P(x)=(x—x)-(x—x,)(x—x,)- Atuncit’

P _ 1 1

P(x) x-x x-X x-x,

N (/1C 1 I S LS SN SN
R )T Goxy -m) Gex)
Ww:g@)pg@)_})ﬁ(xyo

B (x)

20. Presupunem cd f ' este monoton crescatoare. Avem
doud situatii:
1) fi(x)<0(¥)xeR= [ este strict crescitoare si atunci

existd llm [

2) () a, >0 astfel incht f'(a)=0=> (V) x 24

= (a)y= fxz0(Mxzaq=>f estd  monoton
crescatoare = (3) li_l;l: f(x).

21, lim f(x)=a=> 1imx'f(x) =a §i aplicand regula lui
X o x
l‘Hospltal obtinem:
Oy ST i 1+
Hm X' Hm

+limx- f'(x)= a+llmx f'(x):llmx F'(x)y=0.

xre
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	[image: image178.png]6. APLICATII ALE TEOREMELOR
ROLLE, LAGRANGE, CAUCHY

1. a) Functia f nu este continui si deci nu indeplineste
conditiile teoremei lui Rolle.
b) Funclia / este continui, dar nu este derivabild i deci nu
indeplineste conditiile teoremei tui Rolle.
g) Functia f este continua pe [-1,1], este derivabilipe (-1, 1),
fi-1) = K1) = 0 si atunci conform teoremei lui Rolle, existi ¢ €

(-1, 1) astfel incat £ (c) = 0. Insa f '(x):(x;'%)2 i atunci:
\ 4x
f(c)=02m=0:>c=0.

2. a) Functia f este continua, dar nu este derivabild si deci
nu indeplineste conditiile teoremei lui Lagrange.
¢) Functia £ este continui pe [1,3), este derivabild pe (1, 3), §i
atunci conform teoremei {ui Lagrange rezultd ca existh ¢ (-1, 3)

astfel incat A3 — AN =G -1 - f'© = f'(c):%. fnsz

1 xe[L2)

9 ¢ 9 9
(x) = jatunci f(c)=-=>S="me=2.
fix) % ,xe(2,3]$l ci f'(c) 822 8::: n

3. b) Functiile £, g sunt continue pe [2, 5], derivabile pe
(-2, 5), g(x) =1 £ 0 (V) x € (-2, 5). Atunci conform teoremei
lui Cauchy rezalti ci (3) ¢ e(-2, 5) astfel incdt:
IO -2 _ S 25
—_ = = f{c)==.Insa:
g5)-g(-2) g'©) 7

1
s x€[-2,1]
F= R
3 xe(Ls]
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	[image: image179.png]2
2\/“ 77
4. f(-1) =f(l): a-b+c=2 (1)
Cum functia f continud rezult’ c3 este continud in 0 si atunci
c=0. Atunci relafia (1) devine a-5=2, de unde b=a-2.
ax® +(a-2)x ,xe[-10}

siatunci f'(c)==

Atunci funcfia f devine _/'(x)={

2x xe(0,1] ’
—_ o2 - -
lim 1= 1) =fim & +a=2)x=0 =lim{ax+a-2]=a-2
x>0 x—-90 x>0 x x40
x<l X x<0
tim L=/ f(o) = Z 02,
X0 oy =0 %

%50 x>0

Functia fiind derivabila in 0, rezulti a-2=2=a=4=>5b=2.

9. Din condifia de continuitate in 1, rezultd
linllf(x) = lin}lf(x)z l'm;(x2 +x+1)= linll(ax+b) =>a+b=3,
x<l x=l x<! xx1

de unde b =3-a si functia devine
Z+x+l ,xe0,1]
Sx)= .
ax+3~-a ,xe(l,40)

Punem acum conditia ca functia f si fie derivabilid in 1y

@ =SD . F@-r W
o ox-1 = x-l
F+x+1-3 . ax+3-a-3
= lim =lim
o x 5 x-l
2 4 - _
= lim® +x—-2 i a(x D:lim(x 1)(x+2)=
ox-1 =ox-1 o x-1
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	[image: image180.png]=lim(x+2)=a=a=3=5=0.

x<d

11.Fie 0,1}, f(x)=a-x* +b-x* +c-x* +d x+e
care este continui pe [0,1], derivabili pe (0,1) si

fO)=e=a+b+c+d+e=A1).

Atunci conform teoremei lui Rolle rezultd ci (3) xp (0,1)
astfel incat f'(xo) = 0, adic ecuafia din enunt are cel putin o
radacina in (0,1).

La fel se procedeaza si pentru intervalul (-1, 0).

12. Se aplica teorema lui Rolle pentru f: (-1, 1) > R.

S@=a- X +b-xtve- X +d P rex+f

15. Se aplicd teorema lui Rolle pentru #: {0, n]-R,

sinx
h(x)= .
7y
16. Se aplici teorema lui Rolle pentru 4: {; 37”] - R,
cosx
h(x)= .
f)

17. Se considerd h: [a, b]OR, h(x)=% care este
g(x

continui pe [a, b], este derivabild pe (a, b) §i 4 (a) = k (b).
Atunci conform teoremei Iui Rolle rezultd ¢ (3) ¢ € (a, b)
astfel incat /'(c)=0=>

f'(U) 2()—fle)-gc) _ 0= f©_ f(C)A
£ g'cy zglo
18. Se aplica teorema lui Rolle pentru functia:

sinx
R [0, 7] oR, Ax)=—"-.
1)
19. Se aplica teorema lui Rolle pentru functia:

h: [a, b] >R, h(x)= f ‘("))
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	[image: image181.png]20. Se aplici teorema lui Rolle pentru functia:
2:10,4] >R, g() =(xr~D(x-2)e/.

21. Se aplica teorema lui Rolle pentru functia:

2:[0, 7] >R, g(x)=e™- f(x)-sinx.

22. Se aplica teorema lui Rolle pentru functia:

g1 1R g =L

23. A1), A2), A3) sunt in progresie aritmeticd, de unde
rezultd ca avem £3) — A2) = A2) — A1). Aplicand teorema lui
Lagrange pentru funcfia f pe intervalele [1, 2] si respectiv
[2, 3], rezultd <3 (3) y1 € (x1. x) astfel incat A2) - A1)
=2 -D7'0) 5 (@) y2 € (2, 3) astfel incat 3) - A2) = (3 2) -
f (). Awnci f'(y,)= f(»,) si aplicind teorema lui Rollc
rezultd ca (3) ce(yy, y») astfel inct /() = 0.

24. Se aplicd teorema lui Rolle pentru functia:

£10,2n] >R, f(x)= i%(—ak coskr +b, sinkr).
el

25. Se aplicd teorema fui Lagrange functiei: £ R -R, )
=" pe intervalele [2,3] si {4,5] si obtinem: (3) 4, & (2, 3) astfel
incie LSO Gy o322 = 4
@ % € (@, 5) astfel incat 1(_5;:711‘0 =)
=5 -4 =1'(4)
F-2=5 -4 (A=) =" =
Sx=0sau A" =" S>x=0sax=1.

26. Se aplicd teorema lui Cauchy £, g [0, x] SR,
S =0+x)-ln(1+x) si g(x)=arctgr §i rezulti cd (I) ¢ @

(0, x) astfel incat S0 7O = FAD) =
g(x)~g0) g')
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	[image: image182.png]= (1+x)In(1 + %)
arctg x

=(1+¢%)-[I+In{l+c)]>1.

28. Deoarece f* este marginita rezulta ¢a (3) Me R astfel
incat |f'(x)|<M (V)xe[0,1). Fie x,x,¢€[0,1] cu xo fixat.
Conform teoremei lui Lagrange rezulti ci (3) c e (x,x,) astfel
incét Ax)-Axo) = (x- X0} () =
=@ -F )] = - xS @) gl x| M =
|7 =@~ 1)+ £ 1G]+ ()=
=|x—x0|-M +‘f(x0)tslvM+lf(xn)l(V)er

29, Se aplic teorema Jui Lagrange functiei g: {1, 2] - R,
g(x)=Inf(x).

30. Se aplica teorema lui Rolle pentru functia:

¢ [a, 6] oR, gy =L@ T+

a-x+b *

31. Conform teoremei lui Lagrange aplicatd functiei
F(x)=1n(x) pe intervatul [, n+ 1] rezuiti G) o € [n,n + 1}
astfel incht f(n+1)—f(n) = f(a}n+1-n)=> i
aln(n+l)~]_nn=l.insé n<a<n+1:>—-—l—~<l<l:> §

a n+l o« n ‘

=

7 <In(n+1)-Inn< 1 st aplicand aceasta relatie pentru
n+ n

valorile 1,2,-n si adunind membru cu membru obtinem:

1.1 1 1 1
—t =t —— <A <D= b — >
RSO R R~

=a,-1<In(n+l)<a, 3!320,. =+,

!
32. c) Se aplica teorema lui Lagrange functiei f(x)=-—e*
pe intervalul [, n + 1]. Se obtine In final limita egali cu 0.
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	[image: image183.png]7.REGULA LUI L'HO$1"ITAL

3

Pyx-2 o (Frx=2 ¥ 2x+l 3
: l.a)]imx tx 2=h & +2x )=l AL PY
e xz‘l o) (x —1)' = 2x
—x_g x -x Ao
2 aylimE T B SR e
=0 x-—sinx =0 1-cosx -0 sinx
—timE* Ly
=0 Cosx
(sin2x)'
3.a) lim MSN2E _ iy _sindx _ iy, COS2X )
= Insinx =0 (sinx)' 0 cos’ x
sinx
x 2x
d) lim= =lim =" =lim <=
1w g% xow gt xow g
1
1+=
g lim> PR AL Y
o x —Inx X—Pﬂ)l_l xa y ] xow]
X
z_1_
zx 2 gog? ¥
4. a) lin;n(l x)tg— = hm——% = lm|1—~l— =
1-x 1-x)’
- 2 N
LA . U TG . VPSSO o
2zl ]+cosir£ =1+ coszx s _gsinzx
2
=-2lim ! =—3(—1)=—2—
*=1 reosmx 4 k4

x x sinx ) x-0 xsinx
. Cosx-—cosx+xsinx . xsinx
=lim - = lim— =0.
=0 sinx+xcosx *05in X+ XC0S X

191

by lim(l—ctngzlim(i- wsx]z lim S XX cosx





	[image: image184.png]8. INTERVALE DE MONOTONIE, PUNCTE DE
EXTREM, CONCAVITATE, CONVEXITATE,
PUNCTE DE INFLEXIUNE, ASIMPTOTE

, —6x-5
L6 f(x)= ——( T2y
x —o0 -5 -1 4o
FiD) p— RS
1
&) S -3 Vs N

Functia are un punct de minim (— 5,—%) si un punct de

maxim (-1, -1).
-1

m SO
X —=2LIx

X —o 1 )
1) [ e

w| = &

Functia are un punct de minim (1, \E) .

~1
=X +2x +2x =

3. o= e
x —o 0 2 +o0
N — [

7 NS g





	[image: image185.png]Functia este descrescatoare pe intervalele (—0,0) si (2, +u)
§i crescAtoare pe intervalul (0, 2).

5.9 f(x)=e (" =3x+2) 5i fx)=e - (xF —x+]).

5
Functia este convexa pe [—co i] (l +2J—,+WJ ¥

1-+/5 1445
2 i

concavi pe ( 2

x>t0

6. a) llm j(x)~— lim ———1: y=1 este asimptotd ori-
3= x
zontatd la ramurile spre *o0,
EE
B lm f(x)= lim e* B TSP ¥ =e este asimptotd

orizontald la ramurile spre +co.

7. a) hmf(wc)—hm“-4 i=Aoo;
ol Tx-1 -0
hmf(x)-hmx+4 i:m

Slx—1 40

o

§i atunci rezultd ¢ x =1 este asimptotd verticald la ramurile spre
Fo0.

*4x-1
— 2
8 a) m=limIB i x=1 gy X et
iste x  xom x sz x2x
—llm[j(x) mx]—llm ﬁi;l—x =
el x| h .
2 P P4 -
= lim X** 1-x +x=h,m2x l=2.
fraree) x—1 =) g

Atunci y =x+2 reprezinti asimptota oblica spre too.
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	[image: image186.png]9. a) ]iT f(x)=lim ﬂ% =1=> y =1 reprezintd asimp-
5t e

tota orizontald la ramurile spre *oo. Atunci rezultd ci
asimptotd oblica nu avem.

x+5 6

lim :llmh\ =—=
im0~ lim =5
x+5 6

hm =M= ==+
/&) m“x 1 40

x>l
i atunci x =1 reprezinta asimptota verticali spre %o .

10.a) iim =1 ————1
) fim /()= fim =

lim f(x)=lim(x+1) =+

si atunci y =1 reprezintd asimptota orizontala spre —o .

hmf(x)—llm——:i:Aw; tim f(x)=lim(x+1)=2 si
= &ixrl -0 ey pary

atunci rezulti cd x=-1 reprezinid asimptota verticald spre
~—00 .

e’ +bx+1
oa) m=lim 2 - X2 _
s

2
mrim S a4, e,
xoio x? 4 2x 1

2x” +bx +1
= I = fim| 22 oy
n=lim [f(x) mx] xlﬂ[ o x]

2 +bx+1-2x —d4x . {b-4)x+1
= lim = lim

xim x+2 e x4)
=h=5,

=bhb-4=1=
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	[image: image187.png]9. INEGALITATI -

1.a) Se considera functia /:R R, f(x)=x"-27x=
= f1()=3(-9)

% -3 3 +am
L&) bt 0 e 0+t
Sx) A 54 T 54 A

(V) x€(~3,3] rezultd -54 <x*-27x<54.

) Se considerd functia: f:(0,+%) >R,
. 2x*
= f(x)=——55>0= feste
BAC] Gy S
descrescitoare. Atunci (V) x > 0avem f(x)> f(0)=0,de

X
= arctgx —
f(x)=arctgx i

>0.

unde rezultd arctg x — x 5
1+x
m) Se considera functia f:[0,+00) 5> R,
(x+1y
1+(x+1)
crescitoare = (V) x 20, f(x)2 f(0)=0=>

f(x):x—arctg(x+l)+%:>f'(x): >0 feste

:x—arctg(x+1)+%20(v)x20.

2. b} Se considera functia:
11030 SR f()=Z-Inx= 10 -222
e . e'x
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	[image: image188.png]X ~o0 0 e 40
X - 0 HH-HH
xe o+
x—e
fxy=— P
e-x
Ax) " 4

Deci f(x)20(V)x>0= 2 —Inx20(v)x20.
. €

€) Se considerd 1 :(-0,0) > R, f(x)=%" ¢ +27 =
= () =x"(x+3)-€™. Avem: f(x)20(V)x<0=>
= x4+ 272 0(¥) x e (—0,0]

1

b 2x (Dre®m) o xzehre Ml
X e

(V) x> 0. Fie funcfia f:(0,+w)—>R,f(x)=l“_x:>
X

1-Inx

I'x)=

X!

x |- 0
S + ++

£ A

Deci /()<L (wyx> 0% < Lgyaso.
e X e

S

ol=|cje

g) Fie f:[0,+0) > R, f(x) = x-arctg x - In(1+ x*) =

. x 2x
= f'(x)=arctg x+ - = arctg X —
S &% el eeX 1+x*
2
:f"(x):(Tix?)Tan f' este crescatoare i f'(0)=0.
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	[image: image189.png]Atunci (V) x20=> f(x)2> f(0)=0= f este crescitoare gi
F(0)=0. Atunci (V) x20= f(x)2 f(0)=0=>
= x-arctg x~In(l+x*)20(V) x 2 0.

4. b) Fie functia f:[0,0) > R, f(x)=x+1-cosx =
= f'(x)=1+sinx20=> f este crescitoare gi f(0)=0 de
unde (V) x>0= f(x)> f(0)=0=>x+1—cosx20
(V)x>0=>cosx<x+1(V)x20.

2
g) Fie functia f:{0,%0) > R, f(x) =§2—+x~sinx =

= f(x)=x+1-cosx gi f(0)=0=

= f"(x)=1+sinx20(V)x20= f' este crescitoare =
(V)x20 avem f(x)2 f(0)=0= f'(x)20, (MNx20= f
este crescatoare = -

6. Deoarece x” <x () x €[0,1] rezultd ci inegalitatea din
enunf se reduce la x-¢'* <1 e x s (V) xe[0,1].

7. Avem sinx <x (V) xe(O,%) si cum functia sin estc
crescatoare pe (0, —’25] rezultd ¢ sin(sinx) <sinx <x=

L sin(sinx
:sm(smx)<x:—£——l<l

(O]
Avem tgx>x(V)xe [0%) si cum funcfia tg este crescitoare
pe (O,%J rezultd ¢ tg(tgx) > tgx (V)tgx e (0’%) =

= tg(tgx) > tgx (V) x e ((), arctg %) =

<1

= tg(tgy) > tgx>x (V) xe (O,arctg 1] =

2/ tg(tgn)
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	[image: image190.png](V) xe (O,a:clg%) @
Se aduni inegalitagile (1) si (2).

2
8. Fie f:{0,+oo)—>R,f(x)=%+%~]n(x2+l)—x-arctgx,

de unde f(x)=x+ hd

x
—arctgx — =x-—arctgx 20
T eI &
conform ex. 1. ¢).
2

9. Fie f:[O,M)—)R,_/(x)=x72—+msx—l:~
= f'(x)=x-sinx 20 conform 4. a).

10. Fie f:[0,7]-> R, f(x)=2xsinx +2cosx—
—x? cosx => f(x)=2sinx +2xc0s x— 2sinx—2xcosx +x” sinx =
=x"sinx20= f este crescatoare=> (V) x 20 f(x)2 f(O)=
=(V)x201(x)20.

x? -1

12. 2x < <x’tle x-(nx-D+1+nx>0§ |

Inx
%’ =2x-lnx+1>0. Ficand notatia Inx=2,t>0=>x=¢ §i
inecuatiile devin: 1
e (t-D)+1+t>0 i ¥ =2t -1>0(V)1>0.

1B >x (x>0 xhezalnx (V) x>0

@Eﬁgﬁ(V);oO@a este maxim pentru f(x)=ln—x.
X a x

fnsa f(x) are maxim in x = ¢ 5i atuncia = e.
15. Se noteaza f{x) = ¢" — ex §i se calculeazi f'(x).
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	[image: image191.png]10. REPREZENTAREA GRAFICA A
FUNCTIILOR

10. b) Se pun conditiile £'(~2) = 0 5i /'(6) = 0.

1.6 m:lim@=1:>%=1:>b=l.

xmw yx

n=lim{f(x)-m-x}=3=2a+2=3=2a=1.

12. b) Se arata ci pentru orice m < R, ecuatia f'(x) =0 gre
doua solutii reale.

14. a) Deoarece functia este tangentd axei Ox in origine,
rezultd ¢i f(x)=x"(mx+n). Se determini m i n din
condiiile: A1) =2 i f(1)=0, de unde rezulta m=-4 5in==6.
b) Se determini a, b, c, d din conditiiie:

AD=2,1(H=0,A-1)=2sif (-1)=0.
¢) Se determini a, 4, ¢, d din conditiile:

RO =0, f7(0)=0,A-1)=-15i f(2)=14.

15. a) Deoarece functia admite punctele de extrem de
coordonate (2, 0} si (-1, 0), rezult ca

F(xy=a(x—2) (x+1)*

Se pune conditia f{0) =4 i rezulti a = 1.

b) Deoarece functia admite punctul de extrem de coordonate
(2,2), rezultd ca f(x) = (x~2)*(ax’ +bx +c¢).
Se pun condifiile £0) = 0, 1) =5 si A-1)=9.

16. a) Se pun conditiile f(2) =? sif'(2)=0.

17. a) Se pun conditiile /°(1) = 0, '(2) = 0 §i [0)=7.
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	[image: image192.png]11. REZOLVAREA ECUATIILOR

1o)X -ax’-3x+2=0=>a=

%

X =3x+2

o =3x+2

Se reprezinti grafic funcfia f(x)=—7>— s
X

ntersecteazi graficul functiei cu dreaptay = a.

2.¢) ~x+a(x+1)e™ 0 a=2
x+1

Se reprezinti grafic functia f(x)= L:l §i se intersecteazd
X

graficul funciei cu dreaptay = a.
4. b) Notim f(x)=2-x*-15-x"+24.x-a si atunci
[i(x)=6-x"~30-x+24, '(x)=0=>x, =1,x, =45i intocmim

tabloul cu discutia:
£y | A | A9 [A+o)| Radacinile
4 —0 li-a |-16-a| +w ecuatiei
a<-i6 - + + + el 1)
_ pre(-oo, 1)
a=-16 - + 0 * ok =x =4
&0, 1)
-16<a<il se(l, 4)
3€(4, t0)
_ _ _ 1 =x=1
a=11 0 + Le(4, +o0)
a>11 - - - + e(d, +o)
. . .. N
5. a) Vom aplica sirul lui Rolle ecuatiei transformate in —
x
care este © f l) = P(x)=2x" —9x* +12x +a+4
x
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	[image: image193.png]P(x)=0=6x" —18x+12=0=>x, =1 x,=2.

¢) Impartim cu x ecuatia gi obfinem: x* —4x+ cH-i =0.
X

Notam f(x)=x’ —4)c+a+i si obtinem ecuatia fx) = 0 in
x

intervalele (—o0, —£), (&, +o0) unde &> 0, natura radacinilor fiind
aceeagi.
f) Notim f(x)=2x" —3ax® +a* gi atunci f'(x) = 6x* —6ax.
SO=02x=0,x,=a, f(0)=a’", fla)=a" -a".

Se face discutia considerandu-se cazurile: a < 0, a = 0 si
a> 0.

1) Dacd a < 0 avem:

A=)  Aa) A0 A+<)  Radicinile
‘ - dd & o ecuatiel
a<0 - + + +  xe(-m,a)
az9 - 0 [T

2) Dacid a = 0 ecuatia devine: 26 =0 x=0.
3) Dacd a > 0 avem:

a fio) A0 fay A+w)  Radacinile
—0 & a—d it ecuatiei
a=0 = 0 0 + L
O<ac<l - + + +  x16(—=0,0)
a=1 - + 0 +  x&(—0, 0)
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	[image: image194.png]12. PRIMITIVE

1. Se aratiy ci functiile sunt continue §i atunci admit
primitive.
4
%*Cl ,x€(-»,0]
a) Fmy={ %
%Jrc2 1€ (0, +0)

Cum F(x) este derivabild rezultd ci F(x) este continui si
atunci €)= C,=C.
4. Se arati ¢3 functiile nu au proprietatea lui Darboux.

ey (Mx,y € [0;) avem cosx > siny. Luam x, =0, x, =% §i
y=%e (f(x), f(x,)) . Atunci (V') x E(O,%)AQ:

:>f(x)=sinx=%(sinx=%:>x=%eQ] i (V)

x e[o,%)mR—Q:f(x)=cosxe(if-,1]:f(x):%

Deci functia f nu are proprietatea lui Darboux.

Dluam 5 ==, %, =2 5i y=Le (/0 S

-xe(-11)nQ= f(N=xe QN (-LHSQ= f(N=y;
- xe(fl,l)mR-Q:f(x)=l>1:>f(x);tyA
X

@)lim f(x) =lim
pist o

(sinl—lcost=m:>(V)M <0 (D¢, >0
X Xx

astfel incat (V)x e (0,5,); f(x) € (-, M).
Deci (V)x € (=2, 6, )= f(x) (-0, M)V {0} =
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	[image: image195.png]= f(-&,6,)) = (=0, MYU{0} = f(-&y-54))
nu este interval, rezult f nu are proprietatea lui Darboux.
5. Se determini a € R astfel incat functia /54 fie continud.
6. Daca F este o primitivialui f2-2f+2 atunci:
Fi(x)= f2x)~2- f(x)+2 = (f(x)+1} +1>0(V)xe R
= F este strict crescitoare pe R.
7. Functiile g:R >R, g(x)=2x+1)- f(x) si R R
h(x)=2x-f(x+1) au primitive = h(x-1)=(2x-2)- f(x)

admite primitive= % Lg(x) - A(x-1)] = f(x)admite primitive.

8. Funcille /,¢:R— R, f(x)={ ¢

. ctitle /., g: , f(x)= >

unctitle 1.8 0.xeR-Q
1,xeQ e e .

g(x)y= nu admit primitive, insa (f + gXx) = 1 este
0,xeR-Q

continui §i deci admite primitive, iar (Fg)x) = 0 este continud i
admite primitive.

9. Se considera functiile definite in problema anterioara §i
atunci (fog)(x)=x care este continud si deci admite
primitive.

X,
fi) e

=—————f'(x)'xff(x):—M=x+l::>lnf(x)=x—z+lnx+c =
x? f(x) 2 !

10, 2= L1

=>g'x)=

2 2 2 i
b X b3
ZotlnxeCy X tinx

= f(x)=¢? =C-e? =C-e?e™=C-xe?.

11 2x-F(x) = f(x) = F(x):fz("),x>0=>F'(x)=
X

=2xf'(x)—2f(x) x>0ﬁf(x)=xf'(x)_f(x)
4x 22
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	[image: image196.png]x>0=>——=

J(x)
CsR,x>03f(x)=e"'*"‘”C =k»x~e‘z,k>0,x>0
12. a) Fie 7> 0 o perioadd a lui F = F(x + T) = F(x) (V)

xeR= F'(x+ 1) = F'(x) (V) xeR = fix + T) = fx) (V) xeR,
de unde rezulta ci f este periodica.

P 2
J®_2x +1,x>0:lnf(x)=x’+lnx+c,
X

s 1
— Lx=0
13. Considerim G:R > R,G()=1" "7 ¥

0 x=0
G este derivabild pe R - {0} in mod evident.

O |
Gx)-GE) _* M F

1
=x'sin5 <x’ >0=G
x-0 x X

s
— L,x#0
este derivabils pe R. Fie h)=4" " x ¥

care este

0 x=0
continud, deci h admite primitive. Cum G ' admite primitive
rezultd ¢ f(x) = h(x) - G'(x) admite primitive.

1 1 1.1
14. | x> cos—cos x | = 2x €08~ o8 X ~ X* COs—Sin—+
x X x x

+sinlcosx (¥)x >0 . Notam:
x

5 1. 1
x cos—sinx—2xcos—cosx ,x>0
g(x)= x x .

0 Lx<0
Cum g(x) este continud, rezultd ¢ g(x) admite primitive G(x).

G'(x)=g(x) si (x2 coslcos x) = sin—l—cos x-G'(x), x>0.
x x
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	[image: image197.png]2 1
— +C x>0
Fie F'R >R, F(x)= X cosxcosx+G(x) X > )

C, X<0

Vom determina o relaie intre Cy si C, astfel incit F si fie
derivabil in O (este suficientd continuitatea lui F in 0), deci Cy =
= C;+ G(0). Evident F '(x) =7 (x), deci fadmite primitive.

15. Se expliciteaza funciiile i se arata ci sunt continue.
16.b) [7(x)dr = [ +2x+3)(e)'dx =
= +2x+3)- ()~ j(2x+x)«e’dx:(x2 +2x+3) ¢ —
—Qx+2)e + J‘2le"dx= (F+3)-e" +C.

17. & j’f(x)dx:—L—j(x‘ +x° +2)lnxdx=
lnl() J(—+—+2x]lnxdx—
L L+—+2x Inx- 7+—+2x -—dx
].nl() 3
S 3 5 3
=A1—— X o |mx-| v Xy |+
mIoj\ 5 3 25 9

18.
c) jf(x)dx: I(x’ —x+2)-(sinx)'dx =(x" —x +2)-sinx—
Af(3x2 —1)-sinxdx = (x* ~x +2)-sinx+ J(3\12Al)~(cusx)=-~

) Se folosesc formulele: sin?x =1~ C;’S 2% g mszleﬂ;)slx

19. a) Jf(x)dx: f(e‘)ﬁcosxdx =e"-cosx+ Ie" -sinxdx =

=¢"-cosx+e’ -sinx— Ie’»cosxdx:»
e
= "'e‘ ~cnsxdx=7(smx+cosx)+CA
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	[image: image198.png]€) Se foloseste formula gin?x = 1-cos2x

20. a) Notidm I = Ix'e"sinxdx §iJ= jx-e’“cosxdn
1= Ix»(e’)'~sinxd.x=x-e’-sinx— Ie‘~(sinx+x»cosx)dx=
=xre*«sinx—je’~sinx—J [¢))]

J= Jx«(e‘)'«cosxdx:x~e’~cosx— Ie‘~(cosx—x<sinx)dx=
=x«e‘~cosx—je’~cosmdx+1 2).
Se rezolvi sistemul format din (1) si (2).

21.4) jx3~\/x2+2d.x=jx~(x2+2—2)~\/xz+2dx=
3 1
= fr (2 +2)2de— [2x(x? 42w =

=14 fot+ e +2)%dx— fo + 2y 2y dx =

:‘2 i j{( +2 Z}dxl. J[(xza—z)%:]‘dx:

1 22 2
:~5—4(x2+2)2 —§~(x2+2)2+C.

H If(x)dx=—%~ I(l"xl)"\ll-xzdx+jx3 Jx? +1dx

23.2) Iarcsin xdy = Ix'arcsin xdx = x'arcsin x —

x
- dx = x'arcsin x ++/1-x* +C.
Jr,z =
d) jx arcsmx = j(—\/l—xz)'-a:csinxdx:u
arcsmx«/ e
¢) I de = j(~d1—x) -arcsin Vxdx =---

24. 2) Iarctgxdx = Ix‘ arctgxdx =--+
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	[image: image199.png]&) [V -arctgyads = - o Vi)t =

25.b) fln(x2 +x)dx = fxIn(x” + x)dx = -

x X2 ) X
n——dy= X -
9 feny J{z}

x+1

27.8) [f(x)dv= j@‘;__”l'dx

B [roode=2 P gy -t

Vx? +5 Jx'+5
8 freode= [EXD g
(x+1)?
28.¢) I——dxf— j(x y -;amgxuc;
1 2y
9 froome=t o e L [,

l 2y
D free=t [5u L (0 g
5’ 9
29.a) x2+5x+4=(x+5j -1 §i atunci:
5 57 9
I\/x2+5x+4dx=f[x+3) [X+EJ ‘zdx=
9 5
= _wrz~Zd1=---,undet:¢(x)=x+5.

30.0) Jf(x)dx= [nx)"In® xdr;
o jj(x)d.x: J'l {Inx)'

n’ x+Inx+1
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	[image: image200.png]319 [fodx= j(—‘;%?-'dx: In(e* +1)+C

D] If (x)dx = Ie(ze‘x:-.l dr =aretge® +C

1 ¢ (%) sz
32.a) |f(x)dx == |F===dx =arcsin(x’)+C;
f v =
g) Se foloseste forma canonica.
33.b) jsinz x-c08° xdx = jcosx -sin? x-(1-sin” x)dx

sin®x  sin’ x

= J(sinx)‘(sinlx—sin‘ x)dx = - S +C;
e) Isinx~cos2xdx=j(cosx)'«(z.coslx_l)dx
x A4 B .
35.a) f(X)_m_x‘2+;T’

. x+1 A B A-x-A+B
2 f(x)~(x_1)2 ey T e

A=1,-4A+B=1= A=1,B=2. Atunci:

j"”z =jd" +2- dx = infx-1|- 2 ic.
(x-1) x-1 (x-1y x-1

. xX*+x+2  Ax+B C

D e el T
_(4+C) A +(4+B)-x+B+C

- o +x+1)

= A+C=1,4+B=1,B+C=2=> 4=0,B=1,C=1.
X +x+2 _ 1 1

C+D-(x+1) X+ x+1

.[ X 4x+2
P+ -{x+1)

Afunci:

dx = arctgx +Injx+ 4+ C.
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	[image: image201.png]x* +l xt -2 +1
3.9 j '((x +D-(x* =% +D

+I L3 dx—j':x— -I(x) dx:arctgx+-;-arctgx’+‘€;

x*+1 *+1

X2 (x° +1) ) (x 1+l
k d.x:— di =-
)-[ 2+l j x?+1 3'(1 +1

unde ¢=gp(x)=x".

38.¢) Fie f(x) :4‘6—_, t=Jxox=r=p() §i

22 cor £ -1+1
0= 2= dr=2- dr =
r= 1+¢ 1+¢° J‘1+t I 1+1

2
=2»j(r~1)d/+2~ jm=2~(’7-rj+2~m]1+z|+c

Atunci

x
dx=2-f -~ 2-In(l C=
+J— (2 x/;J+ n(l+Vx)+
:x—2~«/x+2<ln|l+\/x|+C.

39. g) Fie f(x)=—1—,t= P43

&+ DV +3

2
:or—x:\/x2+3:>12-2tx+xz=x2+3:>x=t2 3=¢(r)
¢

2
(/"(t)=’—2%;—3; t=x’ +3+x=>Vx"+3=

2

-3 43
=ft—x=f— =
2t 2t

40. a) Consideram f(x)= f 2,{ =¢", x=Inf=g(t) st
& —
p(t)= % . Consideram o primitiva a functiei:
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=21 t-2"%t-2

= Jar+2- [ v 2enlr 2]+ €. Avunci

flol)- ') =

er . .
Iex_zdx:e +2»lnle f2‘+C,
41. Functiile fiind impare in cosx se face schimbarea de
variabild ¢ = g(x) =sinx.

_[ cos X j(smx) tg51nx+C
sin® x+4 sin” x+4

42. TFunctiile fiind impare in sinx se face schimbarea de
variabild £ = p(x)=cosx.

43. Se face schimbarea de variabild ¢ = p(x) = tg-;(— =

=) =‘1i(l+tgz %):%(IHZ).

Se tine seama de formulele:

2 X
-0 e 285 oy
€OSx = = L, osinx= Z;
1+tgzx 1+t 12y 1+
1-tg? X 2tgZ
ER
2 2
d jcosx+sinxdx:jl+tg 2 1+t de:
cosx—sinx 1-tg? x Ztgi
2_ 2
1rg? s 1etg?l
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@+ (= -2 +1)

44. Functiile fiind pare att in sinx cdt si n cos X se |
schimbarea de variabild: ¢ = p(x) =

b) Itg‘xd.x = jtgzx((gzx +1-Ddx =
= Ilgzx(tglx+1)dx— jtgzxdx = j.(gzx(tgx)'dx— )
- fetg?x+1-Ddx = frg’x(tgx)dx - J’(tg,x)'dx + fde=

dx=

:jtzdx—Idt+jdx:£—t+x+C:%~tgx+x+C

I sin” x j-sm x(sm x+cos’ x)
sin’ x+cos x sin' x +cos® x
_ J-sm x+sin” xcos’ x Itg x+ig’ x

sin® x +cos’ x tg'x+1

- fugx +0-- \g x I(tg’c) tw'x
tglx+1

9 fxm:fxz \/jj(l)

=J' & . unde t=¢(x):l,
x

Vi-¢
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dx
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dx L1
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2 x-cos’ x cos
( n—2)sinx sinx

= tgx- dr = -
Ig os™ ! x cos™ ' x

Ism xdx— sin x _( _2)‘.»1 cos’ x -

cos" x €O cos” x
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C

05" x

sin x n—2
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b) 7, = ftg" (1 +1g*x - Ddx = Itg"“zx»(tgx)'dx—

n
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Se face schimbarea de variabild t=¢(x)=~/; si se obtine

1 3
integrala rajionala Iz—'d!
a1+t

) Notam: x? +x+l1=x+r =V +x+l-x=1=

2
=p(x)=>x= % =¢7'(f). Pentru obtinerea lui f (1) se fac
inlocuiri in functia de integrat §i se obfine o integrald rationald.
k) Notam: J(1—x)-(x+2) =(x+2) 2.

5.a)Fie 1 =p(x) = tg%. Avem: sinx = = 5 §i

@'(x) =%~(1+th ;—]z—i—l(l-HZ) 5i obtinem:

dx _‘j» 1
24sinx S +1+1
o) t=p(x)=tgr; jt=p(x)= tgx,

cuin

sin xdx cos xdx

?
1) Notim: 1, = I 1I,=
3 sinx+cosx’

si avem:

St ta

sinx+cosx
r z
K z dcosx— smx
L+h=f&=2 1 -1 = [F2—=2
0 )

4 smx+cosx
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o sinx+cosx
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6.b) ![x3~xldx= 1!x~(x—l)-(x+l)hx=
= 7ji(x—x;)dx+ }(x’ —;)dx+ lj(x—x’)dx+
+](x3—x)dx=:, ’

7
3} :ﬂlnxkix=:[(—lnx)dx+;|'lnxdx=...
) i!e“‘!dx;‘){(l'e‘)'i’f*‘:f(e’—x)dx:... |
9 1min(x» X)dx= [des ;fx’dx + fde.

- B i

7. ) :J'(x2+[x])dx=Ij(x1+o)dx+]’(x=+1)dx=...
8 ;ﬂhx}lx=l]0-dx+i(l~dx=x':=4_e;

D ;{[ex}kzI’Il‘dx+h‘];2‘dx=lx12+2(l—h12)=2—In2
k) :J'{x}dhTf(x~1)dx+:j(x—:z)d“:[(x_g)dx:...;

) xe[1,4]:x-1e[o,3]:)‘T‘le[o,%]:>
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12. a) 2J'e""”‘d.x = i[e””dx + ?e“’”dx .
x z 0

1 2
La prima integrald facem schimbarea de variabild t = —x.

b) Facem schimbarea de variabila ¢ = p(x) = -1—
X
d) Facem schimbarea de variabild f = p(x)=1-x.

x x

2, 2
e} jsinz xe* ™ dx = I(— cosx)'sin xe*"*dx =
o o

+

Suyla

. .12
=—cosx-sinx-e™"* A

cos x(sin xe™ ") dx =

It
i

cos x(cosxe™"" +sin xcosxe™ )dx =

x

1)

2
cos” xe™*dx + Isin xcos’ xe™*dx =
]

x

Srmln Bemln ©

. 2,
(1 —sin® x)e"*dx + Isinxccvs2 xe™"dx
0
: :
de unde: 2- Isinz xe*™dx = I(l +sinxcos’ x)e™dx .
a0 0
f) Facem schimbarea de variabild /= ¢(x) = arcsin(tgx), d
unde x = arctg(sin/) = ¢™ () . Atunci (0) =0, (p[%) = % s
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Iarcsin(tgr)dx = It [arctg(sinn)] dr =
[ 0
N 7/2 7 .
=t arctg(sinn)]; " ~ _[arctg(sm 0dt .
H
g) Facem schimbarea de variabila ¢ = p(x) = Z _xo
n

=x=2or=g . )0 =-1; ¢(0)=£’¢(£] 0
n n n

—

L]
f (sin nx)dx = j'(% —r) F(sin(z - nf))(~1ds =

[
"

Z [ f(sin o)y ~ [xf (sinmx)de
ng 5
de unde se obtine egalitatea cerutd.
13. Avem: In(1+x%) < x (V) x > 0. Afunci:
: K )c22 3
Jin(l+ 2 ydx < Jrdr =2 ==
H H 2l 2
14. In(l+x) 2~ (V) x2 0=
x+1
1 1
= fin(+xdez f—dv=1-in2
b sx+l
1 2x-9 1
17. a) Avem inegalitatea: — <-—— <— (V) x[5,8];
@) Avem ineg TRETTERERMER

e) Se aplici faptui i funcfia: f(x)= NxtHl o este
descrescitoare pe (—w, 0).

f) Se aplica inegalitatea in (1+x) > __x_] (V)x20.
X+
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	[image: image214.png]2) Se aplici inegalitatea: x-arctgx 2 In{l +x7) (V) x2 0.
18. Se aplicd inegalitatea:
05 v1-xarctgx <arctgx, (V) x[0,1]

19, Functia f(x)=In Lte este crescatoare pe [0,1].

20. Se arati mai inthi ci f(x)==e’ +e™ este

descrescatoare pe [O,g] §i crescitoare pe [12—2—,1).

xln
21. Se arats mai intdi ci
1+x

<x (V)xef0,1].

22, Se arats mai intai ca el <sinx<x,(V)xe (0,%}
%

24. a) Facem schimbarea de variabila f = ¢(x) = arctgx .

g artctgar s
. dr . sin®"t
L=1lim I 5 =lim f Vo =
avo & letgt omo S cos”" t+sin™" ¢

I sin™" ¢
5 cos™t+sin®t

= limarctga ~lim

e o

———h §j~ sin™ ¢

t Ficénd schimbarea de variabili
aeo C()S H—sm

4 n

u=gty=2-1 s L=——-L=L==.
() 3 avem. 2 2

b) Aplicind teorema de medie, rezultd cd (3) ce (0,%) astfel

3
incat: Im xdx =sin" c- (——O)—— sin” ¢ . Atunci:
3 2 2
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2
. LT
lim jsm" xdx=lim=sin"¢=0.
ey

o 2

25. Se aratd ci functiile de la a), b), c), @, 0 sunt ommnne
si functiile de la e), g) sunt crescitoare.

26. ¢) Fie A o diviziune arbitrard a intervalului {0, 1].
A:Q=x, <x; < <x,, <x, =1

& el €0
f," €[x,x,,1 ;N eQi=12,..,n
U&= T AN ) > [ Oae=

‘,_. u|>—4

(16 = 3 1€ W x> [ =2

isl
Funcfiile de la puncitele e), f), g), h) sunt nemarginite si deci nu
sunt integrabile.

27. Se considera functiile f, g:[0,1}> R

o J1xeQ . _[2.xeQ
/(x)‘{z,xe[o)l]-o’g(")_{l,xe[o,l]-Q‘

Atunci f+g=3,f-g=2.
“+ 28, inmultim (i) cu 4, ii) cu -4 si iii) cu 1 si adundnd
1
obfinem: f(x—2)’ - f(x)dx=0. Daca x, #2=>
o
= (-2 f()>05i g:[0,1]] >R, g(x)=(x-2)- /(x) este

1
continud, de unde rezuléi: j(x —2) - f(x)dx > 0.
o

29. Fie g:[O,]]—)R,g(x):]‘f(t)dt~3x-l:l care are
0

proprietiile:
- g este derivabili pe [0, 1] 5i g(x)=Ax) -3 <0 pe [0, 1).
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Deci g(0) - g(1) <0=> @) x, € (0, 1) astfel incat g( x,) = 0.
Din monotonia lui g rezulti ca x, este unic.

30. 3~;“f(x)dx=l:>;jf(x)dx:%:;[fﬁ)d:::%x’oﬁ

1 i )

[Feax= jﬁu:%: [Lre-xlax=0.

o o 0

Aplicand teorema de medie, rezulta ca (x,e (0, 1) astfel

incit: JL£(9- XK= f )~ = ()= 5.
o

14. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE

2.9 x-y=9=y=~§: G A= r%dx=9ln3.

3.b) V=n[ (x’)zdx=27”.

4.0) I(f) = f[n 1))‘1“
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2. a) lim f(x)= lim f(-x)= lim e"(x2+5x+7)=

2
=lim£§fi=1im Zeds lim ——() $i atunci rezultd

e e ey x->40 @F

¢d y =0 este asimptotd orizontala la ramura spre —c.

b) f(x)=e"(x*-3x+2).

c) f'(x):Oax2—3x+2=0=>x, =1,x,=2.

Rezults punctul de minim (Z,e’) si punctul de maxim (1,3¢).

d) Conform punctului ¢) rezults ¢ < f(x) <3e,(v)xe[1,2].

D) ]f(x)dx: Ij(e")'(xz -5x+7)de=-=8e-14.

0
) jf(x)dx “14- —*71”—“‘ = Jim { f(ox=
= lim (14—2*—7:'*—‘-5]:14‘
Jim, .

2

3. 9 g(0)=o=>-b=o=b=o=>g(x)=ﬂ1;“
e

2
= ung()‘lm————ax =a=1;
e x i y(x-1)

2
n=lim (g(x) x)= lim (L[—xj- lim =

xozel sote oy

i+l x -1 1
b = + =x+1 .
) Jx)= x-1  x-1 x-1 ¥ +Jc—l

¢) x=1 este asimptota verticala la ramurile spre feo.
« I)" nl
eI

¢) Folosind formula de la e) rezulta /™ (x) =
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T S
; 202 2 % 2n-2 1
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c)xe[ ﬂztgxe[o )= 0<1I, <I,. Atunci:
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RET] 202n-1) >

1 L1 i
d) e) 1—§+g+~-~+(—l) m:(lg +I)-(L+ L)+

4 )=+ (D7 1) =L+ ()7, - 2

S. a)Evident 0 <x—x* S%:{x—f} =x—x.

1 ! » 1
. 2\ 2
b) Din a) rezuitd 0 < (x —x°) SZDOSJ(x—x ) dx$4—n.

¢} Trecand la limita in relatia de la b) rezultd lim I, = 0.

Py

Ol = ;[(x-x’)" dx=;fx'(x—x2)" dx =x(x‘xz)]]a—
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2 2(2n+1) 4 2n+l

e) I, = -é— €Q si se demonstreza prin inductie ¢a I, € Q.
K3

6. d) F(x)=£,(x)>0,(V)xeR ginpar = F,(x) este
strict crescitoare. o
lim F,(x) =, lim E,(x) =400 = F, (x) este bijectiva.

7. ¢) f(x)—( ) >0=> feste crescitoare, si atunci
x20= f(x)2 f(0)=0. oot
L WE-p

g'(x) —ZJ;(X_Dstxzoag(x)Sg(O)ﬂ).

d f(x)ZO:In(H—x)er Se aplica aceasts inegalitate
X+
pentru x = 1, 2,n se adund inegalititile §i se obfine:  +

241034+ In(rt )zt 2 BB

2 3 n~1 2
g(x)<0= In(l+x) < Jx. se aplicd aceastd inegalitate pentru
x =1, 2,5 se aduni inegalitifile §i s obtine:

m2+3+ - +ln(r+D<JT+V2 4 +Vn>n.
¢) Se aplica inegalitatea vx <In(x +1) <—£I.
X+
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