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1.1. Logica propozitillor

Tn logica, prin propozifie so infologe un enunt care poate fi ori adevarat, ori fals.
Oricarei propozitii i se asocinza o valoare de adevar: este adevaratd — si atunci se spu-
e ¢ are valoarea de adovar 1 - sau este falsa — si atunci se spune c& are valoarea
(le adevar 0. Nici o propozilio nu este in acelasi timp si adevaratd, §i falsa.

a. Operatori logici

Cu ajutorul operatorilor logici, din una sau doud propozitii date se pot forma noi pro-
pozitii a caror valoare de adevér depinde numai de valoarea de adevar a propozitiilor
date. Operatorii logici sunt: 1(negagia), v (disjunctia), A (conjunctia), — (implicatia),
< {echivalenta).

» ., Negatia unei propoziii

Negatia unei propozitii p este propozitia non p sau nu este adevirat cd p, care se

noteaza | p. Propozitia p este adevarats, daca si numai dacé propozitia p este falsa.

+ Disjunctia propozitiilor

Disjunctia proporzitiilor p si g este propozitia p sau ¢ care se noteaza p v q. Propo-
Zifia p v q este falsd, daca gi numai dacd ambele propozitii p si g sunt false.

« Conjunciia propozitiilor -

Conjunctia propozitiilor p $i ¢ este propozitia p §i g care se noteaza p A q. Propo-
zitia p A q este adevarata, daca si numai dacé ambele propozitii p $i g sunt adevarate.

« Implicatia propozitiilor

Implicatia propoziiilor p si ¢ este propozitia p implicd q care se mai poate citi dacd
p atunci q sau din p rezultd q §i se noteazd p — q. Propozitia p se numeste ipotezd,
iar g se numeste concluzie. Propozifia p — g este falsd daca si numai daca p este
adevaratd si g este falsa.

o Echivalenta propozitiilor

Echivalenta propozifiilor p §i q éste propozitia p echivalent cu g, care se mai poate
citi p dacd si numai dacé q §i se noteazé p & q. Propozitia p «» g este o propozitie
adevaratd, daca i numai daca propoxitille p si g au aceeasi valoare de adevar.

p a pvg | prg | pog | pog
0 0 ] 0 7 7
0 1 1 0 i i
1 [ 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Ordinea efectudrii operatiilor logice este: 1A v
Proprietati:
« 1(py e pipvp o pipAp<o plidempotenta);
e« pvg ©qVvppAg < qaplcomutativitatea); .
. pv@anoevaalpvipal@vne (pag)vipar) (distributivitatea
operaliei v fata de A, respectiv a operaisi A fatd de v},
(p-o e (11 v q) {falsul implica orice);
peogo(p->arl@orp))
(p - q)o (19 -1 p) (metoda reducerii la absurd),
Teva) o lpala (e g« \pv g relatiite lui De Morgan).

o e s
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2.1. Multimi
Definitie {Georg Cantor): Se numegte mulfime o colectie de obiecte bine determinate i
distincte. Aceste obiecte se numesc elementefe multimii.

Multimile se noteaza cu litere mari din alfabetul 1atin sau au notatii speciale. Elementsle
unei multimi se noteaza cu litere mici din alfabetul latin. Numarul elementelor unei
multimi (4) se noteaza cu card (A} si se mai numeste si cardinalul multimii A. Muttimea
care nu confine nici un element se noteaza cu @ si se numeste mulfime vida.

Daci obiectul a se géseste printre obiectele multimii M, spunem ca a este element
al lui M sau c& aparfine multimii M st scriem: a <M. In caz contrar, spunem ¢4 a nu
este element al lui M sau ¢ a nu apartine lui M si scriem ag M.

A O multime poate fi reprezentata:
— sintetic,
¥ prin enumerarea elementelor sale: A ={0,1,2,3};
v printr-o diagrama Venn-Euler (fig. 2.1);
~ analitic, prin folosirea unei proprietati caracteristice:
A={xeN|x<4}

Fig. 21 Doud multimi formate din aceleasi elemente sunt multimi egate.
2.2. Submultimi. Incluziune

©O muttime B formata numai cu elemente din multimea A se numeste submultime a
multimii A. Se scrie BC A ¢t se cileste multimea B este inclusd in multimea A

sau A 2 B 5i se citegte muffimea A include multimea B, Se mai spune i c& B este o
parte a multimii A. in caz contrar, se scrie B g A $i se citeste multimea B nu este
Inclusd in mulfimea A sau A Z B si se citeste mulfimea A nu include multimea B.

Multimea @(A)={X} X < A} se numegte multimea pértilor \ui A si are loc relatia
card(r(A)) = 2794) daca multimea A este finita.

Mullimea B se numeste submultime strictd a mulfimii A si se scrie Bc A, daca A
contine cel putin un element care nu apartine Iut 8.
Proprietafi:

« relatia de incluziune este reflexivé: AcA;

» relatia de incluziune este anfisimetricd: (A B§iBc A)=> A=B;

« relatia de incluziune este tranzitiva: {AcBs§iBcC)=> A,

Cu aceste proprietati, relatia de incluziune este relatie de ordine in @(A).

2.3. Operatii cu multimi
a. Reuniunea mulfimilor

Reuniunea multimilor A si 8 este multimea formata din elementele care apartin cel
putin uneia dintre multimile A i 8: AuUB={x|xesAsauxeB}.

Ea se noteazd AU B (fig. 2.2).
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Proprietati: AUB
. AUA=A AUD=0UA=A AUB=A<BcA 4 7

+ Reuniunea multimilor este asociativa si comutativa: % %/// \

(AUB)UC = AU(BUC); AUB=BUA /////////

« Pentru A si Bfinite, are loc relatia: . 725 7
card{AU B) < card(A) + card(B). Fig.2.2

b. Intersectia multimilor

Intersectia mulfimilor A gi B este muliimea formaté din elementele comune muitimi-
lor AgiB: ANB={x|xeA §l xeB}. Easenoteaza cu ANB (fig. 2.3). Doud multimi
care nu au nici un element comun se numesc mulfimi disjuncte.

Proprietati: ATB
. ANA=A AND=AND=C;, ANB=AcaAcB. 7
+ Intersectia mulfimilor este asociativa §i comutativa: %
(ANB)NC=ANBNC) AnB=BNA. D
« Pentru A si Bfinite, are loc relatia: -
card(AN B) < min{card(A),card(B)}. Fig.2.3

c. Diferenta mulfimilor

Diferenta dintre multimea A si multimea 8 este multimea formata din elementele
care apartin Jui A si nu apartin lui B: A-B={x|xeAsixeB} (fig. 2.4).

Ea se noteazé cu A-B (sau A\B). A-B
Proprietafi: A 8

« ANB=0oA-B=A AcBoA-B=0.

. A-Q=A B-A=0.

«+ Diferenta multimilor nu este nici asociativa, nici

comutativa. -
- Fig. 2.4

d. Complementara unei multimi in raport cu o mulfime

Dacad Bc £, atunci diferenta £-=B se numegte complementara mulfimii B in ra-
port cu E §i se noteazd CzB. Deci, Cz8={x|x ¢ E 5i x £ B}. Cand nu exista posibilita-
tea de confuzie, in loc de C.B se poate scrie CB.
Proprietati:

e C=E CE=0 C.(C:B)=B BUCB=E BnCsB=0;

« Ce(AuB)=CcANC:B; Ce(AnB)=CeAUCB.

« card(AUB)= card(A)+ card(B)—card(AN B).

e. Produsul cartezian

Produsul cartezian al multimilor A gi B este multimea formata din toate perechile de
elemente (x,y) cu xeA §i yeB:

AxB={(x.y)| xeAsiyeB}. Senoteazd cu AxB.
Proprietate: Ax@ =@ x A=,
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f. Functia caracteristica
Daca M este o submultime a lui A, functia ¢, : A — {0,1} definitd prin:

)= 1, dacid xeM
P10, daca xeM

se numeste functia caracteristica a fui M.
Proprietéfi: gca'=1-04 ®ang =94 05

2.4, Multimea numerelor naturale, N
N={012
N =N-{0}={123,..} {multimea numerélor naturale nenule).

3 {multimea numerelor naturale);

2.5. Multimea numerelor intregi, Z

Z={..,-2,-10,+1+2,..} (multimea numerelor intregi);

=2, =+142,. )} (multimea numerelor fntregi nenule);
Z, ={+1+2+3,+4..} (multimea numerelor intregi pozitive);
Z_={.,—4,-3,-2-1} (multimea numerelor ntregi negative).

Multimea numerelor intregi nenegative este Z, U {0}.
Observafie: Z, =N', N=Z, J{0}.

a. Numere prime

Definitie: Un nurér natural p, care admite exact doi divizori (1 gi &l insugi), se numeste
prim. Un numér natural diferit de 1, care nu este prim, se numeste neprim sau compus.

Observaii: Numarul 0 admite o infinitate de divizori, deci nu este prim. Numarul 1
admite un singur divizor, pe e! insusi, deci nu este prim. -

Exemple: 2 are ca divizori pe 1 si pe 2, deci are exact doi divizori, prin urmare este
prim; 6 are ca divizori pe 1, 2,.3, 6 => are mai mult de doi divizori = 6 este compus.

Proprietafi:
«Un numér natural p>1 este prim, dacé p|ab={(p|a)sau(p|b).

«Dach n, peN, p primsip | n, atuncipi{n®' -1).

b. Descompunerea in factori primi. Numarul divizorilor

Orice numar natural n>1 poate fi descompus in mod unic ca produs de numere
prime. Tehnica descompunerii impune impariri repetate la numerele prime luate in

m
ordine, pana se ajunge ia catul 1. Daca n =Hp;" este descompunerea canonica (in
- B i=1

m
factori primi) a numarului natural n, atunci numarul divizorilor s3i este o{a)= H(u, +1).
L=t
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5255
1055
Exemplu: 213, deci 526 =3.5%.7. Numérul 525 are (1+1)(2+1)(1+1)=12 divizori.
707
1p

Pentru a verifica dacd un numar natural n este prim sau nu este suficient s&-
Tmpartim, pe rand, la toate numerele naturale, incepand cu 2, pana cand ori- gasim un
divizor propriu (diferit de 1 sau de numarul verificat) — gi atunci numarul nu este prim,

ori ajungem cu imparirile la [\/Fl — i atunci numarul este prim.

c. Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.)
Fie a,beN. Un numér d e N, pentru care d|asid|b, se numeste divizor comun

al numerelor a i b.
Fie a,b,ceN. Un numdr d eN se numegte cef mal mare divizor comun al nume-

relor a §i b §i se noteaza d =(a,b), dach satisface toate conditiile urmatoare:
dia dib; {clay(c|b)=>cid.
Daca (a,b) =1, spunem ca a si b sunt prime intre ele.

Proprietéi: Pentru a,b,ceN:

+ (ab)=(ba) {aa)=8a

« ({ab),c)=(a(bo) (ab)=1(ac)=1=(abec)=1
« YceN,(cach)=clab) VabeN,(ab)lasi(ab)|b
o 3k,peNai(ab)=ak+bp; al|bcsilab)=1=a|g;

« aleblc si(ab
Exemplu: 2|112,3{12,(2.3)=1=6112.
Atentie! Conditia ca divizorii 53 fie primi Intre ei este esenfiala!
Exemplu: 8|24; 8]24; (8,8)=2=>48|24 este, evident falsa.

Pentru a afla c.m.m.d.c. se descompun numerele in factori primi; produsul factorilor
comuni, la puterile cele mai mici, este c.m.m.d.c. al numerelor.

Exemplu: S3 se afle (5400, 121000).
Solutie: 5400=2%.3%.5°
121000=2%.  5%.1¢

=1=vab|c.

cmmde.=2% 5%
Deci: (5400, 121000)= 2° . 52=200.

d. Teorema impértirii cu rest

Dacd aeZ $i be N', atunci exista r,q € Z, unic determinate, astfe! incat
as=bg+rcu0<r<b,

Exemplu: S& se determine toate numerele n naturale care, impariite la 3, au catul egal
cu restul.

Solufie: Din teorema impértirii cu rest, g=r<3. Deci, restul poate fi 0, 1 sau 2.
Obtinem: 7, =3-0+0=0, n,=3.1+1=4 §i n;=3-2+2=8.
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e. Algoritmul lui Euclid

Fie a,beN.
Atunci existd g,,7 € N astfel incat:  a=bqy + 1y, O<ry<b
Atunci existd g, e N astfelincat:  b=rg +n, n<n
Atunci existd g,,r, e N astfelincdt. ry=ng,+r, KL<

Daca r;_, =0, atunci existd ¢;,r, eN ali: r i+ <
Deoarece b este finit, girul de inegalitdti b>r, > > 1. > 1 > ... este finit, deci
existd un ultim rest r,_, = 0, dupa care urmatorul rest r, =0 . Obtinem:.
'n-3 =lp-20n1+ o <fp
i + 0, O=r,.
Prin urmare, r,_,=c.m.m.d.c.(a,b). O aplicatie imediata a algoritmului lui Euclid

oste calcularea c.m.m.d.c. a doud numere naturale mari ai caror divizori sunt numere
prime suficient de mari.
Exempl: Calculati (7 512 647, 10 012 477).

10012477 = 7512647 . 1 + 2499830
7512647 = 2499830 - 3 -+ 13157
2499830 = 13157 - 190 + 0

Deci: (7 512 647,10 012 477)=13157.

f. Cel mai mic multiplu comun {c.m.m.m.c.)
Fie a,beN. Un numar meN, pentru care a|m si b|m, se numeste multiplu co-
mun al numerelor a i b.
Fie abceN. Un numdr meN se numeste cel mai mic multiplu comun al
numerelor a $i b gi se noteazd m =[a,b], dacé satisface toate conditile urmétoare:
alm; b|m; daca alc si b|c, atunci m|c.

Proprietafi:

Pentru a,b,ceN:
[a,6] =[b.a]; [alb.e]l =[la,b].cl: [a.8]=2
[¢a,cb] = cfa,b]; a|la,bl (afabl)=8

[a,(b.c)] = ([a,b).[a.c]); (a[b.c)=[(ab).(a0) (a,b)-[a.b]=a-b.

Ultima proprietate este utild pentru a afla c.m.m.d.c. cand se cunoagte c.m.m.m.c.
sau invers.
Exemplu: (12,15)-[12,15]=3.60=180=12.15.

Pentru a afla c.m.m.m.c. se descompun numerele in factori primi; produsul tuturor
factorilor la puterile cele mai mari este ¢.m.m.m.c. al numerelor.

Exemplu: S se afle [225,40]. .
2255 :
asls YOPS 225- .82
Solufie: 9 38, = 40=2%. 5
30

1l cmmm.c.=2°.32 5% = [225,40] = 8-25-9=1800.
1 -
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2.6. Multimea numerelor rationale, Q

Orice numér care poate fi scris sub forma m = % p.aeZsiq=0 este numdr rational.

Q = multimea numerelor rationale;

Q" =Q~- {0} multimea numerelor rationale nenule;

Q, = multimea numerelor rationale pozitive;

Q. =multimea humerelor rationale negative.

Multimea numerelor rationale nenegative este: @, U{0}.

a. Fractia zecimala

Daca partea fractionard a numarului x are:

— un numar finit de cifre nenule, atunci x este numar rational §i se numeste fractie
zecimala neperiodicd;

= un numar infinit de cifre, care se repeta periodic, atunci x este numar rafional si
se numeste fractie zecimald periodicé,

— un numér infinit de cifre, care nu se repetd, x este numdr irafional.

Partea zecimala periodica poate fi simpld, de exemplu, 23,(547) sau mixtd, de

exemplu, 23,8(547).

b. Transformarea unei fractii zecimale in fractie ordinara

- fractii neperiodice: ab= %: a,bed = :g%:

- fractii periodice: a,(b)= ag; a,(f) = a%; a,(bed) =ﬁg—;..._

— fractii periodice mixte: a,T(c):abc_b; W:a% B
Exemple: 27,25 = % —27 +%; 27,(25)= 27%: 27,2(5)~ 27%.

2.7. Multimea numerelor irationale, R\Q

Numere ca v2,43, %, e (baza logaritmilor neperieni) etc. nu sunt numere rationale.

Ele se numesc numere irafionale. Numerele irationale nu pot fi scrise sub forma de
fractie ordinara, sunt fractii zecimale cu un numar infinit de zecimale care nu se repeta.

Multiméa numerelor rationale reunitd cu multimea numerelor irationale formeaza
multimea numerelor reale. Se poate demonstra cé intre doud numere rationale existd
cel putin un numar irational si ¢4 intre doud numere irationate exista cel putin un numar
rational. in ambele cazuri, daca exist un numar (irational - in primul caz, rational — Tn
cel de-al doilea), atunci existd o infinitate de astfel de numere.

in consecinta, In practica, numerele irationale se aproximeaza printr-un numar rali-
onal. De exemplu, n se aproximeaza la o sutime prin valoarea rationala 3,14.

2.8. Multimea numerelor reale, R

R - multimea numerelor reale;

R - multimea numerelor reale nenule;
R, —multimea numerelor reale pozitive;
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R_ - muitimea numerelor reale negative.

Multimea numerelor reale nenegative este: R, {0},

a. Intervale de numere reale

Definifie: Se numegte interval in R o muitime nevida / cu proprietatea ¢3, daca
pentru orice x;, X, </ gi orice X avem x; < x < X,, atunci x /.
Proprietate: Nc ZcQc R,
Urmitoarele submultimi ale lui R sunt intervale de numere reale:

o lntervale nemdrginite

Definitie Imagine Exemple
3,+w)={xeR|x >3} semidreaptd deschis3|
a,+0)={xeR (x> a] 2 o
¢ )={ | } 1a stanga, nemarginits la dreapta

- 3,+m)={x cR{x23} semidreapta inchisa la
a,+0)={xeR|x2a] ’[_ 5 [
I )=t I ! stanga, nemarginit3 la dreapta
; (-o,5)={xeR|x <5} semidreaptd deschis
la dreapta, nemarginité la stanga
-0 ; (-0,5]={xeR| x<5} semidreapta inchisa lal
dreapta, nhemarginita la stanga

§

(~oa)={xeR|x<a}

(-o,a]l={xeR|{x<a}

« Intervale marginite

Definitie Imagine Exemple
27)={xeR|2<x<7}
ab)={xeRla<x<b 2 s (
(ab)= (xRl ) interval deschis
q b | [27]={xeR|2<x<7}

abl={xeR{ag<x<h _(_+
[2.0]-{x<R| } interval inchis (segment)

. 2,7)={xcR|2< x <7} interval inchis la
ab)={XcR|asx<b ‘i ”,, L
fa.b)~{ l ) stanga si deschis la dreapta
abl={xeR{a<x<b}. a b (7,12] ={x e R 7 < x <12} interval inchis
(@bl={ ! } t t la dreapta si deschis |a stanga

Se poate scrie ¢& R = (-, +0).

b. Opus, valoare absoluta, invers
Opusul numérului real x este numarul real —x, deci opus(x)=—x.
Pe axa numerelor reale, —x este simetricul lui x fata de originea axei.
Exemplu: opus(-2) = +2.
Modulul sau valoarea absolutd a unui numar real x se noteaza x| §i este definit(s)
N X, daca xz0 X, daca x>0
prn: |x| = sau |xl=
opus(x), dacd x<O -x, dacd x<0

El (ea) reprezinta distanta dintre- originea axei reale si punctul care figureaza numarul
X pe axa.
?;—‘:L‘g‘i‘i |-3)=opus(-3)=3, deoarece -3<0.
e .
2

22y

h d 1+2|=2, deoarece +2>0.
-2 0 +2
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Observaie: Modulul” este sinonim cu .distanta” sau ,lungime” in toate contextele. Ca
reguls, f4ra frica de a gresi, se poate spune c& modulul unui numar rational este
Jnumarul farsd semn”. insa, in ceea ce priveste numerele irationale, este foarte impor-
tant sa se verifice daca sunt pozitive sau negative.

Exemple: |-11]=1% 1+5|=5; {71=7; {0}=0. Dar 11—\/51:—(1-«/5)_&71.

Proprietati: N
o =xi=txl Ixeyl=lxldy b Ix]=lyle x=ysaux=
x| _ix]
o Ixz ISIXHIyI:|x1yIZIXI—IyI:I—A—~
v ! l vl 1yl
« Pentruorice xcR §i aeR,:
|x|<ae> xel-aal |x|aac>xe(—w,4a]U[a.+oo).

« |x-y}= lungimea segmentului de pe axa numerelor reale, marginit de punctele
ce marcheaza numerele x §i y.

P . 1
Inversul numarului real x =0 este inv(x)=—.
. X

c. Relatia de egalitate definitd pe R

Egalitatea este reffexiva: vxeR; x=X.

Egalitatea este simetrica: VX,yeR; x=y=>y=x.

Egalitatea este tranzitiva: yx.y,zeRx=ysiy=z=>x=2
Pentru orice numere reale X,y = (X <y)sau(x=y)sauly <x).
Cu aceste proprietati, relatia de egalitate este relatie de echivalenta.

Proprietatea de substitutie: ’
Daca numerele reale x i y sunt egale, atunci, in orice relatie matematica, y poate fi
Tnlocuit prin x (si x prin y), fara ca rezultatul sa se modifice.

d. Compararea numerelor reale

Dintre dous numere pozitive, mai mare este cel cu modulul mai mare.
Dintre dou# numere negative, mai mare este cel cu modulul mai mic.
Orice numar pozitiv este mai mare ca 0.

Orice numér negativ este mai mic ca 0.

Orice numar pozitiv este mai mare decat orice numar negativ.

e. Operatii pe mulfimea numerelor reale . .

« Adunarea
Reguli pentru adunare:
Regula 1: dacs numerele au acelasi semn, se aduna modulele lor §i se scrie n fata
rezultatului semnul comun.
Regula 2: daca numerele au semne diferite, se scade din modulul numérului mai mare
modulut numarului mai mic si se scrie in fata rezultatulul semnul numarului cu modulul
mai mare. .

Exemple: ~6-5=-11;-6+5= 6+7=1,

Proprietafi:
Adunarea este asociativa §i comutativa; 0 este element neutru fatd de adunare;
orice numar are opus In Z, Q. R,C 1, opusul numarului x este —x.

" Vezi sectiunea ,Mulfimea numerefor complexe”.
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o Inmulfirea
Reguli penlru nmultire:
Regufa 1: produsul a dous numere se obtine inmultind modulele lor gi punénd n fatad
semnu! obtinut din regula semnelor.
Regula 2 (a semnelor):

x | y {x-y| Urmariti semnele din tabelul alaturat,

+ + + Produsul a doua numere cu acelasi semn este poz‘itiv4
Exemplu: (-3)-(-4)=12.

+ | -1 - Produsul a doua numere cu semne diferite este negativ.
— + — Exemplu: (-3)-4=-12.

Proprietafi:
nmultlrea este asociativd §i comutativd; 1 este element neutru fata de inmultire.
Orice numér diferit de 0 arg invers in @ si R. nQ sitn R inversul numarnlui x este

X :—. Tnmultirea este distributiva fatd de adunare. Dacd xy =0, atunci x=0 sau
X

y =0, sau ambele sunt nule.

« Sciderea

def
x—y = x+opus(y)=x+(~y). Exemplu: 6 ~(-3)= 6,+ 3=9.
o Impirtirea

def 1 1w
x:y = x-inv(y)=x-y~". Exemplu: 4:E=4-[§) =4.2=8,
o Puterea unui numér real
Definim:

a-a-...-a pentru xeN',xat ack;
x factor!

a pentru x=1, aeR;
. R,, npar
8 = 1 pentru x=0, ek ynde D={R nimpar,meN.
i,, pentru x=-nneN, acR’ R, nimpar,meZ
a
Ya™  pentru x=%,neN', aeD,

Numdruf a se numeste bazd, iar x, exponent.
Proprietai:
Pentru a,b=0;mneQ:

(1" =+1pt.neN, npag 0"=0; n0; 1" =1; (-1 =—1 pt.n e N, nimpar;
o™ = g, &g = ahm, . (8" = ™™
(@-b)" =a"-b"; (a:bY" =a":b" 0° nu are sens.

Dacé a>1 atunci @” >1, iardacd O<a<1 atunci 8" <1, YaeQ,.
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am<a" pentu a>1;

Daca m<n, atunci:
am>a" pentru O<a<i.

a" <b” pentru n>0;
a">p" pentru n<O.

Daca D<a<b, atunci: {

s Radicali
Definitie: Prin rédécina de ordinul n,neN,n 22, a numarulul nenegativ x se intelege

n
numarul notat Yx = x%, cu proprietatea (4’/;)" = (X%) =X

Daci n =2, inloc de ¥x scriemx.
Exemplu: 3 este radacing patratd a lui 9 pentru ca 3% =9. Aceasta se mai scrie:
V8 =3; -3 nu este radacina patrata a lui 9 desi (-3)° =9,-3<0.

= Algoritm de extragere a rédécinii patrate dintr-un numdr natural pétrat perfect

225 Se desparte numérul in grupe de céte doua cifre, Incepand
o= de la dreapta la stanga.

Se pune intrebarea care este cel mai mare numdr intreg al

122503 carui patrat este mai mic sau egal cu 12?7
_9 Acesta este 3, care se va scrie in dreapta sus, apoi se ridicé la
=3 patrat; 'se obtine 9, care scazut din 12 da restul 3.
Langa primul rest partial {3), se coboara si grupa urmatoare
1225)3 de doud numere, adica 25, si se formeaza numarul 325.
9 6 Numaérul din dreapta sus se dubleaza, obtinéndu-se 6, care
— se scrie sub 3.
=32 5

Acum, se cautd cea mai mare cifrd care, scrisé langa 6, sa
formeze un numar care, inmultit cu aceasta cifra, s dea un
1225|3585 produs mai mic sau egal cu 325: se desparte ultima cifra a
9 — numarului 325 i se afla catul imparirii lui 32 la 6 (care este
2 |65:-5=325 5). Aceasta este cifra cautata.
Se scrie in dreapta lui 6 cifra 5 formand numarul 65 care se
inmulteste cu 5 gi apoi se scade din ultimul rest, obfinan-
du-se 0. Cifra 5 se adaugi la rezultat, obtinand astfel
numarul 35, care este radacind patrata a numarului 1225.

Proprietati:
« Introducerea factorilor sub radical: |a| b = \/E,
Exemplu: 32= \/ﬁ =18 '
« Scoaterea factorilor de sub radical: \/EE=|5|~/E; Ja_2=| al.
Daca a20, atunci vVa? =aa|.

Daca a <0, atunci \/a—zz‘[(—a)z =Jlaf dal-a

Exemple:

8 =V32.2=33.
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2. Dacé x <0, calculali Y9x2.

Solufie: JOxZ = (31 x[)* =3 | xj=-3x.

3. Caleulai: /52 - 42.

Solutie: \J52 —42 = 2516 = /I = 3.

Observafii:

— Radicina patrats nu se extrage .direct’ dintr-o suma sau diferenta neefectuata. Se

efectueaza mai intéi calculul §i apoi se extrage radécina patrata.

— Daca numarul rational este exprimat printr-o fractie zecimald, se transforma fractia

zecimald in fractie ordinara si apoi-se calculeazi radacina patrata.
— Tn tabelul urmator sunt prezentate citeva proprietati ale radicalilor de ordin n.

n impar npar
xyeR xyeR, xyeR_
Py =¥ 4y; Py =¥x gy Py =gixl-4liyh

x ..
.J;:W,y‘to,
Wm=dx_"‘,mal;
(
Y . me N

Y% ="Tx, me N, mimpar;

%"y =xily;

X
Y

(W)m=<'/x_'",mez:
’"W=’~'/;.msN':
Q/’ﬁ:"’g/;.meN‘:
oy = xtly:

K }

sis

< x

e = gfix;

Daca nparsi x<0,y20:§x"y =—x&y; Yx"-y = x| Yy.

25 5V 5 .
E) I.u/ 25 = | =l 1 == =05,
xemplu: 0,25 = [15 \J(m) ™

» Formula radicalilor suprapusi .

JasB = A;Ci A—;C, unde C=AZ_B.

Exemple:

1. 2+\/§=1@+‘$=€+J—}

2. 83 se aduca la o forma mai simpld E = x+3-2vx+2. ’

Notdm A=x+3 §i B=4(x+2). Conditiile care asigurd existenta radicalilor sunt:

x+220 x+220 x2-2
=g =

x+3-2dx7220  |x+322Jx+2  (x2-3

Atunci: C:J(x+3)2—4(x+2)=«/x2+6x+9-4x—8=Jx2+2x+1:]x+1].

X+3+[x+1] _ [x+3-|x+1§ zlm_1|
2 2 :

= xX2-2,

Deci: E=yx+3-2Jx+2 =
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Am ales varianta scrierii cu modul pentru a pastra semnul pozitiv al expresiei.
O alta metoda este cea prin care se obtine un pétrat perfect sub radicalut mare:

Jxs3-2dxes ~fxva-2dxrz 1= (Vxr2-f =[xr2 -1

. Rationalizarea numitorilor

B a a4 AR Jr) A ~/;+\/—)
I x Iy x—v N x—y

Exemp/e‘

4 2
* T=2J' T_#*_ﬁ

3 3348 _ 3(J’ J’)

2' Bl 3-8 =B
g 21 20841 24841
. 231 12-t 11

s (BB 5,953
YR mrw
PR (L0 WS - PSSR E P
R 1_(;/3)3 T T T2 :

s 1 1Y 1-¥E_ 1-%8_3B-i
[ 1_(;/5)3 1-3 2 2z

» Ordinea efectudrii operatiilor

Regula O (Prioritatea operatiilor): Operatiile de Tnmultire §i impériire se efecteazd
naintea celor de adunare si scadere.

Regula 1: Parantezele se efectueaza dinspre interior spre exterior (intéi parantezele
rotunde, apoi parantezele drepte, apoi acoladele).

Regula 2.1: Ridicarile la putere si extragerea radacinil se fac de la stanga la dreapta.
Exceptie: In cazul puterit exponentului, operatille se fac In sens invers.

Exemptu: 2% =281 (23 )4.

Regula 2.2: Inmuliirile gi impértirile se fac de la stanga la dreapta.
Regula 2.3: Adunarile si scaderile se fac de la stanga la dreapta.

Exermplu: 2: {22 -3 [4—(~3+6)) =2:[4-3-(4-3)|=2:(4-3)=2:1=2.
f. Parte intreagd, parte fractionarad

Orice numér real x poate fi scris sub forma: X =2X,X5... Xy, Xy, 1 X200, UNDE X;,
x, =0, sunt cifre. Daca x e pozitiv, numarut format din cifrele din stanga virgulei se nu-
megte partea intreagd a lui x gi se noteaz: [x]= x,X,...X,. Pentru numere x negative,

definim [x] = —xX,...
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Numdrul x -[x] se numeste partea frac(ianér& a'lui x gi se noteaza {x}. In cazut
numerelor pozitive, partea lor fractionard este datd de cifrele din dreapta virgulei:
{X}=0,X,,4%;,2.... Deci, putem scrie: x = [x]+{x}.

Observafie: Partea intreaga a unui numar x este cel mai mare fntreg mai mic decét
(sau egal cu) x.

Proprietati:

= Pentru xeR;neZ: ‘
o [K]<xs[x]+t . x-1<[x]<x; O<{x}<t
o xeZoX]=x{x}=0 xelnn+Ne[d=m {x}=x<xe01);
o [x+n]=[xj+n {x+n}={x}

o x+ylIgld+lylvy eR

g. Inegalitati clasice remarcabile

o Inegalitétile mediifor
va,b>0notam:

~  media aritmetic: Aaby=2 *2' L
—  media armonica: H(ab)= 7 2 7 H
b
Z b2
-~ media patratica: Qa,b)= 5 5
—  media geometrica: G(a,b)=va-b.

=>min(a,b) < H{a,b) £ G(a,b) < A(a,b) < Q(a,b) s max(a,b) cu egalitate peste tot in
cazula=b.
Prin generalizare obfinem: vx;, Xy,..., X, >0:

—~  media aritmetica: AlXy Xgrors Xn ) = XtXptt X,
n
- media geometrica: G(X, Xz X ) =YXy - X . X
" . n
= media armonica: * H{xXy, Xg,.00 Xy ) =

T T
F R

T2 2
- media patratica: Q(x1‘x2,...,xn)=nM;
n

—  media aritmetica ponderata a numerelor x;, avand ponderile p;, VieN;i>1:

Ay = XiPy + XoPy XoPy
Pt Pyt Py
Este valabild inegalitatea:
F min(a,, a,....,a,) < H(ay,ay,....a,) £ G(a, ay,...,8,) <

< Alay,ay,.-.,8,) < Qlay, a,
cu egalitate, dacé si numai daca a, = a,

a,) <max(ay,az,...a,),
&,
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« Inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz

(X1 + %2, < (%2 + %7 @ +8°), %y Xy, 8 € R

In cazul general avem:
n 2 n 2 2 n 0 2
Yxa| g 2| | 2af )
(=] =] =]

cu egaltate, dack xa, = x;a,i%j,ij=1n.

o _Inegalitatea Bernoulli (14 x)’ z1+nx,¥ne N, xe(-1w)

» Inegalitatea Minkowski

Tl
Tl

1.
> n 3 n

vp>1a.b >0, [Z(ak +bk)"’]p S[Zak"J
k=1 k=1

1

» Inegalitatea Holder vp.g>0 cu —:;+

q

vay, by (j=12

1 1
n n, » (&2 \a
DR AEDIEN IR DI
= = =
» lInegalitatea Cebagev (@ +85)(by+ by} < 2aby + ab,),

dac a;<a, §i by<h, sau 8,28, § b2 by

inegaiitatile de acelasi fel se pot aduna membru cu membru; inegalitatile intre nu-
mere pozitive se pot inmulti membru cu membru:

X<n =Xy + Xy <Yy +Yah 0 <y =>0<x <
X3 <¥s 1+ X <Y+ Ya 0<x <Yy, WXz < Y12
h. Sume de puteri
o Fie S, =1 +2+..+n* ke N. Atunci:
Sp=m
n{n+1)
. S‘=1+2+3+A..+(n—1)+n=T;
PSP TSI RSP GLL) CL R )Y
5 .
12
sa=13+23+33+..A+(n-1)°+n’={"("7*1)] :
Sy =ttt a3te ‘+(n_1)4+n4_n(n+1)(2n+1)(n2+n+30)
=y .
A+l
X _1,x=:1:

o Fie S=1+x+x?+..+x" Atunci: S=4 x— .
1
. n+l, x=1.
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2.9. Multimea numerelor complexe, C

Pe produsul cartezian R xR definim operatiile:
adunare: (X yp)+ (% V2)= (X + Xp. Y1+ Y2 )
Inmulfire: Xy, 1) (Xz¥2) = (XiXp = Y4V 2. X1 2 + Xa¥1)-
Atunci multimea RxR impreund cu cele doud operatii formeaza o structurd numita
mulfimea numerelor complexe $i notaté cu C. Notam C =C-{{0,0% multimea nume-

relor complexe nenule.
in plus, dacs, se defineste aplicatia 1:R—C, x)=(x0), se poate identifica

R-{{x0)|xeR}cC.
Un numar complex’ z={x,0} se identificd cu numérul real x. Un numar complex
z=(0,y)se numeste pur imaginar. Numarul imaginar (0,1)se numeste unitatea ima-

ginari si se noteazd cu /.
Puterile unitatii imaginare:

VheZ: %ot o k2o g a3

a. Forma algebrica a unui humér complex -

Dacd z=(a,b)eC, notdm partea reald a lui z cu Re(z)=a si coeficientul parti
imaginare a lui z cu Im(z)=b. Cu aceste notatii putem scrie z=Re(z)+/-Im(z), sau
2z =a+ bi, care se numeste forma algebricd a lui z.

o Reprezentare geomstricd. Afix. Modul

intre multimea numerelor complexe i multimea punctelor din
plan se poate defini o aplicatie care s& asocieze in mod unic
numarului z=(a, b)e C punctul M{a,b)< @ din plan (fig. 2.5).

Spunem c3 z este afixul lui M si c& M este imaginea lui z.
Planul @ se numeste planul complex. E! este identificat prin
aplicafia definitd mai sus cu muliimea C . Rezulta ca distanta
de la punctul M la originea axelor de coordonate este

OM =+a? +b%, Aceastd distantd se numeste modulul nu-
Fig. 2.5 marului complex z si se noteaza | z|. Deci, [ z]=va? + b2,
Proprietéfi: Daca z,Z e Ccuz=x+yi i Z=x"+yi:
« Re(z)<ld; Im(z)<zl; -1z <lz+ 21 <12+ 12]. .
. lz2l= |zI~|z’|; z=0eld=0  |zs 2P +lz- 2 = 2(2 +12f?).

‘ﬁ dacs z#0; |zl 2' ke [OM,]=[OM,] & M, M,. < C(O,R =| OM, }).

o jzHOM, L 12-2"HMM,.|.
M,, M,. reprezinta imaginile numerelor complexe z,z, iar C(O,R =|OM, |) este
cercul de centru O si raza egala cu lungimea segmentuiui OM,.

« Conjugatul unui numar complex

Fie z=a+bi; zeC. ‘Se numeste conjugatul (complex al) numaruiui z numarul
complex Z =a-bi. Rezulta imediat ca lz]:lzl §l M, = simg, M, (simetricul punctului
M, fata de axa Ox ). "
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Proprietafi: Daca 2,7 e C,z=a+bi,Z =a'+b'i:

z=1z zZ+Z=2Re(z); z-Z=|z|2; z—iaze]Ri
717=2+7; z-Z=2Im(z); z. |z|-|z|—w/z-_;
5 7z} 2
=-Z R =0, |=|==.
z < Re(z) (z‘ 7

Dacé|z|=1:>;=%.

b. Forma trigonometrica a unui numir complex
Fie M(r,¢) un punct din planul complex @ (fig. 2.6), unde ¢ =<«[Ox,, < [0,2n) i
(OM]=arg(z) (unghiul dintre axa Ox ¢i dreapta OM), iar r=OM,r>0. Dacd notdm

a=rcos(e) §i b=rsin{p), atunci obfinem relatia: r = va? + b
Daca notdm z=a+/-b, putem scrie:
arctg(%), daca Re(z) > 0,Im{z)>0;
b M(a.b)
2n+ arctg(—a—), dacd Re(2) > 0,Im(z) < 0; b

* o= lmarcig(£), dacaRe(z)<o;
L4 a

daca Re(z)=0,Im{z)> 0;

w N3

B

Fig. 2.6

3 daci Re(z)=0,Im{z)<0.

Definitie: Se numeste argumentul redus al numarului complex z numarul g, care se va
nota arg(z). De asemenea, definim Arg(z) = farg(z) + 2kn | k € Z}. Se numeste forma

trigonometric a numarului complex z scrierea z = r{cos(e)+isin{)} .

i3

Exemplu: Scrieti in formé trigonometrica numdrul complex z = % -—

Solutie: Identificam a = % b= —% = z este afixul punctului

M(%—J—E»] din cadranul IV (fig. 2.7). De aici,.r =1 i

@‘k

N

9= arctg(~~/—)+21n~——+2n=— deci z= 005(53)+I$In[5:).

Fig. 2.7

c. Egalitatea numerelor complexe
Fie z=a+i-beC. Atunci: (z=0) = {a=b=0) o (Re(z) =Im(2)=0) & (r =0).
Fie 2,2, € C. Atunci:
(m1=2) = (=3, 510 = by) = [Re(z) =Relz;) iIm(z,) =Im(z;)) sau
(zZi=z)o(h=nse=0)
Exemplu: Gasiti parametrii n,meR astfel Tncdt z =2z, .dacd 2z =1+5i "¢
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2, =(2m-n}+(m—n)i.
2m-n=1 {m=2

Soluie: z, =z, .
Solufie: 2 2:"{m-v-n:S n=3

d. Operatii cu numere complexe,

* Suma si diferenfa a doud numere complexe

Fie 2,2, e C= 212 2, = (3,2 8,) + (b £ by)i.
Proprietati:

« T € adunarea este asociativa gi comutativa;

« 0+i-Qeste element neutru pentru adunare;

* orice numér complex are un simetric fat de operatia de adunare numit opus.

Opusul lui z=a+bi este ~z=-a-bi.

Cu aceste proprietai, multimea C, impreuna cu operatia de adunare, formeazi c
structurd de grup comutativ, notat (C,+).
=1

\
i
!
3

2,
Exemplu: 1
z,=1
* Produsul a doud numere complexe
Fie 2,2, e C. Scriem relaia produs, folosind cele dous forme de reprezentare a
numerelor complexe: .
212y = (@3, ~ byby) + (@b, + @gby )i = riry(COS(@y + 93)+ isin{g; +¢,)).
Proprietali:
« In €, Inmultirea este asociativa si comutativa;
* 1+0./ este element néutru pentru nmultire;
+ orice numar complex nenul este inversabil (simetric in raport cu operatia de
inmuttire) si Inversul lui z=a +bi este:

iii}:'z\d-zz=(1+i)—(1—i);(1+1)+i(1—1):2A

- a b - . z
= (m.—l mj =r"Y(cos(-)~ i sin(p)) = I—ZF;
« inmultirea este distributiva fatd de adunare.
Cu proprietatile enuntate mai sus, mulfimea C, impreuns'cu operatiile de adunare
§i inmultire, formeaza o structura de corp comutativ, notat (C, +, )

Exemplu:  z,=1+i=+2 -(cos[%) +isin [%j]
Z=1-i= ﬁ-[cos(Zn—%]+ isin[2n~%]}
Solufie: 22, =«/§~«/§[cos[%—%)+isin(%—%]]=2(cosO+isinO)= 2

- zp=(1+0)-(1-i)=P -2 =2,
Fie acum z,e €.z, e C". Definim ctul, folosind cele dous forme de reprezentare a
umerelor complexe:

Z (2@ +bby)+{ab~apy)i 1 - XA
2 _ (8 + biy) + (aghy ~ by )i zg (Zzb‘ 402) =-L(cos(g, = gy)+ isin(p, - g,)) = 2.
z a +b; n 12|
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Exemplu: z, :1+i=x/§~(cos(%)+ isin(g]); z=1-i= J2 -(cos(—%]wsin[—%)];

.z N2 LA EATPN £.2 TN
iutie: —L.= . - —+=||= = ==k ~
Solutie: = 1 [cos[4+4]+/sm(4+4)) COS(2J+ISII'](2) i

z‘ i _{+i)i+i) 1+2i+i2_1+2i—1iﬁ~
z, 1-i Q-i1+h)  £-i 1+1 2

* Puterea n a unui numir complex

Dacd ze C,neN’, atunci 2" = r"(cos(ne) + i sin(ng)).

Dacd r =1, atunci (cosg+ising)” =cos(ng)+isin(ng) (formula lui Moivre).

Exemplu: z=1+i= J2. (cos[%) + isin(%]]
z =(~/5) [003[44 J+lsln[44 D=4(cosn+isinn)=—4

s Radacini de ordinul n dintr-un numér complex

Consideram z&C’; z=cos¢+ising. Alunci z are n rads-
cini distincte de ordinul ne N, n 22, gi anume:

(cos ¢+2kn
n

s

z +tsin%2kn);k5(0,1,2,.,,17—1). X

Geometric, afixele radéacinilor de ordinul n sunt situate pe un
cerc cu centrul in originea sistemului de axe de coordonate si de Mlz

razé egald cu 4’/; §i formeaza un poligon regulat cu n faturi
inscris in cerc.

Exemple;
1. Radacinile de ordin trei ale unitatii (fig. 2.8):

z=1=1(cos0+isin0) = z, = ?ﬁ(cos[zg"]wsm(zgnn, k=02;

k=0=>2,=cos0+isin0=1
2n 20Y_ 1, N3
k—1=>11—cos(3]+lsm[3] _E+ =g

Fig. 2.8

Tz
k=212, —ms(‘; J+lsm[‘§;)=—%—l«§:sz.
Proprietati:

o f4e+1=0;

o =1 deci ¢ =1e% =g 222 ke Z
o leRtoEatae
B

@. Ecuatii binome gi trinome -
Sunt tratate In capitolut .Ecuafil’.
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3.1.Calcul algebric

Fie a,b,c.x,y,zeC. Unsirde adunari i scaderi se numeste sumd algebricd.
Produsul dintre un numdr i o sumd algebricd se efectueazi aplicand proprie-
tatea de distributivitate a inmultirii fats de adunare:
X(a+b—c)= xa+xb-xc; -x(a+b—c)=—xa—xb+xc.
Produsul dintre doud sume algebrice se efectueaza inmultind fiecare termen al
primei sume cu fiecare termen al celei de-a doua §i adunénd apoi rezultatele:
(x+y-2)(a-b+c)=xa-xb+xc+ya—yb+yc—za+zb-zc.

» Formule de calcul prescurtat
— Produs al sumei cu diferenta: (a+b)(a-b)=a® - b%

Patratul unui binom: (a+b)’ = a% + 2ab + b (a—b) =& —2ab+ b,
— Patratul unui trinom:

(a+b+c)2 =84 b+ c? +2ab+2bc £ 2ca=a? + b? + ¢? + 2ab+ be + ca).
— Cubul unui binom: (a +b)® =&° +3a2b + 3ab? 1 b°. ’

— Suma (diferenta) a dou cuburi: a® + b =(a+ b)-(a® Fab+ b?).
— Diferenta a doua puteri:
a"-b"=(a-b)-(@a" "+ 8" 2b+a" 32 + ..+ ab" 24 p77).

= Descomnpunerea in factori
Restrangeri de binocame: % + 2ab+b% =(a+ b)z; a? —2ab+h? = (a- b)24
Exemplu: 9x? +30x +25 = (3x)? +2-3x -5+ 5% = (3x + 5.

— Formula diferentei patratelor: a?-p2 = {a—-b)a+b).
Exemplu: 9x? —25 = (3x)? - 52 = (3x - 5)(3x + 5).

= Inegalitati remarcabile:

1
la+—|
al

a’+b?>2ab,vabeR; 22,vaeR'.

Exemplu: 32 +4%=94+16=25>24=2.3.4.

3.2.Inductie matematicd

Procedeul prin care din propozitii generale se obtin propozitii particulare se numegte
deductle. Invers, metoda de rationament prin care se ajunge de la propozilii particulare la
propozitii avand caracter general este numita inductie incompleta (daca de la cateva cazuri
particulare se trece la cazul general, fara a lua in considerare toate cazurile particulare)
sau inductie completa (atunci cand se analizeaza toaté cazurile particulare).

Pentru demonstrarea unor afirmatii de genul:

(Ve N)P(n)" sau, (V2 ny, n, 0y € N)P(n)”

se folosegte metoda inductiel matematice care are la bazi principiul inductiei
matematice prezentat in continuare in dou3 variante.
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Varianta 1
« Se demonstreaza adevarul lui P(n,), unde n, e prima valoare posibila pentru
neN,
« Presupunand adevarat P(n), se demonstreaza P(n+1).
Varianta 2

+ Sedemonstreazd P(n), unde n, e prima valoare posibila pentru ne N,
« Uneori e nevoie sa demonstram si P(n, +1), eventual $| P(ny +2) ( vezi siruri

definite prin recurenté de ordin 2).
« Presupunand adevarate P(k), vk <n, se demonstreazd P(n+1).

Tn fiecare varianta sunt necesare ambele etape. Prima e cea de verificare pentru cateva
valori particulare ale lui n, etapa care se mai numeste s baza inductiei. Cea de a doua etapd
este demonstratia sau pasul de inductie prin care se.araté c& P(n + 1).este adevarata.
Exemple:

1. Sasearate ¢i 1+3+5+,..+(2n-N=n? ¥n21.
Solufie: Consideram P(n): 1+3+5+...+(2n-1)=n2,vn21A
o P(): (2:1-1)= < 1=1 (adevarat). ’

« Presupunem P(n) adevérata gi vrem si demonstram;
P(n+1): 1+3+5+..’.+(2n—1)+[2(n+1)71]=(n+1)2.
14345+ +(2n-0)+(2n+0)= p? +(2n+9 = (n+17
T "y

24 2n

2. Sast cd ==,
e e O S Tn e

« presupunem P(n) adevérata si aritdm ca gi P(n +1) este adevérats, unde

P(n+1)~g.i, 2 An+h) 3
T35 77 2041 2(n+ 41 Y2An+N)+3

lntr—adevér,?-vi-...- 20 _Antl) < »2n+2,conform ipotezei de
35 2n+1 2(n+1+1 V2n+3 2n+3

2n+2 . J 3 2n+2 J2n+3
< =4 <
2n+3 2n+3 2n+5  2n+3 2n+5

inductie. Mai ramane sa aratam ci \/

4n*+8n+4 <2n+3
47 +12n+9 2n+5
8n° +36n° + 480 +20 < 8n° + 36n° +54n + 27 & 0 <60+ 7, valabil pentru VneN'.

. Daca facem produshl mezilor $i ¢el al extremilor, obtinem

3.3.Elemente de combinatoricd

Combinatorica este o parte a teoriei multimilor, fiind dedicatd problemelor de
numarare, adica de evaluare a numarului unor combinatii realizabile, dupa o anumita
reguld, cu elementele unei multimi date.

Definifie: Se numeste multime ordonatd o mullime T care exista o relatie de ordine
intre elemente. B
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Doua muliimi ordonate sunt egale, dacs au aceleasi elemente gi acestea sunt
scrise in aceeasi ordine. In cele ce urmeaza se va lucra cu multimi finite.
a. Permutéri

Definifie: Se numeste permutare a unei multimi o multime ordonata formata cu toate
elementele multimii.

Numarul de permutari ale unei mulfimi cu n elemente se noteaza F, si se
citeste (prin abuz de limbaj) permutdri de n. Se convine cd multimea vidd se

not
ordoneaza Tntr-un singur mod, deci £, =1= 01,

1, dacad n=0;
P= ot
1:2.3....-n=n!, dacd n>0.
Exemplu: Daca M = {a,b,c,d}, cele 4 elemente pot fi ordonate astfel:
labcd}bacalcbad]dbea
labdc|badce|cbdaldbac|
achdibcadicabd|doba Deci, P, =4-3.21.

|acdb|beda|cadb|deab|
adbe|bdacicdbaldabel
ladcb|bdcaledab|dach .

b. Aranjamente

Definitie: Fie M o multime cu n elemente. Se numeste aranjament de n elemente
luate céte k o submultime ordonatd de k elemente din cele n ale multimii (evident,
0 <k <n). Numirul total de aranfamente se obtine din formula:

K
"=k
Observatii:

A oAy APy ar TONO=D) ok k) 321

Fok (n—k}n-k-1)-...-3.21

deci: AX =n(n-1)(n-2)-...-(n—-k)(n—k+1);
A=t Al=m A2=n(n-1) . ;AT=nt
Exemplu: Daca M = {a,b,c,d}, doua elemente din multime pot fi ordonate astfel:

ab|balca|da
aclbcleoldb] Dedi, A7 =4-3=12.
|ad|bdjed|de

c. Combinari

Definitie: Fie M o multime cu n elemente. Se numeste combinare de n elemente luate
céte k o submultime (neordonatd) de k elemente din cele n ale multimii (0<k<n,
k  N). Numdrul total de combinari de n slemente luate cate k se obtine din formula:

)
cho
" k- k)
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Observatie:
ck DAYkt o o AL
" 3] TR
Exemplu: Dacé M = {a,b,c,d}, doua elemente pot fi alese astfel:
b
aclbe
ad{bd[cd]
Proprietati:

o CE=CI* (formula comblnanlorcomp!ementare)

o Ck=cl +Cld (formula de recurentd);

n+1
¢ C”:“znﬂ—k'c"'(;

n—k *
R e o
. om=tten

o Cr=Ci+Cig L aCil+ O+l

O metoda foarte simpla de a decide cu ce fel de problema de numdrare ne confrun-
tam este cea in care consideram ca avem de plasat n obiecte pe k pozitii §i ne punem
douad intrebari de ,departajare™:

1) Numarul de obiecte posibile este egal cu cel de locuri?
Daca raspunsul este da, atunci problema este legata de permutari. Daca nu, atunci
trecem la intrebarea urmatoare:

2) Conteaza ordinea in care sunt alese obiectele?
Daca da, atunci vorbim despre aranjamente, daca nu, despre combinari.

Exemple:

1. In cate moduri pot fi aranjate 5 persoane Ia 0 mas# cu 5 locuri?

Solufie: Numdrul de obiecte este egal cu cel al locurilor, aga ca avem o problema de
permutdri, Atunci existd F; =5!=5-4-3-2-1=120 moduri de aranjare.

n cazul unei mese rotunde, o .agezare“ permite rotirea locurilor, deci vor fi
doar 4 4 moduri de aranjare.

3. Intr-o clasé sunt 25 de elevi. Trebuie sa se aleaga un comitet de conducere cu
un pregedinte, un vicepresedinte, un secretar si un trezorier. In cate feluri poate
fi alcatuita comisia?

Solufie: De aceastd datd numarul de obiecte {elevi) nu mai este egal cu cel de locuri (in
comitet), asa cé trecem la al doilea criteriu. Cum conteazé ordinea de alegere, pentru
repartizarea pe posturi, avem o problema de aranjamente. Deci, sunt:

4 __ 25!

T (25-4)

2. Pentru a participa Ia © expozitie, trebuie sa fie alesi 5 elevi dintr-o clasa cu 25 de
elevi. In cate feluri se poate face acest lucru?

=22.23-24.25 moduri de alegere a comisiei.

Solutie: Ca si in cazul anterior, numarul de locuri nu este egal cu cel de elevi, dar de
data aceasta nu mai conteaza ordinea in care vor fi alesi-elevii, deci e o problema de
combinari.

1 . . . .
ﬁi = 21:22:23-24:25 moduri de alegere.

Avem: Gy = . 17345
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d. Binomul lui Newton
Daca neN’, atunci:
(@a+b)" =Cla"® + Cla"b" +...+ Cha"*p¥ 1. 4 CI"a'™ 4+ Cla%",

"
Deci: (a+b)" = 3" T,.,, unde: Ty, = Cka"*b¥ este termenul general al dezvoltari bino-
k=0

mului (@+b)°, iar CX se numesc coeficienti binomiali.
Observatii: .
— Dezvoltarea Jui (8 + b)" este 0 suma de n+1 termeni, toti de gradul n, iar

coeficientii a doi termeni egal departati de ,margini” sunt egali.
- Dacé neste par, dezvoltarea are un termen de mijloc, iar daca n este impar,
dezvoltarea are doi termeni de mijloc.

Exemplu: Se considera binomul (/X - xvx)!" cu x 2 0.
a) Scrieti termenul general al dezvoltarii.
Solutie: Ty,v=Cka"*b*, ke{0,...1hn=11,a=¥x,b=-xvx.

R 1k 3K
=~TM=C1*1<’J?)"'*<~xJ?>k=(—1>*Cﬁ[x3J »{ﬂ] =(-1fClx 3 x2

ek 3k 2247k
DT = Clx 3 2 =(—1fCkx & .
b) Calculati T,.
22473 111 43 43
Solufie: Ty =Ty, =(-1°Cix & = -8'_:;‘)( 6 =—165x 6.
) Existd vreun termen al dezvoltarii care sa il contina pe x?
el 2247k
Solufie: x 8 =x"= 5 " 19224 Th=6eTk=-28 k=-4gN.

Deci, termenut cdutat nu exista.
d) Determinati termenii fara radical din dezvoltare.
Solutie: E necesar ca exponentul iui x s fie numar intreg.

22;7’(52:3 18+4g6k+keZ=>4;keZ@6|(4+k):kE(Z.8)A

Termenii cautati sunt T, si Tp.

e. Formule remarcabile
CI+Ch+C2 4. +Ck+...+CI 1 €7 =2" (binomul lui Newton pentru a=b=1),
€ - C} +C2 ~..(=1)"CI = 0 (binomul lui Newton pentru a=1gi b=-1);
Ch+Ch+...+C¥ +_.=2"" (din suma celor dous relatii anterioare);
Ch+CJ +..+C¥14 .= 2" (din diferenta celor doud relatii anterioare).

f. Triunghiul lui Pascal

Coeficientii binomiali din dezvoltarea (a+b)" pot fi aranjati sub forma triunghiulara
din modelul urmator:
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n=0: 1
4 Remarcam ca:
n=1: 1_'1: «  primul 5i ultimul numar de pe fiecare linie este 1;
n=2: 1t 1 « celelalte elemente se obtin din linia precedenta,
= adunand numérul de deasupra cu predecesorul séu
n=3: 1 kel i folosind formula de recurenta.

n=4:1464£1

3.4.Progresii
a. Progresii aritmetice
Definifie: Se numeste progresie aritmeticd un sir de numere cu proprietatea ca dife-
renta dintre oricare doi termeni consecutivi este constanta.
Deci, un gir (8 )igigns N € N este o progresie aritmetica, daca fiecare termen at jui
se obtine din cei anterior, adunand aceeasi cantitate r.
Asadar, a este primul termen al progresiei si a, este termenul cu numarul de
ordine n al progresiei. Se numeste rafle a progresiei numarul r =a,,,-a;.
$irut termenilor progresiei aritmetice se noteaza: +a,,&,,...,8, $au +{(a);.
Termenul general af progresiei aritmetice este a, = a;+(n—1r.
intr-o progresie aritmetica, fiecare termen, incepand cu al doilea, este media
aritmetica a vecinilor s&i egal departati:
ViO<i<mk<i: a_,+a,,=2a.
Suma primilor 12 termeni ai unei progresii aritmetice este obtinuta dupa formula:
s = (a+a)n_[28+(n-1x}n ]
" 2 2
Observaie: In rezolvarea problemelor este util s3 se scrie:
— 3 termeni consecutivi ai progresiei sub forma:
a—rag a +r.
— 5 termeni consecutivi ai progresiei sub forma:
G -2ra —raa ra +2r.
Exemple:

1. a,=3,r=2. Sase caloulezs ag. 4

Solutie: $tim c& a, =a,+(n—1)r. Pentru n=15avem: a5 =8 +14r =3+14.2=31,
2. Fie a +a; =42 $i a9 —a, =21. Sa se calculeze a,,r.
Solufie: Se scriu cele doud relalii in functie de a;, r. Se obtine sistemul:
ag+{(a +6r)=42 2a,+6r=42 r=3
{a,+9r—(a,+2r)=21 {7r=21 {a':12'
3. Seds a, =290, S, =3900,r =10. Sa se calculeze a,n.
Solutie: Se obiine sistemul:

ag+(n-1r =290 a +10(n —1)=290 n =39 " =20
< cu solutile { ' i{ 2o
(CRLYl *2"" I _ 3900 < |{81+290)n ;90)" —agpp = S {a, =90 ¥ {a1 ~100
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b. Progresii geometrice

Definifie: Se numegte progresie geometricd un sir de numere nenule cu proprietatea
¢ raportul dintre doi termeni consecutivi este constant.

Deci, un $ir (&) ne N este o progresie geometrica, daca fiecare termen se
obtine din cel anterior Inmuliit cu aceeasi cantitate g.
Asadar, a, este primul termen al progresiei §i a, este termenul cu numarul de ordine n

" . . N 3 .
al progresiei. Se numeste ratie a progresiei numarul g =—*1, %0, vi.
a

Sirul termenilor progresiei geometrice se noteaza:

,8,--, 8, SA

ECYRY
-

Termenul general al progresiei geometrice este: a, =ag

intr-o progresie geometrica avand tofi termenii pozitivi, fiecare termen este media
geometrica a vecinilor sai egal departati:

Vi 0 <i S 0K <18 3B = 8% < B 4Biag = & dacd 8 >0,vieN.
Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice se obtine dupa formula:

31(q i)
q-

Sy = pentru ¢ =1.

Observatie: In rezolvarea problemelor esle util sa se scrie:
3 termeni consecutivi ai progresiei sub forma: ¢7la,; a,; qa,; .
» 4 termeni consecutivi ai progresiei sub forma: ¢~a,; ¢”'a,; qa,; 9°a.;
" 5 termeni consecutivi sub forma: q72a,; q”'a,; a; ga,: g°a,.

Exemple:

1. Fie by=47",¢ =4. S4 se calculeze by.
Solutie: Pehtru n =10 avem by =b;-q° =47"-4% = 4%,
3 Seda b, =-54,b;, =1458, 34 se calculeze by,q.

Solutie:
by =by-q° —54=b,-q°
4 =by-d < b :-@=q =¢*=-27=q="3=b =
by =b-q®  |1458=b,-0° 54
4. Se dau relatile b5 — b, =80 si by - b, =24. Sa se calculeze b,q.
1
by-q* - by =80 biq* -1)=80 2 =3 -
Solutie:{‘q3 ! a{«qz ) =M=E:{% sil%=3
bi-q®-b-q=24 " |bglg’-H=24 ¢ b=1 "y - 81

3.5. Probabilitati

Probabilitatea s3 se intdmple un eveniment se calculeaza dupa formula:
p= numdr de cazuri convenabile (favorabile)
numérul total de cazuri :

Exemplu: Determinati probabmtatea ca, alegand un numar |nlre 1 §i 20, acesta sa fie
divizibil cu 3.

Solutie: Tritre 1 §i 20 sunt 6 mullipli de 3, deci existd 6 cazuri convenabile i 20 de ca-
. " 6
ri in total, adicd P=_—=
zuri n i 25
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4.1. Defil
Fie F(N,C)={f: N> C|f(k)=a,}, unde (&), este un sir de numere complexe,
Dintre aceste siruri se aleg cele care au termenii nuli, cu exceptia unui numar finit dintre
ei. Se noteazd P={a,ay...,a,0..,0|8 «C a,=0}, iar elementul nenul de rang

maxim a, se numeste coeficient dominant.
Se identificd (a,0....0)=a<R s§i se numeste nedeterminati pe C elementul

it
(0.10,...0) = X. Corespunzator, (0,0,10,...,0)= X2 (0,0,0,40,...0)= X* etc. Atunci se

poate defini polinomul f cu coeficienti complecsi in nedeterminata X elementul
f=(ag,a,....8,,0,...,0) scris sub forma canonica:

f=ay+aX+a,X+..+8,X" = Zakx", unde se convine ca X° =1,
k=0
Definifie: Se numeste grad al polinomului f =0 §i se noteazi grad (f) cel mai mare
numér natural n cu proprietatea a, # 0. Daca f =0= grad(f) = ~w. Numim &, terme-
nul liber i a, coeficientul dominant al polinomulul f.

Daca grad (f) = 0, atunci f se numeste polinom constant nenul.
Exemplu: Determinati gradele urmatoarelor polinoame:

1. £=5xB 42X = grad (f)=2;
2. f=7=grad(f)=0;
3 F=(m* =)X® +(m? -3m+2)X? 4 (m-1)X +3m.
Caz1: m?-1% 0 m=+1= grad (f)=3.
Caz2Z: m=1=f=0-X>+0-X240-X+3.1=3= grad (f}=0.
Caz3: m=-1=f=0-X*+6X?-2X-3= grad(f)=2.
Proprietafi ale gradului unui polinom:
grad (f + g) < max(grad (f),grad (¢))
+ fgeClX]=> {
grad(f -g)=grad(f) + grad (g)
0+ k=0, Vk &N §i (~0)+ (=0} = o,
Notatii: C[X]}= polinoame cu coeficienti complecsi $i nedeterminata X;
R[X] = polinoame cu coeficienti reali §i nedeterminata X;
Q[X]= polinoame cu coeficienti rationali $i nedeterminata X;
Z[X]= polinoame cu coeficienti intregi §i nedeterminata X.

» admitand ca

4.2, Proprietati
Fie f,geClX], f=a,X"+..+aX+a3, g=b,X"+. . +bX+by,

« f=gom=n gia=bVviz in (doua polinoame sunt egale, daca au acelasi

grad si coeficientii termenilor care 1 contin pe X Ia aceeasi putere sunt egali). Un
polinom cu toti coeficientii nuli se numeste identic nul.
Exemplu: Gasiti parametrii reali a, b, ¢ astfel incét polinoamele f§i g s& fie egale.

f=2aX2+(3b-a)X+(a-b+c) g=6X*+3X+5.
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X*112a-~6 a=3
Solufie: f=g< X':[{3b-a=3 = {b=2.
X°{la-b+c=5 c=4

o Farg=(ay+by)+(a+b)X +(a, +b,)X? +... (adunarea polinoamelor se face

adunand intre i termenii asemenea).
o fog=agby +(ayby +aby)X +... (inmultirea & doud polinoame se face inmulting

fiecare termen din primul palinom cu fiecare termen din al doilea si grupand apoi
termenii asemenea).

Exemplu: S& se calculeze f+g si f-g pentru F=1+ X+ X% g=1-X.
Sofufie: £+g=(X?+ X+ +(1-X)= X2 +(X= X)+(1+ 1= X2+ 2.
Fg= (X2 X=X +D=-X° - XP - X+ X2+ X +1=-X3 +1=1- X7,

4.3.Valoarea unui polinom. Funcgla polinomiala. Radacini
ale unui polinom

Definitie: Dacd f=a,X"+..+aX+8,fcCIX] §i xeC ales arbitrar, atunci definim
valoarea polinomuluifin x. f(x)=a, X" +..+8 x+a,. .
Proprietafi:

o F+gN)=f(x)+g(x), Vxe Ci

« (F-g)x)=f(x)-g{x), ¥xeC;

+ dacid fcR[X]> I(;):Tz) (unde z = conjugatul numarului complex z si

#(z) = conjugatul tui ()

» dacd feQ[X) si abeQ cu Vb eR\Q, atunci Fat/b)=A2BJE ABeQ
Definifie: Functia f:D — C,D < C -pentru care existd polinomul P eC[X] astfel incat
P(x)=f(x),¥x e D se numeste funcfie polinomiala.

Exemplu: f=1-2X +3X2 -4X° = f(1)=1-2.143.F —4.® =2,
Definifie: Numarul x, e C este o rdddcina a polinomului f, daca f(x,)=0, adica dac
valoarea functiei polinomiale in x, este zero.
Exemplu: Fie f e Z[X], = X* —2X +1. Functia polinomiala asociats este:
F:CC f(X)=x2-2x+1.
f(xg) =0 xp =1. Deci x; =1 este radacinad 4 polinomului £,

4.4.imp5r;irea polinoamelor

a. Teorema impartirii cu rest a polinoamelor
Fie f.g e C[X], g #0. Atunci exista i sunt unice doud polinoame g,r € C[X] astfel
inclt f=g-q+r, grad(r)<grad(g). Polinomul f se numeste defmpdrtit, polinomul g

este impartitorul, polinomul g este catul, iar polinomul r se numegte restu/ impdrtirii.
Daca r=0(f =g-q) spunem c& polinomul f se divide cu polinomul g (f este multiplu de

polinomul g sau g este divizor pentru polinomul #).
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fig (f se divide pring)
g|f (g dividepef).
Pentru impartirea efectiva a polinoamelor se folosegte urmatorul algoritm:

Notatii: {

Pasul 1: Se scriu polinoamele f §i g in ordinea descrescatoare a puterilor
nedeteminatel X, Polinornul de grad mai mare { f} va fi fmparit la polinomul de grad
mai mic ( g } si de aceea se recomandé sa se lase spatiu fiber pentru puterile lipsa ale
Iui X (intre termenul de grad maxim si termenu! liber).

Pasuf 2: Se imparte primul termen al ui fia primul termen af lui g.

Pasul 3: Se inmulfeste rezultatul obtinut cu Impdrtitorul si apoi se scade acest produs
din defmpariit (mai simplu, acest produs se trece cu semn schimbat sub deimpartit si
se aduna termen cu termen). Asa se obtine primul rest.

Pasul 4: Se verifica daca gradul restului oblinut anterior este strict mai mic decat gradul
impartitorului (g ):

- daca da, acesta va fi restul final;

— daca nu, se trece la pasul 5.

Pasui 5: Se reiau pagii 2, 3 $i 4 pentru restul obtinut.

Exemplu:
+0- X4 17X - X2+0- X +3) -6X+2
e e o L
-6X5 +12X* —4x3 2X° +4X2 4 X1
catul

21X - X%+0. X +3
—12X*+24X% -8x? .

! ~8X+5=restul

b. Metoda identificdrii coeficientilor
Pentru identificarea coeficientilor:

~ se va folosi teorema imparirii cu rest;

— gradul catului va fi grad (q)=grad {(f}-grad(g});

— gradul restului va fi cel muit egal cu grad (g)—1.

Se poate.scrie f=g-g+r, Iniocuind f §i g cu ceea ce se da §i g i r cu polinoame
cu coeficienti literali (nedeterminati). Se fac toate calculele, se aduc polinoamele la forrra

canonicd, dupd care se trece la identificarea §i egalizarea coeficientilor termenilor
asemenea. Pentru aflarea coeficientilor literali se rezolva sistemui de ecuatii rezultat.

Exemplu: 4 se efectueze imparirea fui f =6X%-7X2+3X +2 la g=2X2-3X +2.
grad(9)=3-2=1=g=aX+b;

Solutie: Din teorema impériirii cu rest se obtine:
4 P " {grad(r)<2=r =cX +d.

=6X° -TX2 43X +2=(2X% ~3X +2)(aX + b)+(cX +d) &
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6X3 —7X?+3X +2=2aX> -3aX?+2aX + 2bX2 -3bX +2b+cX +d =
6X° ~7TX2 43X +2=2aX% + X*(2b-3a)+ X(2a-3b+c)+(2b+d) &

x*{(6=2a a=3

X% ||-7=2b-3a b=1 :{q=3X+1
x':||3=2a-3b+c c=0 r=0
x0{(2=2b+d d=0

Deci, polinomul f se divide cu g.

c. Schema lui Horner' .
Se foloseste pentru impértirea la un polinom de forma X -a,aeC.
FEtape:
Pasul 1: Se trec Tn ordine, in prima linie dintr-un tabel, puterile descrescatoare ale
nedeterminatei X, incepand cu cea mai mare.
Pasul 2: Pe a doua linie se scriu coeficientii corespunzitori fiecarei puteri n
polinormul defmpartit ( 7).
Pasul 3: Pe a treia linie, in fata coeficientilor, se trece valoarea Iui a.
Pasuf 4: Coeficientii care vor urma (af catului) se calculeaza astfel:
— primul coeficient se copiazé dupa cel al deimparitului;
— ceilalti coeficienti se ob{in adunand produsul lui a cu coeficientul anterior la
coeficientul din deimpartit plasat deasupra;
~ ultimul coeficient din aceasta linie va fi restul;
~ ceilali coeficienti sunt coeficienti ai catului.

I b by-y | ] b0 | 8
a | Chi=b, Crp=Cp-8bo| .. [G=cra+hy|r=c,-a+b,

Exemplu: f=X*-3X°-2X?-6X+1 g=X-1=a=1.

xT xX° X X7 X
Coeficientii
deTmpértiu}lui ! -3 -2 -6 !
Valoarea lui 1 11-3= 1 (=2)-2= [ 1.(4)-6= [1-(-10)+1=
a=1 -2 -4 -10 -9
x° X2 X X0 restul

=q=X3-2X?-4X-10 si r=-9.

d. Teorema restului
Restul impartirii unui polinom: f e C[X],f =0 la polinomul g =X -acC[X] este
egal cu valoarea polinomului f pentru x = a, adica r = f{a).
Exemple: S& se calculeze restul Impaitirii polinomului f la polinomul g In cazurile:
1. F=X*-3X°-2X?-6X+1 g=X-1.
Solutie: r=f(=1-3-2-6+1=-9.
2 F=X®-X°4+3X2-8X+2, g=X+1.
Sotufie: r=f(~1)=(=1)° =(~1)° +3-(=1) -6-(-1)+2=7.
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e. Teorema lui Bézout

Polinomu! feC[X],f=#0 se divide prin g=X-aecC[X], dacad si numai daca
f(a)=0 (a este radacina a polinomului f).
Definitie: Dac4 polinomul f e C[X],f =0 se divide prin (Xfa)p, dar nu se divide prin -
(X~ a)‘m, atunci se spune ¢ a este o radacing multipla de ordin p.
Exemplu: f=X*-X*-3X2+5X -2, g=X-1

X* X3 X2 X' X°

1 -1 -3 5 -2
1 1 0 -3 2 0 =(X-1N)If
1 1 1 -2 0 =(X-17|f
1 1 2 0 = (X-1°If
1 1 3 : =>(x-)'fr

Degi; ordinul de multiplicitate pentru radécina 1 este 3.
f. Divizibilitatea polinoamelor

o Teorema fundamentald a algebrei (Gauss-D’Alembert}

Orice polinom cu coeficienti complecsi de grad mai mare sau egal cu unu are cel
putin o radacing in C. Sunt polinoame ireductibile urmétoarele:

- feC[X]: dacaf=aX+b; abeC, a=0 saufeste polinom constant;
f=aX+h abeR a=0 sau

~ feR{X]: dach 2 .2
f=aX*+bX+c, abceR a=0 b -4ac<0.

o Proprietiti ale relatiei de divizibilitate in C[X]

s Teorema de descompunere in factori ireductibif

Fie f e C[X] (sau f e R[X]). Atunci f se poate scrie (in mod unic, mai putin ordinea
factorilor), ca un produs finit de polinoame ireductibile din C[X] (respectiv R[X]).
Exemplu: feC[X], f=8,X"+a,,X""+. . +aX+a
F=ay (X —x XX = Xp}-...o{X = X}, unde x;, X5,..., X, € C sunt raddacinile polinomutui £.

Observatii:

— Singurele polinoame ireductibile peste € sunt cele de gradul 1.

— Un polinom de grad n are n rad3cini complexe.

— Dac# un polinom de grad n are 1 + 1 radacini distincte, atunci el este polinom nul.

— Dac3 un polinom ia valoarea « in n + 1 numere distincte, atunci f= a.

— Oricare doua polinoame din C[X] au un cef mai mare divizor comun care se poate
obtine din algoritmul tui Euclid (adaptare a algoritmului cu acelasi nume de la
numere).

— Cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) a doua polinoame este unic pané la un
factor nenul.

Exemplu: S& se afle c.m.m.d.c. pentru polinoamele 7 i g, daca:

FeX®4e XP-2X2-4X +4 g=X3+Xt+X-3.
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Solutie: Tmpériim pelinomul f fa polinomul g.

Xte X3 -2X2_4X+4x3 . x2 L x_3
-X4-xP-x? 43X X

/1 -3X%-X+4
Restut obtinut e diferit de 0, deci mai este necesara o Impartire. Pentru a evita coe-
ficientii fractionari vom fnmulti mai intai polinomut g cu 3.

2
3X34+3X243x 93X+ X4

3X° X2+ 4X x+2
N Deimpéirtitul noii impartiri devine:
f2X%+ TX -9 £=3X% +3X? +3X -9, iar impartitorut
2 8
_2)(2,5)(+§ g =3X%+ X -4.

19 19
Zx-=2
3 3

Din nou un rest diferit de 0, aga ca il vom inmulti cu % pentru evitarea coefici-

entilor fractii in urmatoarea impartire.
XX -4 x-1

-3X%+3x [3X+4 Deimparitul acestei impartiri devine:
| ax-4 f, =3X? + X ~ 4, iar impartitorul ei
—4X+4 g2=X-1.
I

De data aceasta, restul este zero. Conform algoritmului, c.m.m.d.c. este ultimul rest
nenul obtinut, adicd X -1.

« Polinoame cu coélicienti reali R[X]

Fie feR[X], f=0. Dacd x;=a+bi(abeR, b=0) este o radicind complexa a
polfnom_ului f, atunci:

Y X, =a-bi este, de asemenea, radacina complex a lui f;

v X §i % auacelasi ordin de multiplicitate.
Exemplu: Fie polinomul f=X*-3X%- X2+9X -18. S& se descompuna polinomul,
stiind c& admite radacina x, =1+ iv2.
Solutie: xo =1-i2 este 5i el radacing a lui f, deci polinomul f se va divide cu

(X = (14 INZ)X = (1= 2)) = (X =12 = (iJE)2 =X%-2X+3. Dupa ce se efectueaza

impartirea oblinem £ =(X>-2X+3)(X?- X -6). Polinomul cat g=X2-X-6 are
radacinile x, = -2 §i x, = 3. Deci radacinile lui fsunt 1+ iv2, 1-iv2,-2,3.
Consecinte:
- Orice polinom cu coeficientj reali are un numar par de radacini complexe cate
doué conjugate, care nu sunt reale.
- -Orice polinom cu coeficienti reali si de grad impar are cel putin o radacing reals.
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Teoremd: Un polinom cu coeficienti reali se poate scrie ca produs de polincame
ireductibile peste R (avand gradul cel mult 2).

= Caracterizarea radacinilor muitiple ale polinoamelor cu coeficienti reali
Pentru feR[X], numarul acR este multipld de ordin k, adica f}(x—a)k §i
i1(x-a)", daca i numai daca f(a)=f'(a)=f"a)=...=F*Na)=0 si rYa)«0;

unde f*)(a) reprezinta derivata' de ordin k a functiei f, calculata in punctul a.

« Polinoame cu coeficienti rationali Q{X]

Fie f e Q[X] si a+Vb (abeQ b>0,b ¢ Q) o radacing a lui £, Atunci:

v a-+b este de asemenea radicind a lui £

v cele dou radacini au acelasi ordin de multiplicitate.
Exemplu: Sa se descompuna polinomul f = X* -4X? + X2 +6X +2, stiind c& admite
radacina 142,
Solutie: Avem si radécina 1472, deci Fi{X —(1-V2){X —(1++2)). De aici se poate
scrie f=(X?-2X -1)(X?-2X-2). Polinomul cat g=X?-2X-2 are radacinile
14413 §i 1-+/3, deci descompunerea sa este:

£= (X = (1= V2)UX ~ (12X ~ (1= VBN X = (1+3)).

« Polinoame cu coeficienti intregi Z[X]

Fie polinomul f =a, X" +a,,,1>("" +...+8X +a,cZ[X]. Dacd a= 4 (p.gqeZ, q=#0,
q

(p.q)=1) este o radacina rationald a lui f, atunci:

v play {termenul liber); .

v qla, (coeficientul termenului dominant).

in cazul particular g=1,a=p este o radacina intreags dac este divizor al terme~
nului fiber.

Exemplu: Gasiti radacinile polinomului f = X* —2X% —-5X? +8X + 4.
Solutie: Cautam radacinile intregi printre divizorii lui 4:{£1,+2,+ 4},
f1)=6; F(~1)=-6, F(2)=0;, F(-2)=0; f(4)=84; F(-4)=276.
Deci, 2 i - 2 sunt radécini = f se divide cu (X —2)(X +2) = X% —4. Dupa impartire
seriem = (X2 —4)(X? - 2X —1). Celelalte doud radécini sunt 1-2 si 1+ 2.
» Relatii intre rdddcini si coeficienti (formulele lui Viéte)
Fie f=a,X"+8,,X""+..+aX+a, a,#0 un polinom de gradul n i X, X,,

X3, X, € C radécinile sale. Atunci au loc egalitalite de mai jos, care se numesc
formulele (relaiile) lui Viéte.




	[image: image34.png]38 Sinteze teoretice gi algoritmi de rezolvare

Aceste relatii se folosesc mereu
atunci cénd apar probleme cu rdda-
cinile unui polinom, fira a implica rezol-

- ' varea ecuatie atagate acestuia.

02 = XiXg + X ¥t XX Pentru egalitatile polinomiale aso-
a ciate, ele poartd numele de refatii intre
122 padicind §i coeficienti,

Y= Xy + XgH ek Xy =21

Oy = XyXpXg + XyXgXg + et Xp_ Xy 4Xy =

B Reciproc, un polinom cu rédécinile
& X1, Xz, ... X, @re forma:
Op=XyXg ot Xy = (=1)" - 22
n = XiXz o =(-1) Py X7 =6, X" 46, XM2 44 (=110,

Exemple:
1. Fie polinomul f= X3 -10X? +29X -20. Sa se determine radacinile x;, Xy, X5
ale ui £, gtiind c& x,+ X, = x5,
Xy + Xy + X3 =10
Solufie: Scriem relatiile lui Viéte: §xx, + x5 + XpXy =29.
XyXaX3 =20
Din x;+ X, = X3 §i prima relatie 2x, =10 & X3 =5 = Xyx, = 4; inlocuim in a doua relatie
X +X=4 " "
care are salutile x, =1 §i x, =4.

si obfinem x, + x, =5. Formdm sis(emul:{
Xy Xp =

3 3 3
2. Pentru ecuatia x° +2x*+3x+4=0 sa se calculeze > x> x%, 3 x! (unde
i=1 i=1

X1, X, X3 Sunt radacinile ecuatiei).
’ Xy +Xp+ Xy =2
Solufie: Scriem relatiile intre rédscini §i coeficienti: { XX, + XyX3 + XoX3 =3
XyXoXy = —4

Sxt=xi4xGxd =(x1+x2+x3)2 —2(x%p + XXy + x2x3)=(—2)2—2‘3=—24

x3 +x3 +x3. Scriem relatiile care atestd faptul ci x,,X,,x; sunt radacini ale

R +2x2+3%,+4=0
ecuatiel: X3 +2x2 +3x,+4 =0
G +2x3 +3x,+4=0

(xf+xg+x§)+2(x,2+x§+x§)+3(x‘+x2+x3)+12=0=>x13+x§+x§=

Pentru a calcuta x;' + x§ + x3 vom Inmulti relatiile anterioare cu x,,x,, respectiv, x;
$i apoi le adundm membru cu membru.

B+ 2 +3x+4=0 |x X +2x3 +3x¢ +4x, =0

K428 +3%,+4=0 x> {5 +2x3 +3x +4x, = 0= R

B2 430,440 |x, | X3+2x3+8xF+4x,=0
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(xf+x;+x;)+2(x13+x§+x§)+3(xf+x§+x§)+4(x1+xz+x3)=0
XX e xd=—4-(-2)-3(-2)-2-(-2)=18.

Observatie: Procedeul este acelasi pentru calculul sumei S, =x§ + X5 +xj,
vneN,nz3. Pentry aflarea ei este insa necesar calculul tuturor sumelor precedente
. de acelasi tip.
3. Fle ecuatia x® - x2+7x+1=0. 84 se determine ecualia care are ca radacini
inversele radacinilor ecuatiel date.
Solutie: Dach Xq,X,, X, sunt radacinile ecuatiei de mai sus, Notam cu y,,y,,y; rddd-

- . " 1 1 " . <
cinile ecualiei cerute. Deci, y, =Xl. Yo =, y3=—. Construim relatiile intre rada-
X, X:
4 2 3
. _— 11 1 %X+ XX3 + XX,
cini gi coeficienti: y1+y2+y3=_+_+__:___2 ST T e
. A Xy X, X3 XyXpXy

Vi Vi¥s + Yo¥s = 1 . 1 . 1 _ X+t Xp+Xy
V2TIVSTIV T ke Xks KoXs | XeXaXy

Prin urmare, ecuatia de gradul 3 care are ca radacini yy, 3, y3 este:

Y +Ty oy +1=0.
* Inele de polinoame
Fie f,geC[X]l, f=a,X"+a,,X""+..+aX+ap,aecCneN g
g=byX" +b, X™ 4+ by X + by, by e C, m e N. Definim urmétoarele operatji:

- adunarea: f+g=(a, +bﬂ)+(a1-v-b1))(+(a2+b2)X2 +..

— inmultirea: f-g = ab, +{aghy + aBp) X +... +( > a,b,JX“ .

ixjek
Proprietati:
« operaia de adunare:
— este asociativa: vigheCXI=(f+g)+h=Ff+{g+h);
— are element neutru: polinomul nul 0;
— este simefrizabila: vfeC[X] 3I-feC(X]
-~ este comutativa: vi,geClX|=>f+g=g+f;

+ operatia de Inmultire:
— este asociativa: vf,gheC[X]= (f-g)-h=f-(g-h)
— are element neutru: polinomul constant 1;
— este comutativé: vf,geCX]=f-g=g-f;
« operatia de inmuttire este distributiva fatd de adunare:
vi,gheClX]=>f-(g+h)=Ff-g+f-h
Toate aceste proprieta{i aratd ca& C[X], impreund cu operatile de adunare si
inmultire, formeazd o structurd de inel comutativ, numit ine! de pofinoame cu
coeficienti complecgi.
In mod analog se pot defini structuri de inel comutativ pentru Z[X], Q{X], R[X].
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Dacd E(X)} si F(X)sunt expresii algebrice, atunci E(x)=F(x);xeDcC:D#Q
se numeste ecuatie. D se numeste domeniul de existentd a ecuatiei, £(x) $i F(x)
se numesc membrii ecuatiei. Dac existd a e D astfel incat E(a)=F(a), o se numeste
solutie sau raddcind a ecuatiei. Multimea tuturor solutiilor unei ecuatii se noteaza S.

Doua ecuatii cu multimile solutiilor egale se numesc ecuatii echivalente.
Dacad E(x)=0;xeDgc C:D#Q este o ecuatie, o functie f:D — C,f(x)=E(x) se

numeste funcfie atasatd ecuatiei.
Prin adunarea sau Inmultirea ambilor membri ai unei ecuatii cu o expresie algebrica
nenuld se oblin ecualfi echivalente'.

5.1. Ecuatii algebrice

a N
Definitii: Se numeste ecuafie algebricd o ecuatie de forma Za,x’ =0, unde

tl p—
P(X)=aX' «C[X] este un polinom de gradul n. Numerele a, (/=0,n) se numesc

coeficientii ecuatiei. Polinomul P(X) se numeste polinom atasat ecuatiei.

Atunci, determinarea solutiilor unei ecuatii inseamna determinarea zerourilor (r&dacini-
lor) functiei atagate (determinarea punctelor de intersectie ale graficului functiei atagate
cu axa Ox).

a. Ecuatii liniare
« Ecuatii liniare cu o necunoscuti
Definitie: O ecuatie de forma ax+b =0, unde a,beR §i a=0 se numeste ecuatie de

gradul 1 (liniard) cu o necunoscuta.

Denumirea de ecuatie liniard provine din faptul ca solutia sa reprezintd, din punct de
vedere geometric, abscisa punctului de intersectie al dreptei ax + b = 0 cu axa Ox.
Cazuri posibile:

xeD;az0 xeD; a=0sib=0 xeD;a=05ibz0
s:(—gmn ) s-o
Ecuatia are cel muit o solutie Ecuatlasglijeﬁicard(D) Ecuatia nu are solutii
Dreaptay =ax+b Dreapta y = ax + b este Dreaptay =ax+h
intersecteaza axa Ox axa Ox oste paraleld cu axa Ox

Exemple: 53 se rezolve urmatoarele ecuatii:
1. 2x+5=0. Solufie: D= R; x=-2,5; $={-2,5} | D={-2,5}.
1 1
o= Solutie: D=R\{~11};
CTE Solutie. RV~
X=-1+2=0¢ x+1=0. Ecuatia nu are solutji.
3 4x-1)=4x-4x>0. Solufie: D=R,;0x-0=0=>S=R,.

2.
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4. 4x+2=3(x+1);x e Z. Solufie: x=1=>8={1}

5 2x+5=0xcZ Solufie: D=Z,x=—geZ:'S=®.

+ Rezolvarea problemelor cu ajutorul ecuatiifor

Etape:
1 Stabilirea datelor cunoscute i a celor necunoscute din problema.
2 Notarea unei date (valori) necunoscute cu x ( sau cu alta literd) si exprimarea
celorlalte date necunoscute (daca existd) in functie de x.
3 Scrierea unei ecuatii cu necunoscuta x, folosind datele problemei.
4 Rezolvarea ecuatiei.
5 Verificarea solutiei.
Formularea concluziei.

@

Exempiu: Un casier pliteste suma de 265 lei in bancnote de 5 si de 10 lei. $tiind c8 in
total au fost 36 bancnote, aflati numarul de bancnote din fiecare fel.

Solutie:

1,2 Notam cu x numaru! de bancnote de 5 lei.

Numarul bancnotelor de 10 lei este 36 — x .

Scriem ecuatia: x-5-+(36 - x)-10=265.

5x+360-10x =265 = 5x =-95=> x =19,

19-5+17-10=95+170=265.

Deci sunt 19 bancnote de 5 lei §i 36 — 19 =17 bancnote de 10 lei,

da s W

o Ecuatii de gradul 1 cu doud sau mai multe necunoscute

n
O ecuatie de forma

ax, =0, se numeste ecuatie de gradul 1 cu n necunos-

=
cute. Coeficientit s&i pot fi din oricare din multimile numerice cunoscute. De obicei, o

astfel de ecuatie nu are solutie unica. Daca se cautd solutii intregi pentru o astfe! de
ecualie, ea se va numi ecuatie diofantics.

+  Ecuatil diofantice’ de gradul 1 cu doud necunoscute

Pentru n = 2, ecuatia este de forma ax + by + ¢ = 0 §i se numeste ecuatie de
gradul 1 cu doud necunoscute. '
Observatie: Geometric, multimea solutiilor ecuatiei de gradul 1 cu doud necunoscute
este o dreapta in planul real cu ecuatia ax + by + ¢ =0.

n cazul in care se cautd solutii intregi ale unei ecuatii de acest gen, ecuatia se
numeste diofantics.

Exemplu: S8 se rezolve in R i Z ecuatia 3x—2y—1=0.
Sofufie: Punénd y = ., obtinem x = 2"3” =85= c(z"; 1 ;x]|x <R},

Pentru gasirea solutiiior ntregi punem conditia:

24 peaj@neh) sa=Klkez

Cumsi AeZoke{+1,£3,£5,..}, deci S = {(k,%)u ek impar},
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o Ecuatii parametrice de gradul 1 cu o necunoscutd
Discutarea existentei radacinilor se face in raport cu valorile parametrului.
Exemphu: S8 se rezolve ecuatia m?x 1= x+m,meR.
Solutie: m?x —1=x+m & mx-x=m+1e x(m* -t)=m+1.
m+1 1

mo1 m-1

Cazul2: m=1=>x-0=2=>xe@.
Cazul3: m=-1=x0=0=xeR.

Cazul 1: m? -1#0 & m= 1= x=

b. Ecuafii de gradul 2 cu o necunoscutd

Definifie: O ecualie de forma ax?+bx+c=0iabceCaz0xeD se ’ numesgte
ecuatie de gradul 2 cu o necunoscuta.

* Rezolvarea ecuatlei de gradul 2

p2 2
ax2+bx+c=0®xz+£x+£=0®x2+2-£x+b—2—b—2+5=0¢>
a a 2a 43 4a° a
2 g
[x+i) —#:0. Se noteazd A =b%-4ac. DacaA =0, putem scrie:
2a 4a
2 42 2 2
x+-b— —b—%2=0c>(x+i] - ﬂ =0 x+i+£ X+£A£ =0,
2a 4a 2a 2a 2a 2a 2a 2a
Se obtin cele doua solufii ale ecuatiei: x,, = _bzia‘/z ;A=b%-4ac. Seobserva ci: '
A>0 A=0 A<0

X eRX =X, | X XpeRX=X | ZJA=> x,x,eR

Observalii
— Solutiile ecuatiei de gradul 2, ax®+bx+¢ =0, sunt abscisele punctetor in care
functia atagats, f: R — R, f(x) = ax® + bx + ¢, intersecteazs axa Ox.
— Ecuatia de gradul 2 poate avea:
¥ doud solutii, daca: A20; x,X €D = S ={x, X%}
¥ o solutie, daca: A20; xeD; x, 2D = S={x};
¥ o solutie dubia A=0=> X=X, €D
¥ nicio solutie, dacs: A <0 sau A20; X, X, ¢D=S=0.
— Dac3 b este par, poate fi folosits formula pe jumatate*:

-bJa
=

X2 = A'=b?—ac, unde b=2b"

o Relafii intre solutiile si coeficientii ecuatiel de gradul 2 (relatlile lui Viéte)
Daca x;, X, sunt soluliile ecuatiei de gradul 2: ax?+ bx +¢ =0, notdm suma radaci-
nilor ecuatiei cu S =x,+x, = —3 i produsul lor cut P = x;x, = g - Putem rescrie ecuatia

sub forma: x2 - Sx +P =0,
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Formulele ne permit s3 determinam coeficientii unei ecuatii de gradul 2 atunci cand
i se cunosc solutiile: x* — (X, + X)X + Xp; = 0.

Atunci cand cunoastem o solutie a unei ecuatii de gradul 2, relatiile lui Viéte ne per-
mit aflarea celeilalte.
Exemple:

1. Se considerd ecuatia X -7x+8=0. Scriefi relatiile dintre radécini i coeficienti.
Solutie: Fie x; §i x, radacinile ecuatiei. Coeficientii sunt: a=1, b=-7,¢c=9 i atunci
retatjile vor fi:

2. Scriefi ecuatia care are drept radacint x; =1 §i x; =2.

Solufie: S=x1+ X, =3, P=X;:X,=2 deci ecuatia corespunzatoare este: x> —3x +2=0.
3. Fie x §i x, radacinile ecuafiei x2—-7x+9=0. F&ra a rezolva ecuatia, s3 se
. 1.1
calculeze expresia £ =—+—,
X Xy

X))
NI _xpra

Solutie: E =
X1 Xz XXy

« Discutareanaturii radécinilor ecuatiilor de gradul 2

Discutarea unei ecuati de gradul 2 se face, in cazul general, dupa
A=b?—dac; P=<; S=—£.
a a

Exempiu: S3 se discute, in functie de parametrul m R, tipul rddacinilor reale ale ecuatiei:
2m(m + Nx% +(m? + Nx+m-m? =0, meR\{-10},

Solutie: Calculdm A, P, S si studiem intervalele lor de monotonie:

A=(m? + 12 + 8(m? + m)(m? - m)=9m* —6m? +1=@m? - 1.

B V3

m [ - —_— -— +ao

3 3
A |+ + 0 + 0 + +

Daca A > 0, ecuatia are radicini reale distincte; dacd A = 0, ecuatia are radacini
reale egale; daci A < 0, ecualia nu are radécini reale.

m_ |~ -1 0 1 w
( 1 4 {(1-m) + + o+ o+ + 0 - -

m(m - -m
S—o——== 2m+1)) | - - 0 0+ o+ + o+ o+ o+
2m(im+1) 2(m+1) 5 T w T e E—

Daca P > 0, rad&cinile ecuatiei au acelasi semn; dac P = 0, cel putin o radacing a
ecuatiei este nuld; daca P < 0, radacinile ecuatiei au semne contrare.

2
m+1 | o -1 ) +o

== m
2m(m+1) 5| - = [ + | — = —
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Daca S > 0, ambele radacini sunt pozitive sau cea mai mare in modui este cea
pozitivd; dacd S = 0, radacinile sunt opuse; daca S < 0, ambele radacini sunt negative
sau cea mai mare in modul este cea negativa.

Solutiile ecuatiei date sunt:

2 2 _
"+ N2 @M1 b i rezult: x=2 L3 Xy ==
4m(m +1) 2m

Xyp = X
2 m+1

Formam un tabel care sa contina valorile semnificative pentru A, P, S:

m A P S | Discutie
me(-wo,—1) + - — | X2 eR; X >0,x5<0, %< %, |
-1 Ecuatia devine de gradul 1:
m=- . P | 2x-2=0ox=1.
me[—t—f] + + + 1 X e Ry >0,%>0.
m:_ﬂ 0 + + | X2eRix =% >0
3
me[_g,o) + + + | X eR;x>0,%,>0.
m=0 | {_ | Ecuatia devine de gradul 1: x =0.
me og] + + ~ | %2R X <0, <0.
m=§ 0 + - | XpeRix =x,<0.
me[g.q + + — | X2€Rix<0,x,<0.
m=1 + 0 - | X2eRix=0,x<0.
m e (1,+0) + - = | X2€RiX>0,% <0, <[ X, |.

€. Ecuatii reductibile la ecuatii de gradul 2

s Ecuafii bipétrate '
Definifii: Se numeste ecuafie bipdtratdi o ecuatie polinomiald de forma
ax*+bx?+c=0 cu abceRia=0 xeD. Facand substitutia t = x? se obtine ecuatia
at? +bt+c=0 {rezolvanta ecuatiei bipitrate) ale carei solutii sunt t,, de unde

obtinem solutiile ecuatiei date: x,; = £ffy; X34 =Ty, In cazul in care f,,20. Daci

unul sau ambii coeficienti b, ¢ sunt nuli, ecuatia este bipdtrati de formd redusd
(degeneratd). O ecuatie bip&trata poate avea patiu, doua sau nicio solutie reala.

Exemplu: S& se rezolve si s se discute ecuatia x* ~28x% +192=0.
Solutie: Punand ¢ = X2, obtinem rezolvanta: t%-28t+192=0 ale carei solutii sunt
t;=12, t, =16. Obtinem x,, = £243; x,, =24.
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De reguid, rezolvarea ecualiet nu pune probleme. Mai importanta este discutia so-
lutiilor acesteia, dupa cum valorile obtinute pentru ¢, f, sunt pozitive sau negative.

« Affarea solutillor comune a doud ecuatii de gradul 2 cu 0 necunoscuti

Fie ax? +bx+¢=0;8#0 i a,x% +byx+C, =0, # 0 doud ecuatii de gradul 2
cu o necunoscutd, cu coeficienti din Z, Q, R sau €. Prin eliminarea lui x Intre
acestea, se obtine conditia ca ecuatiile sa ‘aiba cef pufin o solufie comund:

(@b, - biasbs ~0ips) ~ (a2 — 0 =0

- I a0, — O3,
si solufia comuna este calculata dupa formula x = _Z2E27 212 cu ab, - b, # 0.

. aby by
Pentru ca ecuatiile s& aiba ambele solutii comune, coeficientii lor trebuie sa fie pro-
L& b _c
portionali; —+=—t=-1.
3 b oo

Exemplu: 54 se determine m e R, stiind c& urmétoarele ecuatii admit cel putin o solutie
comuna in R: (m%)xZ +(m+2x=3m=0; (m+1)x24(m+2)x+m=0,

Solutie: Trebuie determinate m si x din sistemul format de cele doua ecuatii. Adundm
membru cu membru cele doud ecuatii §i obtinem sistemul echivalent:
{(m—1)xz+(m+2)x—3m=0a{m(xz—ﬂ:o -
(m+ N -(m+2)x+m=0 (m+pE—(m+2x+m=0
= (m; x) € {(0:0),(0:2), (11, (-1 -1}
Atunici, pentru m = 0 ecuatiile au ambele solutii comune; pentru m = 1 au comund

solutia x = 1 gi penitru m = —1 au comuna solutia x = —1.

« Porzitia radécinilor unei ecuafii de gradul 2 fats de un numir real

Fie x,< X, solutile ecuatiei ax +bx+c _0 abceR ax0; b2 -dac20 siaun
numérreal. Daca f R - Rif(x)= ax? + bx + ¢ este functia atagatd, ordonarea este:

—————t

1 Xy<a<Xz | x, @ %, A20; af(a)<0
. e ————
21 Xy <Xy <o | X, o | 820 af(a)>0; —2i<u
a
——— ekt . b
3la<y<x| o X, ¥, |Az0 af(a)>0; riad

Exemplu: S& se determine valorile parametrului m e Z\ {1} astfel incat solutiile ecuatiei
{m— 1)){2 —(m+2)x+3=0 s&satisfaca relatia x( <2< Xp.
Solufie: Suntem in cazul X, <o < X, CUa=2. Atunci:

AS0= (M2 —12(m-1)>0 & (m-47 >0, vmeR\{4}.

af(u)<oa(m-1)t4(m—1)-2(m+2)+3]<o©(m-1)(2m—5)<0ome(1{%).

Deci: me{(Z\{t4HN(L %)ﬂ R < m={2). Pentru aceasta valoare, ecuatia devine

x* —4x+3=0, care are solutile X, =1 x,=3.
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*  Metoda alternativa
Dacé notdm A = b® - 4ac, S = x, + x,, P = X, X,, deosebim urméitoarele cazuri:

1. Se stie pozitia celor doua radacini fats de 0.

A20 A0 A>0
Y %£X%<0<{8<0; v x1<0<x2<:{P<0; Y 0<xX <X 45>0.
P>0 P>0

2. Se stie pozitia celor 2 radacini fata-de a.
Se evalueaza pozitfa fata de 0 pentru x,—a §i X, —a si se foloseste unul din cele

trei cazuri anterioare pentru ecuatia formata inlocuind necunoscuta x cu x — a.
Exemplu: 33 se determine valorile reale ale lui m pentru care radacinile ecuatiei

urmatoare sunt mai mici decat 1: (m+1)x% +2(m+2)x +m+3=0.

Solufie: x;<1=x-1<0 §i X <te x,~-1<0, deci transformam ecuagié datad

inlocuind x cu y = x~1. Daca y,=x -1 §i'y, = X, 1, atunci sunt indeplinite conditiile

din prima situatie a cazului anterior. Cum y =X -1 x = y +1, dup3 nlocuire avem:
(m+ )y + 102 +2m+2)(y + N+ m+3=0e (M+ 1y +(dm+68)y +4m+8=0

Punem conditiile cerute: A =(4m+ 6)? —-4m+1)(4m+8)=4=0vymeR

3
-2 -2 -1
" 2
:~4m+8<0 s _ _ _ 9 . | _
m+1
=4m+8>0 P . o _ _ _ | .
m+1

Din semnul sumei obtinem m < (wo,—%)U(—lw), iar din produs m e (~w,~2)U(~1,),
de unde prin intersectie avem solutia finald: m e (—0,—2)U (-1.).

* Pozitla rddacinilor unei ecuafii de gradul 2 fati de doud numere reale
Fie x<x, soluile ecuafiei ax®+bx+c=0 abceR; a#0 b?~4ac>0 3i

@ < B doud numere reale. Daca f: R -» R; f(x) = ax® + bx + ¢ este functia atagata, avem:

Ha<p<x;<x o« p x, %, |4>0 af(p)>0; —%>B

2| ¥ <X <a<P X X « B A>0;af(u)>0;~%<u

dla<x<h<x | %k B x A>0;a-f(u)>0;a<l(ﬁ)<0;—%>u

4 xy<o<x, <P X @ % B [A>0 af(a)<y; af(ﬁ)>0;~%<13

S| x<a<P<xy | x o b ox [8>0 aflae)<0; af(p)<0

Gla<u<xn<p| o« x, x p A>Qa-f(a)>0;a‘f(ﬁ)>0;a<—%’<ﬁ
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Exemplu: Fie ecuatia x* - 2mx + m—-1=0. Ce valoare ar trebui 5a aiba parametrul m
astfel incat solutiile ecuatiei sa satisfaca relatia 0 < x, <1< x,?
Solufie: Suntem Tn cazul 3 cu « =0 g =1. Atunci punem conditiile:

. A>0a4(mz—m+1)>0=msR;

o a-fla)>0=f(0)>0am-1>0=>m>1;

e aff)<0=)<0o-m<0=m>0;

. 7Zi>0:m>o. in concluzie, m > 1.
a

d. Ecuatii algebrice de grad superior

Solutiile ecuatiilor de gradul 3 si 4 se pot obtine cu ajutorul radlcahlor Formulele de
rezolvare au fost descopente de Ferro (c. 1510) si Tartaglia’ (c. 1530). Ele au fost
publicate de Cardan? in ,,Ars Magna“ (1545) si de aceea acestea poarts in mod eronat
numele de formulele lui Cardan.

Forma generafé a ecuatiei de gradul 3 este: ax® + bx?+ex+d=0,ab,c,deR, a=0.

Tmpartind ambii membri ai ecuatiei prin a se obtine forma normald a ecuatiei

X +n®+sx+t=0,r,51teR. Folosind substitutia x =y —% se obtine forma redusé a

3
L = ZL_s_r_” care are avantajul
27 3

disparitiei termenului de grad 2. Aceastd ecuatie are o solutie de forma: y, =u,+v;,

2 3
—\/;, cu conditia ca termenul de sub

radicalul de ordin 2 sa fie pozitiv. Celelalte doud radacini sunt complex conjugate
Va3 :_542-_\/‘1_7_4\/— Pentru cazul in care termenul de sub radicalul de ordin 2
este negativ se folosesc metode trigonometrice (vezi rezolvarea ecuatiilor binome).
Exemplu: S4 se rezolve ecuatia y® ~ 15y -126=0.

Solutie: Ecuatia este deja In forma reduss, avand p = —15 i ¢ = ~126. Atunci aplicim
formulele ui Cardan:

=63+ 637 -5 +¥63-63? -5 = ¥35+ YT =5+1=6;

5+1 5-1

ecuatiei cubice, y* +py +¢ =0, unde p=s-

y2=»—-é— —2-—-1 3--3+2iV3;
y3=—5—;—1—5—21~1 3 =-3-2i3. '

Existé astfel de formule generale de rezolvare i pentru ecuatile de grad 4, dar ele
sunt foarte complicate si de aceea sunt rar folosite. Ele au fost gasite de Ferrari®, fost
elev §i colaborator al lui Cardan.

Abel' a demonstrat (1824-1826) ca o ecuatie de ordin mai mare ca 4 nu este rezol-
vabila prin radicali decét in cazuri particulare.
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e. Relatii intre radacini si coeficienti (formulele fui Viste')

L] "
Din studierea polinoamelor de o nedeterminata, de forma P(X):Za,)(’ eC{X],
i

P)
deducem pentru ecuatia atagata Za,x’ =0 urmatoarele relatii intre radacinile sale:
i=0

DX =K+ Xy ok X,

D KXy = Ky ek XgXy et Xy Xy =

8,
3 XiXaXy = XiXpXg ot XgXgXy + oot X g XXy = 7;—'3 -

3,
Do XiXg o Xy = XXy Xy + = (1) SR
n

> XXg e Xy g = XX Kyt XXy X,y = (=1L

Xy Xty = (1 22
: a,
Exemplu: Folosind relatiile (ui Vigte, sa se afle solutille ecuatiei 2x® + x? ~13x +6 =0,
stiind ca x; =
Solutie:
X+ X+ X3 =—0,5

ot XX 65 2+ X+ X3 =-0,5 Xy + X3 =-2,5
+ + XyX3 =5,
X’XZX “3 i = 1200 + X3) + XX = 6,5 = 1 2(Xy + X;) + X%y = 6,5
1X2%3 =~
2XyX3 =3 XoX3 =—15
X|=2 243 273

Formam ecuatia in f, avnd S=-2,5 P=-15: 1 +2,5{-15=0¢ 2t2+5t-3=0,
ale carel solutii sunt t, =-3; f, = 0,6. Deci, X, =-3; x,=0,5.

f. Observatii asupra radacinilor unei ecuatii algebrice

* O ecualie de gradul n cu coeficienti din C are n radacini in C, nu neaparat
distincte.

* Pentru ecuatii cu coeficienti intregi, radacinile intregi, daca exists, se gasesc
printre divizorii termenului liber.

+ Tot pantru aceste ecuatii, radacinile rationale, daca exista, sunt de forma 5 i atunci

p este divizor al lui a, (termenul liber), iar ¢ divide a, (coeficientul dominant —
cel &l termenului de grad maxim).
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+ Daca o ecuatie cu coeficienti rafionali admite o radécina irationalé de forma a + ovb,

aboceQ, \/3 ¢ Q atunci admite ca radécina si pe conjugata ei, a— cb.
Consecinta: O ecuatie cu coeficient rationali are un numar par de radécini irationale.
«  Dac o ecuatie cu coeficienti reali admite o radacing complexd a+bi,a beR
atunci admite ca radécina si pe conjugata ei, a — bi.
Consecinte:
~  Numarul radacinilor complexe este par.
" = Dacé un polinom cu coeficienti reali este de grad impar, atunci are cel
putin o radacing reald.
~ Dac un polinom cu coeficienti reali este de grad par si are o radacing
reald, mai are cu siguranta inca o radacin reala.
+ Daca un polinom de grad par cu coeficienti reali are coeficientul termenului
dominant de semn contrar cu termenul liber, atunci are cel putin doua radacini
reale, dintre care una pozitivé si cealaltd negativa.

g. Ecuatii algebrice particulare de grad mai mare ca 2

o Ecuatii reciproce
Definitie: Se numeste ecuafie reciproca o ecuatie P (x) = 0 de grad n > 2 in care coeficientii
termenilor egal departati de capete sunt egali ( a, =a,_, ) sau opusi: a, =-a, .
Daca ecuatia este de grad impar si:
v 8, =8, eaadmite solutia x =-1. Se imparte ecuatia prin x+1.
¥ a, =-a, eaadmite solutia x =1. Se imparte ecuatia prin x - 1.
Tn ambele cazuri se obiine o ecuatie reciprocs de grad par. Fie acest grad egal cu 2m.

Daca ecuatia reciproca rezultatd admite solutia x'= 0, atunci ea admite si solutia i
; x

Pentru a rezolva o astfel de ecuatie o impartim la x™ gi facem substitutia y = x+—)1?.
Astfet, ecuatia initiald devine o ecuatie in y, de gradul 2.
Exemple:

1. S se rezolve ecuatia 3x° +4x% —4x-3=0.
Solutie: Ecuatia este de grad impar, cu coeficient]
Impértim ecualia la x ~ 1 folosind schema lut Homer:
X3 XZ X‘ Xﬁ
3 4 -4 -3
1 3 7 3 0 =x=1

egal depéartati de capete opusi.

713
=

Ecualia rezultatd este: 3x® +7x+3=0=A=13= )y, =

2. S& se rezolve ecuatia 2x° + 3x* —5x° ~5x* +3x +2=0.
Solufie: Ecuatia este de grad impar, cu coeficientii ega!l departati de capete egali.
Imparim ecuatia fa x + 1, folosind schema lui Horner:
Xt xt Xt X X x
2 3 -5 -5 3 2
1|2 1 -6 1 2 0 =>x=-1
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Ecuatia rezultata, 2x*+x* —6x2+x+2=0, este 0 ecuatie reciproca de grad par.
1

O Imparim la x* §i obtinem: 2x%+x-6 +%+ 2 0. Facem substitutia x + % =y
Avem nevoie gi de x* +—12-+ 2=y%
X

Obtinem 2(y2—2)+y—6=0c2y2+y710=0:A:81:

D Yy =— 9 Sp=2 Y= —g. Revenim la substitutie:

1t
4

v x+l=2¢x2—2x+1=0:x23=1:
% ;

v x+%:—%:2x2+5x+2=0:A=9:x,ls:* =X =2 x5=7%.

s Ecuatii binome

Definiie: O ecuatie algebrica de forma ax” +b=0neN,n23,abeR a=0 se nu-
meste ecuatie binomd. Pentru rezolvare, se face'substitutia x = y@, unde radicatul se

consideré aritmetic. Obtinem o ecuatie de forma y” +1=0 rezolvabita totdeauna n C.
Exemple:

1. S4 se rezolve ecuatia binoma 8x® +1=0,
Solufie: Ecuatia se poate rescrie: (2x%)° +1=0 si facem substitutia y = 2x. Obtinem:

3 NZ,

-1+ :
. Decit x,p =i

Y 41=0= (PN -y +D=0=y1 =Gy =

Gails, | B
N2V, ad2e b

4 ) 4
2. 4 se rezoive ecuatia binoma 8x° +1=0.

X3,

Solutie: Facem substitutia x = —%. Obtinem: y* —1=0= (y - 1)(y%+y + 1) =0. Rezults

yr=1= X = —-;-4 Ecuatia y2 +y +1=0 are solutiile:

AWB L S1-ifB 14
4 4 T ° 4 4

-1+i3 A+if3_1-i3
V2=—p = Xp=- = g
Observatie: O a doua metoda de rezolvare a acestor ecuatii este cea trigonometrica.
Fie ecuatia z" =¢,c<C.

Elape de rezolvare:
— se scrie numarul complex ¢ sub formé trigonometrica: ¢ = r(cose +ising);
— se calculeaza radacinile de ordin 1 din numarul ¢, dupa formula:

z; :(’/;(cos&:ﬁwsin%m);k e{012,..,n-1.
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Exemplu: S& se determine radacinile de ordin 5 ale unitaii.
Solutie: 'z=1=1cos0+isin0) = z, = «ﬁ[cos[zgnj-v- i sm(an]}

5

Dand valorile corespunzatoare lui &, obtinem urmatoarele radacini:
k=0= 2, =cos0+isin0="1

k=122 = cos[z5 ]Hsm(zs"), k=2>12z —cos(“s }Hsm[%)'

k= 3:>za—ws(65)+lsm(6;], k= 4:z4—cos(85)+lsln(8;] )

o Ecuatii trinome
Definitie: Se numeste ecuatle trinoma o ecuatie algebrica de forma ax® 4+ bx" +c =0,
unde neN, n23,ab.ceC a=0. Ecualia se rezolva facand substitutia x” =y, care
conduce la rezolvarea unei ecuatii de gradul 2, ay?+by+c=0 si a dous ecuatii de
grad nde forma x" -y, =0,ke{12}.

Exemple:
1. S& se rezoive ecualia trinoma x* ~10x% +9=0.

Solufie: Notam x*=y si ecuatia devine y?-10y+9=0=y,=1y,=9. De aici
obtinem: X, = £1, X34 = £3. N

2. S4 se rezolve ecuaba trinoma 2x® - x* —1=0.

Solufie: Notam x® =y i obtinem 2y*-y-1=0, care are solufiile y, =—%; ya=1.
Deci: x*=1=> Xy =€, Unde g; sunt ridacinile de ordinui 3 ale unitatii si x° :~% =

Reamintim c& radacinile de ordin 3 ale unitati sunt ¢ =1,

5.2. Ecuatii rationale
Definitie: Se numeste ecuatie rationald o ecuatie de forma y =0, atagatd fractiei

(x)

P(Xx) i . —
) cu P,Q polinoame. Domeniul s&u de existenta este D =R\S(Q),
unde am notat cu S(Q) multimea solutiilor ecuatiei Q(x} = 0.
Algoritm de rezolvare:

— se rezolva ecuaia P(x) = 0. .

— se elimina acele solutii o pentru care Q(a)=0.
Exemplu: $& se rezolve ecuatia _3x—+22 0.

-X

Solutie: Avem x*~3x+2=0=>8={2} §i x*-x-2=0=S,={-12}. Deci, muli-
mea solutiilor ecuatiei este S={1; 2]\ {- 1; 2} = {1}.

rationale
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-5.3. Ecuatii irationale

Definifie: Se numeste ecuafie irationald o ecuatie Tn care apare cel putin un radical
care contine necunoscuta.

Algoritmi de rezolvare: ideea de baza este sa se elimine radicalii din ecuatie.

Metoda 1.

— se pun conditile de existentd pentru radicali si conditile de compatibilitate a
egalitatilor (membrii au acelagi semn, preferabil pozitiv);

— se ridici ambii membrii ai ecuatiei la putere, astfel incat cel putin un membru s&
fie liber de radicali. Se determina solutiile ecuatiei obtinute si se verifica dacé
acestea sunt solutii ale ecuatiei date. Deoarece prin ridicarea (a putere se pot
introduce solutii false, verificarea este absolut necesard;

— se repetad secventa: conditii de compatibilitate, ridicare la putere, verificare pana
cand nu mai exista radicali in ecuatie.
Metoda 2: '
- se fac substitutii convenabile, de tipul y = u(x), In ecuatia initiald, P(x)=0, si se
obtine o ecuatie In y. Dupa aflarea solutilor y; ale acestei ecuatii, trebuie
* rezolvate ecuatiile u(x}=y,. ale céror solutii trebuie verificate Tn ecuatia initiala.
Observalie: ecuatia irationald 2<:YP(x) = Q(x) este echivalentd cu ecuatia

P(x}=Q%**\(x), oricare ar fi xR
Exemple:

1. Sa se rezolve ecuatia y(x? - 4x +4)+(2- x)* =0.

Solufie: Observam c& x? - 4x +4 =(x~ 2)2, deci ecuatia devine:

y(x- 2)2 + ,/(2 - x)2 =0} x-2[+]|2-x|=0. Se expliciteazi modulul:

—(x ~2) pentrux <2 .
[x-2/={ 0  pentrux=2 sitinem cont de egalitatea [x -2|=(2-x|.
(x-2) pentrux>2
Apar cazurile:
1. Pentru x e(—0,2], ecuatia devine: -x+2+2-x=0=x=2.

2. Pentru x¢(2,»), avem: x-2-2+x=0=x=2 = S:{x=2}.

2. S se rezolve ecuatia: [3x +1|~lx+«/§l+x/1+ 6x+9x° -[x~1=0.

Sofufie: Mai intéi trebuie s3 punem conditia de existentd a radicalului, adica:
1+6x+9x° 20, Observam ci expresia este un patrat perfect, deci (1+3x)220

oricare ar fi x. Rescriem relatia [3x + 1[-|x+\/§]+\/(1+3x)2 |x-1=0e
|3x+1|~‘x+\/5|+|1+3x|-|x71|:0. Cum [3x+1=[1+3x], putem s& d&m factor comun

si atunci, obtinem [3x + 1|<(Ix+\/§|+|x—1|)=0, Avem un produs de doi factori egal cu

zéro, deci cel putin unul dintre ei este egal cu zero. Din |3x+ 1[ =0=x =-%. Ramane
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de rezolvat ecuatia: (|x+«/§|+[x—1|)=04 Cum orice modul este pozitiv, obtinem

x+\/§=0:{x=

2 . iy
. ceea ce este imposibil.

sistemul echivalent cu ecuatia data:
x-1=0 X =

Prin urmare, §:{x :%)4

3. S se rezolve ecuatia v21—10x =3-2x.
Solutie: Conditiile de existent# a radicalului si de compatibilitate sunt:

21

21-10x20  |¥$ 3 3

< S x<=& xe(—w]

s-2z20 7| .3 2 2
=2

Ridicand ambii membri la patrat, obtinem:
21-10x=9-12x+4x* © 4x* - 2x- 1220 = 2x* - x-6=0<>

=Xe(4%;2}r‘\(-aa,%]:(—%). Deci, s=(-%).

4. S4 se rezolve ecuatia Vx+2+Vx-2=4,
Soluie: Conditiile de existentd a radicalifor sunt:
x+220 xz-2
=
x-2>0 X242
Metoda 1: Separidm primul radical in membrul stang, apoi ridicdm ambii membri la
patrat:  Yx+2=4-YXx-2=>x+2=16-8Vx-2+x-2. Separam vadicalll n
membrul  stdng  si ridicam apoi ambii membri la patratl 2Vx-2=3=

& X226 xel2).

=4(x-2)=9= x=%sl2,+w).

Metoda 2: Ridicam la patrat cei doi membri gi apoi reducem termenii asemenea:
(T Z+VX2P =160 x+2+2¥x 4+ x-2=16 = 224 =16-2x e

Vxt-4=8-x. O nous conditie de existentd a solutilor ecuatiei este datd de
8-x20o x<8 & xe(—x8). Apoi rezultd ci X2 -4=64-16x+x* & 16x=68

< X=—

5. Rezolvati ecuatia s/x2—+§ + Jm =7.
Solutie: Se observa ca m >29=3 si m >\16 =4, deci este adevirala
inegalitatea: J?E + m 27. Atunci ecuatia revin\e la rezolvarea ecuatiilor:
m =3 x=0; Jy +16=4 y =0. Prin urmare, solulia este: S ={(0,0)}.
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5.4. Ecuatii transcendente

Ecuatiile transcendente sunt acele ecuatii care nu sunt algebrice. Ele necesitd
metode de rezolvare care depdsesc puterea algebrei (.quod algebra vires
transcendent™). Dacd pentru ecuatiile algebrice se pot obtine forme generale ale
solutiilor gi se pot stabili propozitii in legatura cu numarul acestora, acest lucru nu mai este
posibil pentru ecuatiile transcendente. Principalele categorii de ecuatii transcendente
sunt: ecuatiile exponentiale, ecuatiile logaritmice si ecuatiile trigonometrice.

a. Ecuatii exponentiale

+ Definitie: Se numeste ecuatie exponentialid o ecuatie in care necunoscuta apare intr-o
expresie care constituie un exponent.

Rezolvarea se face, de obicei, prin substitutii si inand cont de proprietatile functiei
exponentiale. In acest mod, rezolvarea ecuatiei initiale se reduce la rezolvarea mai
multor ecuatji simple. :

o Tipuri de ecuatil exponentiale
Fie a,b <{0;0)\{f},B R si f, g, h functii numerice.

{log, B} daca p>0;

@ daca B<0.

~ O ecualie de forma 2™ =p este echivalents cu ecuatia f(x)=log,p, daca
B>0. Pentru p<0 ecuatia nu are solutji.

~ O ecuatie de forma &) = %) este echivalents cu ecuatia £(x) = g(x):

— O ecuatie de forma a"™*) = h9) este echivalents cu ecuatia £(x)=g(x)-log, b
sau cu ecuatia f(x)-lga=gi(x)-lgb.

— Ecuatia a* =p are multimea de solutii $ ={

— O ecuatie de forma f(x)?*) = h(x) are domeniul de existents

D={xe 2% ng n Dh 1#(x)> 0}, unde Dy, Dy, D, sunt domeniile de existents ale
functitior £, g, h. Pentru rezolvarea ei se studiaza cazurite f(x)=1 si f(x)e (0; )\ {f}
- Pentru rezolvarea ecuatiilor de forma ¢,-a™ +c,-b'® 40, =0 cu ab>0,

ab=ta-b=1 se noteaza a""’:t:b"”:;, deci se obtine o ecuatie de

- gradul 2 in 1. Dupa solufionarea ei se revine la substitutie si se rezolva ecuatiile
Mot i aat,
Exemple:
1. S se rézolve ecuafia 3 + 3¥*1 4 352 = 39,
Solutie: Dam factor comun 3* si obtinem:
3 (1+3+9)=39 3" 13=393 =3 x=1=5={1).

2. S#se rezolve ecuatia 22 -5.2° +4=0.
Solufie: Noténd y = 2%, y >0, ecuatia devine ,v2 ~Sy+4=0ye{ld}=
2¥=1=x=0§i 2" =4 = x=2. Deci: S={0;2}.
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x
3. $a se rezolve ecuatia X =(x).

Solutie: Domeniul de existentd este D =(0;«) si se Tncadreaza in tipul al cincilea de

ecuatii exponentiale. Vom analiza cazurile:

x =12 3% =1 =4 (J%)" = (1) =1. Prin urmare, x =1 este solutie a ecuatiei.
Fie D =(0;)\{1}. Facand substitutia y =/x (y D), ecuatia devine y¥ =yyZ §i
este echivalentd pe D cu 2y =yi= ye{0;2}. Solutia y=0¢D nu conduce la solutii

ale ecuatiei. Pentru y=2= X =2=x=4. Deci, multimea solutiilor ecuatiei este
S={14).

" .
4. S se rezolve ecuatia: (\/5 “ 246 ) + (\/5 “2J6 ) -10.

Sotufie: (5+246){5-28)=25-24=1.
. .
Notam t=(\/5+2J€) :(\ls-zﬁ) =%.t>0, Deci t+}=1o@z2—1ot+1=o.

=4= 5+26; f =5-2y6. Revenind la subslilusiiie facute, obtinem:
x X 1

(\/5»,2‘/5} =5+2V6 = (5+246)7=(5+246) = x=2
x X -1

(V6+208) =5-246 = 5+ 2487 ~(5+2B) ' x;= 2.

b. Ecualii logaritmice
Definifie: Se numeste ecuatie logaritmica o ecuatie Tn care necunoscuta apare intr-o
expresie care constituie baza gi/sau argumentul unui logaritm.

Rezolvarea se face prin substitutii si transforméri bazate pe proprietatile togaritmi-
lor, in urma cérora se obtine o ecuatie mai simpla, ugor de rezolvat. Etapele obligatorii
sunt:

— aplicarea conditiilor de existenta a logaritmilor;

— rezolvarea ecuatiilor;

- verificarea solutiilor obtinute.

Daca a,be(0,©)\{1},peR si f,g sunt functii numerice, atunci:

- mullimea soluiilor ecuatiei log, x = este S = {aP};

- ecuatia log, f(x)=P este echivalents cu ecuatia f(x) = a®;

— ecuatia log, f(x)=log, g(x) este echivalent’ cu ecuatia f(x) = g(x);

— ecuatia log, f(x)=log, g(x) este echivalents cu ecuatia f(x)=g(x)°%°.
Exemple:

1. S4 se rezolve ecuatia log, 4 = 2.

Solufie: Conditia de existentd a logaritmului impune x > 0. Ecuatia se mai poate scrie
=4 x=42, Conditia este verificata doar de solutia x = 2.

2. $a se rezolve ecuatia 2In® x -3Inx +1=0.

Sofutie: Cu notatia ¢ =inx, x > 0, obtinem ecuatia echivaients 2t2-3¢+1=0 care are

. solutiite f,=1 si £, =2. Deci, solutiile ecuatiei initiale vor fi: x;=€ i x, = o
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3. 84 se rezolve ecuatia x +log, x =3.

Solutie: Conditia de existent3 a radicalului este: x >0. Se observd ci x, =2 verifica
ecuatia, deci face parte din solutie. Dacé presupunem c& mai existd o solutie x> 2,
atunci folosim proprietatea de monotonie’ a functiei logaritm si obtinem log, x > log, 2,
de unde x+log,x>2+log,2=3, deci nu avem o solulie. Analog, pentru x<2,
obtinem x +log, x <2+10g, 2 =3, prin urmare, § = {2}.

€. Ecuatii trigonometrice®

Definifie: Se numeste ecuatie trigonometrica o ecuatie in care necunoscuta esté in
argumentul unei functii trigonometrice directe sau inverse.

n majoritatea cazurilor, prin transformari echivalente, rezolvarea unei ecuatii trigo-
nometrice se reduce la rezolvarea unor ‘ecualii de tipul sinx=o; cosx=a; tgx =o;

otgx = o; aresinx = o; arccosx = o arctgx = o; arcetgx = «, numite ecuatii elementare.

De cele mai multe ori, rezolvarea acestora introduce §i solutii false, fiind absolut
necesara verificarea acestora. La schimbarea de variabila, se pot pierde solutii, de ace-
ea trebuie definit domeniul de variatie a variabilei introduse.

« Ecuatil elementare
v sinx=w,aekR
Dac Ja|<1, S={arcsina+2kn|k € Z}U{n-arcsina + 2kx | k € Z}. In figurile 5.1 gi
5.2 avem: Iz, =arcsing $i Iz = n—aresing. In cazul fo| >, ecuatia nu are solufi
A A

* cosx=qack

Dacd |a|<1, S={arccosa+2kn|k e Z}U{-arccosa + 2kn |k € Z}. In figurile 5.3
i 5.4 avem: ’A‘M =arccosa §i 1y = n-arccosa. incazul || >4, ecuatia nu are solui.
A

sinx=0,a>0 sinx=c0,a<0 cosx=o,a>0
Fig. 5.1 Fig. 5.2 Fig. 5.3

e fgx=aaekR
S=(xelR\{kn+%}|x=ar‘c\gu+kn;ke2). in figurile 5.5 gi 5.6 avem:

/4-‘4« =arctga. §i IAT: =n-arctg o.
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" cigx=a,aeR.
S={xcR\krn|x=arcctgo+Kkm k e Z}.

Tt}

cosx=0,0<0 tgx =, >0 tgx =
Fig.5.4 Fig. 5.5 Fig. 5.6
* Ecuatii de forma:
= sinf(x}=a; cosf(x) = o, tgf(x} = o; ctgf(x) = o;
= arcsinf(x) = a; arccos(x) = a; arctgf(x) = o; arcctgf(x) = o
Pentru rezolvarea acestor ecuatii se face substitutia y = f(x).
o Ecuatii de forma:
« sinu=siny u=(-1v+kn keZ;
¢ COSU=COSV S u=tv+2km kel
* gu=Ilgv (u,vakn+%)c> u=v+km keZ;
= ctgu=ctgv (uv=kn) < u¥v+ku; kel
* Ecuatii liniare in sin x i cos x:

asinx +hbcosx = ¢, unde a, b nu sunt simultan nule.

Metoda 1: Facand substitutia g:tgw (a#0), ecuatia se transforma intr-o ecuatie
echivalentd: sin(x + @)= %cnsq:.

Metoda 2: In cazul in care exista (g% {x # 2kn+ ), Facand substitutia ¢ = tg%, ecuatia

se transforma intr-o ecuatie:

— de gradul 2, dacé c+b#0:{c+ b)12 -2at+c-b=0. Solutiile acesteia conduc
la solutiile ecuatiei date;

— de gradul 1, dacs c+b=0: -2at +c-b=0.

— Valorile pentru care t nu are sens conduc si ele la solutii ale ecuatiei date.

« Ecuafii omogene in sin x si cos x:

n —
> a,(sin" ¥ x)(cos* x) = 0, unde a,; k=0,n nu sunt simultan nule.
i

Facand substitutia ¢ = tgx (dacd existd tgx (x = kn + %) ) ecuatia se transforma ntr-o
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n
ecuatie de gradul nin t: Z a,t" =0 ale cérei solutii conduc la solutiile ecuatiei date.
=
Exemple: .
1. S se rezolve ecuatia sin3x -cos2x -sinx =0.
Solutie: Scriem sub forma echivalenta:
2sinxcos2x - cos2x =0 «> cos2x(2sinx - 1) = 0. Rezulta:

cost:O@2w52x~1=0c>cosx=i§=>81:{x=%+k%‘kez).
kEZ}.

Multimea solutiitor ecuatiei este S ={x = % + k%

25inx~1=0@sinx=%:>$2={x=kn¢%+

ke

keZ}u(x:(—1)*§+kn

2. 54 se rezolve ecuatia sin5x =16sin® x.
Solufie: Scriem sub forma echivalenta: 16sin® x = sin(2x + 3x);
165sin” x = §iN2x cos3x + sin3xcos 2 =
=2sinxcos? x{1- 4sin? x)+sinx(3 —4sin? X1 -2sin? x)
165in® x = (5 ~ 20sin? x)sin x + 16sin’ x;

(5-20 sin? x)sinx =0. Rezultd: sinx=0= 8, ={x= (-1)" k7r|k eZ}.
5-20sin*x=0=>sinx = i%: S ={x={-1 %+kn}.
Multimea solutiltor ecuatiei este S = {x = (-1)kn |k e Z} U {x =kn g{ kel).
3. 53 se rezolve ecuatia (sin2x + JS_COSZX)Z -5= Dos(g- - ij.
Sofutie: Scriind V3 = lgg, ecuatia devine;,
4sin?| 2x +£)~5 = 08| £—2)(] < 4sin2(2x+£)—sin(2x+£ -5=0.
3 6 3 3
Obtinem sin(2x + g) = ; >1, care nu convine;

o 5n

keZ}.

4. $& se rezolve ecualia arcsinx - arccos(1- x) = arcsin(-x).

Solutie: Condifile de existentd: -1sx<1eo xe[-11] §i ~1s1-xs1o0sx<2
< xe[0,2] duc la domeniul de existentd a solufilor xe[0,1. Deoarece
arcsin(-x)=-arcsinx, ecuatia se mai poate scrie: 2-arcsinx = arccos(f- x). Pentru

Agadar, multimea solutiilor ecuatiei aste: $= {~?—12(+ knl

x &[0, avem 2~arcsinxe[0.n].arccos(1—x)e[0,%} Cum pe intervalul [0,x] functia
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cos este injectivd = cos(2-arcsinx) = cos(arccos(1 - X)) < 1- 2x%=1-x, care are .
solufiile x,=0 si x,= %
5. Sa se rezolve ecuatia sin(2- arcsin x) = tg(2 - arctgx), x & [-1.1].

Solufie: Tin&nd cont de identitétile sin(arcsinx) = x, cos(arcsinx) = v1- X2, vx e[-11]
si tg(arctgx) = x,¥x € R, obiinem: sin(2 - arcsinx)=tg(2 - arctgx) <

< 2-sin(arcsinx)- cos(arcsinx) = 2"92(”0‘9)‘) = 2x1-x% = 2x2
1-tg(arctgx) 1-x

& 2x(Y(1-x2° 1) = 0. Rezulta ca singura solufie a ecuatiei este x =0, deci: S = {0).

5.5.Determinarea aproximativa a rad3cinilor unei ecuatii

a. Metoda grafica

Fie DcR; D#@ §i f,g:D— R doua functii numerice. Solutiile reale ale ecuatiei
f(x)=g(x) corespund absciselor punctelor in care graficele cetor doua functii se inter-
secteazd, deci a rezolva grafic o ecuatie f{x)=g(x} Inseamna a determina abscisele
punctelor in care graficele celor doua functii se intersecteaza.
Observafii:

~ Metoda are meritul de a furniza informatii asupra numarului de sotutii.

— Metoda conduce la determinarea unor soluii aproximative. Precizia aproximarii

depinde de precizia reprezentarii grafice.
— Rezolvarea grafics a ecuatiei f(x}=a; f:D > R; aeR Inseamna determinarea

punctelor de intersectie ale graficului lui f cu dreapta y = a. Tn particular, solutiile ecuatiei
f(x)=0; f:D — R corespund punctelor de intersectie ale graficului lui f cu axa Ox.

— Daca graficele functiilor f si g sunt tangente in punctul de coordonate (Xg; f(Xy))
atunci x, este radacing dubla a ecuatiei f{x)=g(x).
Metoda grafica se poate aplica si la rezolvarea inecuafjiilor
numerice {indnd cont ¢ graficul functiei f este ,deasupra”
graficulut functiei g, daca si numai daca f(x)> g(x).
Exempiu: $& se determine valorile lui x ¢ R” pentru care
lgx = x? - 4x.
Solutie: Consideram functile: f(x)=Igx, f:R, > R;
9(0)=x*-4x, g:R >R sile trasam graficele in acelasi
sistem de axe de coordonate (fig. 5.7):
Studiind graficele, observam ca x, = 0,25 si x, ~4,25.

b. Separarea radécinilor unei ecuatii (girul lui Rolle)

De cele mai multe ori, valorile exacte ale rad&cinilor unei ecuatii sunt foarte greu
sau chiar imposibil de gasit. Pentru nevoile practice este suficient sa stabilim valorile
aproximative (cu un anumit grad de precizie) cat mai apropiate de valorile exacte.

Determinarea valorilor aproximative ale radacinilor unei ecuatii de forma f(x)=0 se
face Tn doi pagi:

1. separarea rdddcinilor: determinarea intervalelor in interiorul cirora se géseste
céte o singura radacina a ecuatiei;
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2. caleulul radacinifor cu un anumit grad de precizie. -

4 Teoremd:
Daca o functie continua £ (fig. 5.8) are la extremitafile intervalului
[&; b] valori de semne contrare (adica daca f(a)f(b)<0), atunci
intervaiul [a; 5] contine cel putin o radacind a ecuatiei f(x)=0.
Pentru determinarea numarului radacinilor unei ecuatii pe un
interval [a; b} se urmaresc pasii din teorema lui Rolle.

PR

b x
(
]

Fig. 58 Daca feste o functie numerica, «,pc R satisfac relatiile
fla)=f(B)=0 si nu existd Ee(o:p) pentru care f(£)=0, spunem ci o sunt
rdddcini consecutive ale functiei £, Sirul semnelor valorilor functiei Tn punctele in care
derivata intai se anuleaza'se numeste siruf Rolle.

Fie @=xp < Xj <...< X} < X,,4=b sirul radacinilor derivatei intai din intervalul (&; b).

x ‘a:x’e X; X e Xy Xja=b -

7(x) 0 0 .. 0

sgn(f(x)) | &, & B & Ehq < siulRolle asociat functiei
Observatii:

$irul Rolle poate contine gi valoarea 0.
— Dac3 in sirul Rolle doi termeni &, &4 sunt identici, atunci intervalul (x;, x;,,) nu

contine nici o radacina a functiei; daca nu sunt identici, atunci intervalul (x;, x},4)

contine exact o rédacina a functiei.
— Daca un termen al sirului Rolle, &, este nul, atunci x; este radacind multipla gi”

intervalele (x_y, X;) $i (X}, X;,1) nu contin nici o altd radacina a functiei.
Exemple:

1. 54 se afle numérul de radécini reale ale ecuatiei 4x° - 18x> +24x-9=0.
Solufie: Derivata intéi a functiei atasate ecuatiei este f{x)=12x*>—36x+24 si are
radacinile xq =1, x, =2. Formam sirul Rolle:

X ot 1 2 40
sirul Rollej— * = ¥

Existd trei variati de semn, deci ecuafia are trei radacini reale: x;e{—w, 1)
X, €{12), x3 €(2,0).

2. $4 se afte numarul de radacini reale ale ecuatiei x* -12x* -2+ 20In(x2 +1)=0.
Solutie: Derivata intai a functiei atagate este:

40x x*-5x2+4

4)(-—1 cu radécinile -2, -1,0,1§i 2.
+

fi(x)= 4% —24x+ >
X

21
Formam givul Rolle.

X | -2 10 1 2 4o
silRollel+ - + - + - +

Exista gase variatii de semn in girul Rolle, deci ecuatia admite sase radacini reale.
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5.6. Ecuatii matriceale

Fie A st B doua matrice’ patratice de ordin n astfel incat A si fie nesingulara (deci
exista A™'). Se considera ecuatile matriceale: AX=B, YA=B.

Tnmultind prima ecuatie la stanga cu A™* si pe a doua la dreapta cu A™' se obfine:
A(AX)=AT'B, respectiv (YA)A™ = BA™". Folosind asociativitatea inmuttirii matricelor,
rezultd X=A"8 si Y=BA". Soluile ecuatilor sunt matrice distincte, deoarece

inmuitirea matricelor nu este comutativa.
Exemple:

1. Pentru maticele A :(3 g} B= [; ;1] rezolvati ecuatiile AX=8, YA=B,

Solutie: Matricea A este nesingulard, avand determinantul 1. Deci exista A~", care
2 -5
este: A= .
5 3)
Solutiile ecuatiilor matriceale AX=B gi YA=B sunt deci, respectiv, matricele:

SR M T e (O
LT E DR

2. 84 se rezolve urmatoarea ecuatie matriceala:
123 -1 5 3
X401 2=(2 1 -1
-1 21 -3 4 -5

15 3V(1 23 (186 3)/(3 4 1

Soufie: X=| 2 1 —1(fo 12| M2 4 4|2 4 2
34 s){-121), .34 51 41
4 4 -8

ox=-Y9 16 1]
4 24 18

3. 84 se rezolve ecuatia:

2 23 127 -8} (0 -1 1

1 10} X0 1 2 01 1
121 0o 1)10 0 1

2 23
Solutie: dentificam doud ecuatii de tipul studiat anterior. Fie A={1 -1 0]
-12 1
12 -3 0 -1 -1
B={0 1. 2(§iC=(0 1 1| Atunciecuafia devine AXB=C. Pentru solutionare,
00 1 00 1 .

! Vezi capitolul ,Permutari. Matrice. Determinanr.
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este necesar ca atat matricea A, cat i matricea B sa fie nesingulare, dupa care le vom
calcula inversele. Cum detA =-1 si detB =1, conditiile sunt indeplinite $i atunci:

2 2 3y (0 4 -0 (1 2 -3

X={1 1040 1 1[40 1 2| &
-12 1 00 tJi00 1
1 -4 310 -1 N1 -2 7 0 -5 2
X=/1 -5 3140 1 1}{0 1 -2(=|0 -6 3
-1.6 4)J10 0 1J{0 0 1 07 -3

5.7.Ecuatii diferentiale

Tn multe probleme de matematic, fizica, chimie, biologie apar procese de evolutie
in care sunt angajati unul sau mai multi factori. Prezenta unui astfel de factor este
descrisd printr-o funcfie reald X:! > R,, unde ! este un interval din R, pentru care

exista derivatele succesive X', X", ... péana la un anumit ordin n. Fiecare dintre aceste
procese are legile sale specifice, iar unele dintre ele pot fi exprimate prin relatii intre
factorii X gi derivatele succesive X', X", ... Aceste relatii se numesc ecuatii diferentiale,
iar ordinul maxim n de derivare a Iui X care intervine Tn relatie se numeste ordinul
ecuatiel diferentiale.

a, Ecuatii diferentiale de ordinul intai
Definitie: O ecualie diferentiald de ordinul Intéi este o relatie de forma:
X'(t) = Fit, X(1),
ntre o funcie derivabild X :/ - R, unde { este un interval inclus In R i derivata sa
X':1 >R, unde {t,x) > F(t,x) este o functie reald definitd pe o multime din RxR. Se
va considera cd F este definita pe multimea JxL c RxR, adicé t parcurge intervalul
J R, iar x parcurge intervalul L c R, v
Se numegte solufie a ecuatlei diferentlale o functie derivabilda X:/ - R, unde /
este un interval incius in J, astfel incat pentru orice te/ avem X(f)el i are loc
relatia X'(t) = F(t, X(t)).
Se urmareste gésirea unei solutii X care, intr-un punct ¢, </, s&1ia o valoare daté de
Xo. In acest caz solutia X satisface conditia initlald X(ty) = X,.
Observafii:
- Se considera ecuatia diferentiala de forma X'(t)=f(t), unde feste o functie pe un
interval I. O solutie a acestei ecuatii diferentiale reprezinta o primitiva a functiei £.
— Se considerd ecuatia diferentiala de forma X'(t}= a(f)- X(t), unde a:/ >R
este o funclie definitda pe un interval / din R. In acest caz avem
X'()=F(t.X{t)), unde F este definita pe multimea /xR si are forma
F{t. x)=a(t)- x, adica pentru fiecare ¢ fixat In /, funciia F depinde finiar de x si se
numegte ecuatie diferentialé liniara.
Teoremd: Fie X'(t)=a(f}- X(t) o ecuatie diferentiald liniara, unde functia a:/ > R, cu
linterval din R, este continud, Atunci orice solutie X:/ >R a acestei ecuatii diferen-
tiale este de forma X{f)=c-e9"),t e, cu ¢ o constants, iar g o primitiva a functiel a.
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Daca se cere ca solu(ia X s& verifice conditia initiald X(t,) = X, atunci X este unic
determinata gi anume:
'jaqu)du
X(ty=x,-0° Jdel
Exemple:
1. Se considerd ecuatia diferentiald X'(t}=a- X(t), unde a este o constanta.
Atunci o primitiva a functiei constante a va fi functia { —at i deci o solutie

oarecare a ecuatiei diferentiale de mai sus va fi de forma X(t)=ce®,t ¢ R, unde
¢ este o constanta.

2. Se considera ecuatia diferentiald X '(t) = a- X(f)+ b, unde a §i b sunt constante, a = 0.
Orice solutie a acestei ecuatji diferentjale va fi de forma X(t)=—§+ ce®,teR

cu ¢ canstanta. Intr-adevar, daca X este o solutie a acestei ecuatii, atunci functia
X+§ verifica relatia: (X+%)‘(t)= X'({ty=aX(t)+b :a(X+§)(t), ceea ce aratd

& X +§ este o solutie a ecuatie diferentiale (X +§)'(t) —a X+ g)(t). ¢i deci
X(t)+—§ =ce® o X(t)= —S +ce”, unde ¢ este o constanta.

Teoremd: Fie X'(f)=a(t)- b(X{t)} o ecuatie diferentiald cu a:J >R, b:L > R functii
continue pe intervalele deschise J, respectiv L si b(x)=0 pentru orice x L. Atunci
pentru orice f,eJ §i orice x,el, existd un interval deschis / care contine punctul
ty,/cJ siosolutie X:/>LcR aacestei ecuatii diferentiale, unic determinats de
conditia initiald X({ty) = x,.

Definifie: Ecuatiile de tipul

X'(t)y=a(t) b(X(t)
se numesc ecuafii cu variabile separabile. Denumirea vine de (a faptul ci in
rezolvare intervine in mod esential separarea variabilelor in cei doi membri, urmata
formal de integrarea fiecarui membru dupa variabila corespunzatoare Iui.
203t
(G

Exemplu: S& se gaseasca solutia ecuatiei diferentiale X'(t)=— , carg verifica

condifia initiala X(0)=1.
Solufie: Luam intervalele J =(-1,1),L ={0,). Alegerea a fost dictata de faptul c& tre-

buia ca OeJ,t#+1 §i 1=X(0)el. Notém a(t):—lZZt 1,b()():x2 cu b=0 pe L.
- X'ty _ -2 )
Separarea variabitelor duce la XZ—('): el Formal, se va integra fiecare membru al

ecuatiei. O primitiv a funcliei a pe J va fi functia #(t)=—In(1-£2), iar o primitiva a

functiei x — L iz va fifunctia x - g(x)= —1.
X x

b(x)
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Solutia cautata X:I>RIcJ satisface relatia g(X(t))=f(t)+c si deci
1

= - ———
==In{i-t*)+c < X{f) TR

L . Alegem pe ¢ astfel incat sa fie indepli-
X0

nité conditia initiald 1= X(0), adicd ¢=-1. Deci: X(t):ﬁ. Intervalul de defi-
+In{1-
nifie / se alege astfel Tncat vte!:—ln(1—rz)—1eg(L), iar g(L)=(—0,0), ceea ce

implica /cﬁf 1_£, 1_%],

b. Ecuatii diferentiale de ordinul doi
Definifie: O ecuatie diferentiald de ordinul doi este o relatie de forma
XUt =F{t, X(t), X()
intre o funclie derivabild X:/ >R si derivatele X':/—>R, X":/ >R, unde
(£, x, )~ F(t, x,u) este o functie reala definita pe o muiime din R3.

O solutie a ecuatiei diferentiale de mai sus este o functie de doua ori derivabild
X:1> R astlel incat, in fiecare punct te/, sa avem. X"(t)=F(t, X(t), X'(t)). Se

urmaregte problema gésirii unei solutii X :/ — R care intr-un punct dat t, e/ sdia o
valoare datd X({,)=x,, iar derivata sa in f, s3 ia de asemenea o valoare datd u,
(X'(f)=1p). Se spune in acest caz ¢4 solutia X satisface conditia initiald dats de
relafile X(t)=x, X'(f)=up.
Definitie: Doua solutii f,g:/ — R ale ecuatiei diferentiale

: X )+ aX (1) + 3, X(t)=0

se numesc finiar independente daca, pentru orice t e/, determinantuf

fe) g(”)[
F(t) g'(t
este diferit de zero,

Observatie: Pentru ca doud solutii f:/ >R, g:f - R ale ecuatiei diferentiale

X "(t)+a X (t)+a,X(t)=0 sa fie liniar independente este (necesar si) suficient ca
i gt
'ty g'(t)
Teoremd: Fie f:] —>R.g:/— R doud solutii liniar independente ale ecuatiei diferen-
fiale aX"(t)+aX'(t)+a,X({)=0. Atunci orice solutie h:/—»R a acestei ecuafii
diferentiale este de forma h(t)=af(f)+pg(t), unde a si B sunt constante si pentru
orice foel XpeR $i Uy eR existd o unicd solutie h:/ >R a ecuatiei diferentiale
considerate astfel incat h{ty) = xo, h'(ty) = tp.

Observatie: Pentru a construi o solutie oarecare a ecualiei diferentiale din textul
teoremei este suficient s& cunoagtem doud solutii liniar independente ale acestei

ecuatii. Tn acest scop se incearcs gasirea unor solutii de forma f(t)=e"; atunci vom
avea f'(t)=re", f'{¢)=r%" si pentru ca f s3 fie solutie a ecualiei de mai sus e
necesar si suficient sa avem e(ay?+ay +a,)=0 a2 +ay +a,=0. Aceastd

ecuatie algebrica se humeste ecuafia caracteristicd asociat4 ecuatiei diferentiale. Se
disting trei cazuri dupa natura radacinilor acestei ecuatji.

s existe cel putin un punct f, e/ astfel incat ‘ =0,
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Cazuf 1: Ecuatia caracteristicd are doua radacini reale distincte, r,, r,. Atunci functiite
f:R - RA(f) =" si f,:R— R, 5(f)=e? sunt solutii liniar independente ale ecuatiei
diferentiale date, iar solutia generald va fi o combinatie liniars a celor doud solutii:
(t) = cfi(t) + cf(t). Constantele ¢, ¢, se obtin din conditiile initiale.

Cazul 2: Ecuatia caracteristicd are o radacind reald dubla, r,. Atunci functiile
fRRAD=6Y si L:RORG{t)=te" sunt soluti liniar independente ale

ecuatiet diferentiale date i atunci solufia generaté este #(t)= ®'(c, + ).
Cazul 3: Ecualia caracteristicd nu are radacini reale. Atunci ea are dou# radacini
complexe conjugate, de forma o £iff cu o,peR,B=0. Funclile f{:R> R H:R >R
£(t)=e™ cospt f(t) = e sinBt sunt solutii liniar independente ale ecuatiei diferentiale
date. Solutia generala va fi de forma f(f) = 6*(c, cospt + ¢, sinpt).
Exemple:

1. Rezolvati ecuatia diferentiala X "(f} - 3X'(t) + 2X(t)= 0.
Solutie: Ecuatia caracteristica este r2-~3r+2=0 cu radacinile n="1r,=2 (deci sun-
tem in primul caz). Functile #{f)=e’, f,(t)=e* sunt solutii liniare independente pentru
ecuatia diferentiala data. Atunci f(f) = ce! + c,6%. )

2. Fie ecuatia diferentiala X"(t)+2X'(t)-3X{t)=0. Sa se giseasca solufia f a

acestei ecualii, care s& verifice conditile £(0)=1,f{(0)=-2.

Solufie: Ecuatia sa caracteristica este r?+2r —3=0 si are ca radacini 1, =1, = -3.
Deci o solulie oarecare va fi de forma f(f)=cie'+ cze“"'.
determina din sistemul:

Constantele ¢, c, se

1

|
T4 Dedl, #(ty=-tet £ 3o,
3 D

4

3. Rezolvati ecuatia diferentiald X *(t)-2X'(t}+5X(f)=0,
Solutie: Ecualia caracteristics este r2-2r +5=0 i are raddcinite complexe 1+2i §i
1-2i, adicd a=1,p=2 Fundile f(t)=e'cos2t, f{t)=e'sin2t sunt solutii liniar
independente ale ecuatiei diferentiale date. O solutie oarecare va fi de forma
f(t)=&'(c,cos2t + ¢, in 2t).

4. Rezolvati ecuatia diferentiala X "(t)-8X"(t)+16X(t)=0.
Solufie: In acest caz, ecuaia caracteristica este 1% —8r +16=0 $i are r3dacina dubla
fry=4. Functile. f(t)=e*,f(t)=te* sunt solufii liniar. independente ale ecuatiei

€+ Cy =F(0)=1
01 =3¢c, =f'(0)=-2

diferentiale date, deci solutia generala va fi de forma () = e*(c, + ct).
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Definitii: Dacd E(X) §i F(X) sunt expresii algebrice, atunci E(X)<F(X);xeDcR;
D#@ se numeste inecuatie numerica'. D se numeste domeniul de existentd a
inecuatiei, £(X) $i F(X) se numesc membril inecuatiei. Daca existd acD astfel
inclt E(a) < F(a), atunci o se numeste sofutie a inecuatiei. Multimea tuturor solutiilor
unei inecuatii se noteaza .

Doua inecuatii cu muitimile solutiilor egale se numesc inecuatii echivalente. Doua
inecuatii care trebuie sa aiba solutii comune formeaza un sistem de inecuatii.
Proprietafi:

« Prin adunarea sau inmultirea ambilor membri ai unei inecualii cu o expresie

algebrica pozitiva se obfine o inecuatie echivalenta.

« Prin inmulfirea ambilor membri ai unei inecuatii cu o expresie algebrica negativa

se obtine o.inecuatie opusa {cu semnul de inegalitate schimbat).

Pentru rezolvarea unui sistem de inecuatii se va solutiona fiecare inecuatie, dupa
care se vor intersecta muitimile solutie.

6.1.Inecuatii de gradul 1 cu o necunoscuta

Definifie: O inecuatie de forma ax+b <0, cu a,beR,a=0 se numeste inecuatie de

gradul 1 cu 0 necunoscuts.
Multimea solutiifor inecuatiei de gradul 1 ¢u o necunoscuté poate fi:

Cazul ax+h<0 ax+bz0 ax+h<0 ax+bh>0
oo [l L] o] )
a a a a

ax+b<0 ax+b20 ax+h<0 ax+hb>0

o L B e

Atentie! La inmuitirea membrilor unei inecuatii cu un termen negativ, sensul inegali-
tatii se schimba.

Exemple:

1. 2x—5>0@2x>54:x>gwxe(g,+w)'

2. 3x+8<0e3xsboxs 2 xe(0-2)
3 —2x+4>0 -2x> 4 j{~1) = 2x<d & x <2 X e(-0,2).

6.2. Inecuatii de gradul 2 cu 0 necunoscuta

O inecuatie de forma ax2 +bx+cROGabceRa=0xeDcR, unde R este una
dintre relatiile <", ,>”, ,<", ,2", se numegte inecuatie de gradul 2 cur 0 necunoscuta.
Dacid 4208 x X, sunt solutile reale ale ecuatiei ax? + bx+¢ =0, atunci solutiile
inecuatiei sunt:
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Cazul Inecuatia [ Solutie
250 ax+bx+cs0 |$=[q, N0
ax?+bx+020 |S=((-=x]U[xo)N0

Cazut Inecuatia Solutie

220 ax?+bx+c<0 $=(xp %)ND
ax? +bx+c>0 $={(-0x)U(xp0)ND
axt+bx+c<0 §={(=0.x,]U[x00)ND

ac0 a4 bx+c20 $=[x.x,}ND
ax?+bx+c<0 $={(—=0,x)U(x )N D
ax® +bx+c>0 $=00.x)ND

in cazul In care ecuatia atagata nu are solutii (A <0 ), atunci distingem urmétoarele

situatii:
Cazul Inecuatia Solutie
250 ax+bx+c<0 $=@ND=2
ax+bx+c>0 s=RND=D
aco |@lrbxic<0 $=RND=D
: ax? +bx+c>0 5=GND=0

Obssrvafie: Solutiile se pot obtine ugor din tabelul cu semnut functiei de gradul 2, pre-

zentat in capitolul ,Functi.
Exemple:

1. S4 se rezolve inecuatia x?-3x+2<0. Solufie: Ecualia atasats este
x2~3x+2=0, cu radécinile x,=2,x, =1. Tabelul corespunzator cu semne este:

X = 1 2_ im
x2-3x+2 |+ 0 - 0 + =>xe[12]
2. 83 se rezolve inecuatia —x*+5x-6>0. Solufie: Ecuatia atagata
-x2+5x-6=0 are radacinile x,=2,x,=3. Tabelul corespunzator cu semne este:
X -0 2 3 o0
_x24+5x—6| — 0 + [} - = xe(2,3).

3. S se rezolve inecuatia x%+x+1>0.

Solufie: Ecuatia atagata este x*+x+1=0 gi ny are radacini reale. Tabelul corespun-

zétor cu semne este:

X —0

X2+ x+1 + + +

Deci, solutia inecuatiei este x e R.
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6.3. Inecuatii rationale

a. Inecuatii sub forma de produs: (ax+b)cx +d)20

Etape de rezolvare:
» se cauta radacinile pentru fiecare factor al produsului:

ax+b=0ax:‘§; cx+d:0<:>x=—%;

+ se construiegte un tabel de semn, in care pe prima linie se trec, in ordine
crescétoare, valorile obtinute anterior pentru x, iar pe celelalte linii, semnele
pentru factorii din produs; pe ultima linie se trec semnele produsului, utilizand
regulite de inmultire a semnelor;

+ solutiile inecuatiet se obtin tot de pe ultima linie: intervalele pe care apare
semnul (+} vor fi rezultatele inecuatiilor de tip (>) sau (2), iar cele cu semnul (=)
vor fi rezultatele inecuatiilor de tip (<) sau (s).

Exemple:

1. S se rezolve inecuatia (2x +5)(-x+4)<0.

Solutie: 2x +5=0< x= —g §i —x+4 =0« x =4. Construim tabelul cu semne:

5
x - > 4 +0
2x+5 i 0 + + + +
—x+4 +  + + + 0 — —
(2x +5)(~x +4) - - 0 + [ - -

in concluzie, x & (—oo —g) U4, + ).

2. Sa serezolve inecuatia (-x+2)(x +1)(x+3)20.
Solutie: Radacinile factorilor din produs sunt obtinute din:
X+2=0-x=-2cx=2; x+1=0= x=-1; x+3=0& x=-3.
Tabelul cu semne va fi:

X —0 -3 -1 2 +oo

—X+2 + + o+ + + + 0 - —
cx+1 - - - - 0 + + + +

X+3 — - 0 + + + o+ + +
(=x+2)(x+){x +3) + +' 0 - 0 + 0 - -

Deci, x &{—0,-3]u[-12].

b. Inecuatii sub forma de fractle LALIN

Etape de rezolvare: Algoritmul este cel expus anterior la inecuatji sub forma de produs,
cu exceptia faptului ca pe ultima linie, in dreptul radacinilor numitorului, se va trasa
bara verticald, deoarece in acele valori fractia nu este definita.

Exemplu: $3 se rezolve inecuatia ——— 2x+8 s0.
x+4

Solutie: Am vazut deja radécinile celor doi factori din fractie, aga c& vom trece direct la
constructia tabelului cu semne.
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5
- -2
2
2x+5 - - 0 +
—x+4 + + + +
(2x +5) o .
{~x+4) B B

Solutia inecuatiel este x e [—wﬁg] U (4, +w).

c. Inecuatii rationale atagate unei fractii rationale

Definifio: Se numeste inecuafie rationald atagata unei fractii rationale o inecuatie

numericé de forma

Solutie: Metoda 1: Rezolvarea a doua sisteme de doud inecuatii, conform tabelului:

Px)

)RO unde & este una din relatiile <; >; <; > .

Inecuatie Sisterm echivalent

PO o | Pxy>0; Qx>0 sau Px) <0 Q(x) <0
Q(x)

Px) ! !
Q(x)<0 P(x}>0; Q(x)<0 sau P(x)<0; Q(x)>0
Px) . .
Q(x)>0 P{x}=0; Q(x)>0 sau P(x)s0; Qx)<0
PO <o | oz 0 Qx)<0 sau Px)<0; Q(x)>0
Q(x)

Metoda 2: Inregistrarea rezultatelor inegalitatilor intr-un tabel cu semnele factorilor:
X Radécinile ecuatiilor atagate numitorului si numéaratorului (in ordine)

P(x) [Linia semnelor functiei de la numarator

Q(x} [Linia semnelor functiei de la numitor

P(x) |Semnele rezultate inmuitind semnele corespunzatoare de pe

QX lanterioare

Exemplu: S4 se rezolve mecuaua

x +3x+2
»7x+12

Solutie: Trebuie s8 avern unul din urmatoare!e doud cazun:

VxR +8x+2208i X% = 7x+12> 0= X -0, - 2)U -1+ o] §1 x € (~0, 3) L (4, + 0);
v o x?43x+2508i X - Tx+12<0= xe -2 N3 4)= x e D

Folosind cea de a doua metoda, obtinem:

X o ~2 -1 3 4
X2 +8x+2 0 - + +
x2-7x+12 + 9 [
2
x2+3x+2 . 0 _ 0 . | |
x5 =Tx+12

Deci, multimea solutiifor inecuatiei este § = (-, ~

21UI-1.3)U(4, + ).

liniile
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Definitie: Se numeste inecuatie irationald o inecuatie numerica in care apare cel putin
un radical care contine necunascuta. Se disting doud cazuri diferite.

1. Indicele (ordinul) radicalului este impar. Atunci nu apar conditii speciale de
existenta a solutiei.
2. Indicele {ordinul) radicalului este par. Atunci functia radical este definita pe R,
cu valori In R, prin urmare vor aparea conditii de existenta a radicalului.
Rezolvarea inecuatiilor irationale se bazeaza pe monotonia functiei radical. De exem-
plu, multimea solutiilor inecuatiei irationale m<m unde P(x),Q{x) sunt ex-
presii numerice, este §={xeD|P(x)<Q(x)}, cu D={xeR|P(x}20;Q{x)}20}.

Exemplu: S se rezoive inecuatia x +20 —vx~1>3,
Solutie: Domeniul de existents este D={xeR{x+2020; x-120}=[1 ). Deoarece
pe {1») functia radical este strict crescitoare $i x+20>x-1 rezultd ci

Jx+20 >x =1, deci ambii membri ai inacuatiei sunt pozitivi. Atunci:
X+204x~1-2Jx+20)(x—1)>9 <> x+5> fix+20)0(x—1) =

K2 +10x+25> X2 +19x- 20 @ x <5 = $=[15).

6.5. Inecuatii exponentiale

Rezolvarea unor astfel de inecuatii se bazeaz3 pe proprietétile de monotonie ale
functiilor exponentiale si logaritmice.

Dupd cum se stie, functia exponentiald este crescitoare cand baza este
supraunitara i descrescatoare cand baza este subunitars.

Pentru inecuatii mai complicate se rezolva ecuatia exponential# atagata, dupa care
se realizeazd tabelul de semn corespunzator, Poate apdrea una din cele doua situatii
de mai jos:

’ ag‘”>a""‘)® 9(x)> h(x)
T las1 a>1 '

N {35"” e {g(x) <hix)
O<a<1 O<a<1
Exemple:
1. S& se rezolve inecuatia 2* > 4. R
Solutie: Deoarece 4 = 2, vom avea 2* >2?, deci x>2, deoarece funcfia fx) = 2*
este strict crescatoare pe R.

2. & se rezolve inecuatia 377 > %

Solutie: Tinand cont ca %:3'2, obtinem 3°-% 532 De aici, folosind monotonia

functiei exponentiale cu baza supraunitard, rezultd inegalitatea x2-3x>-2, adica

X —3x+250." R
Rezolvand inecuatia avem x (o, U (2,+w).
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3. Sé se rezolve inecuatia A < +
345 3711
. ' ' 1 1 2(3*-3)
Solufie: Inecuatia este echivalentd cu - <0
f - F+5 31 (3 +5)3 -1
Tabelul de semn corespunzator este:
X -1 1
¥-3 - - -
31 - 0 +
23" - 3)
PR o A + - 0 +
(3% + 53 -1) !
Deci §=(-11).

6.6. Inecuatii logaritmice
Ca §i in cazul inecuatiilor exponentiale, este necesard cunoasterea monotoniei
functiel logaritm de bazd a>0,a =1, definité prin f:(0,+w},f(x)=log, x. Pentru baza

supraunitar ea este strict crescitoare, pentru baza subunitara e strict descrescatoars.
Apar urmatoarele situafii:

a |ogag(x)>0© g(x)>1 b, Iogag(x)<0© 0<g(x)<1
a>1 a>1 a>1 a>1

e Iog!,g(x)>0t> 0<g(x)<1 q, Iog,g(x)<0@ g(x)>1
O<a<1 O<a<1 Q<cac<i O<a<i

Pentru inecuatii mai complicate se cautd rescrierea sub forma unui singur logaritm
(folosind proprietatile logaritmilor si schimbarile de baza) si apoi se identifica unul din
cazurile de mai sus. O altd metoda de rezolvare este cea de la inecuatiile exponentiale.

Exemple:

1. S se rezolve inecuatia log, (x - 1) >~2.
5
Solutie: Scriem pe — 2 sub forma -2 =log 25 i obtinem log,{x — 1} >log, 25. Deoare-
5 5 H

ce baza ;;— a logaritmului este subunitara, rezulta ca intre argumentele (x — 1) si 25 ine-

galitatea fgi schimba sensul (functia definitd prin relatia g(x)= Iog1 x este descres-

catoare), deci x - 1<25 in acelagi timp punem si conditia de ex|stenta a logaritmului
initial, x 1> 0. Obtinem pentru x valorile posibile x<(1,26).

2. 84 se rezolve inecuatia 1< 3% 1 <9,
Solufie: Logaritmul find o functie crescétoare, sirul de inegalitati se poate scrie in forma
echivalents: log;1<log, g ¢ 10g,9, sau in forma 0 <| x* - x|<2, semnul expresiei
x* - x fiind cel dat in tabelul de mai jos:

x| = 0 1 +o0
x%-x | + + [N - 0 + +
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In rezolvarea sirului de inecualii mentionat anterior se disting urmatoarele doua cazuri:

Cazuf 1: Daca x € (—»,0)U(4,+o), atundi girul de inecuatii devine 0 < x? — x <2 si este
2

echivalent cu sistemul de inecuatii: {X x>g care In multimea (-o,0)U(1,:0) are

x*-x<

multimea de solutii (-1,0)U(1,2).

Cazul 2: Dacd xe(0,1), atunci sirul de inecuatii devine 0<-x®+x<2 si este
¥3

echivalent cu sistemul de inecuatii: { arx>0 care nu are nici o solutie real3. Deci

! 2 i
—X“+Xx<2
inecuatia initiala are multimea de solutii (~1,0)U(1,2).
3. S& se rezolve inecuatia log,(x? - 8x + 2) <logy(x* + X +1).
x¢=3x+2>0

2
Solufie: Logaritmii exists, daca x verifica simultan conditiite:
XS+ x+1>0

. in aceste

+1
Deoarece baza logaritmului este supraunitara, solutiile sale sunt date de sistemul de
X2 —3x+ 2
X +x +1
inecuatii: {x2-3x +2>0 giatunci xe (%1] v (2,).

conditii, inegalitatea din enunt se scrie in forma echivalenta: log, [—MJE) <0.
X%+ x

X +x+1>0

4. Sa se rezolve inecuatia log . w1(2x2 -x-1< Iogxz'm(ax2 ~4x+1).
Solutie: Logaritmii au sens, daca x verificd simultan conditiile:

2x2 ~x~1>0
X2 -4x+1>0
Pax+1>0
X x 4121
Inecuatia se poate scrie, In conditile de mai sus, in forma echivalenta:
092, 1 [32:%);_%]] <0. Tinand cont ¢&, pentru unele valori ale lui x, baza este sub-

unitard, iar pentru altele supraunitara, solufiile inecuatiei se obtin reunind solutiile
urmétoarelor sisteme de inecuatii:

2x2-x~1>0 | 2x%~x-1>0
3x%-4x+1>0 3x°-4x+1>0
X +x+1>0 si ax+1>0
X +x+1<t x4 x+1>1

23 -x-1
3x%-4x+1
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care sunt echivalente, respectiv, cu sistemele:

pentru orice x real. Solutiile sistemelor se gasesc in tabelul urmator:

232 -x~1>0
3x%-4x+1>0
X +x<0

-x2+3x-2
3x2 —ax +1

>0

22 -x-1>0
3x%-4x+1>0

x2+x>0

-x>+3x-2
3x% - 4x +1
Din sisteme a fost exclusa inecuatia x2+ x+1>0, inegalitate care este verificatd

X - -1 —% 0 % 1 2+
2x% —x -1 + - - - - - 0 + +
3x% ~4x+1 + + + 0 - 0 + o+
2+ x + 0 - 0 + + + + +
Ke3x-2 | - - - - - - - 0 + 0 -
2
-x*+3x-2
Errrr i e R

Pentru primut sistem avem;

23 -x-1>0 xe(—w,—%)UU.m)

3x2—4x+1>0<:xe(—m.%)U(1-'+°°)

x2+x<0<:>xe(—1,0)
-x2+3x-2
3x% —ax+1

S0e Xe(%,1)U(1,2)

Pentru al doilea sistem avem:

2 -x-1>0 xe (m,~%)U(1,+w)

3 ~ax+1>0e xe(—co,%)U(hw)

X2 4X>0 e x & (0, ~)U(0,+0)
-x*+3x-2
3x% - 4x+1

0o XE(—w,%)U(2,+m)

Solutia pentru fiecare sistem se obtine intersectand intervalele obtinute ca solutji
pentru inscuatiile din sistem.
Se constata ¢ primul sistem nu are solutii, iar muitimea solutiilor celui de al doilea
sistem este intervalul (2,+w).




	[image: image70.png]Capitolul 7: Elemente de matematici financiare

7.1. Dobénzi

Definifie: Dobénda este suma de bani primitd pentru un capital plasat (dat cu imprumut
sau depus la bancd). Dobanda este direct proportionald cu valoarea capitalulului
plasat, dar depinde $i de durata plasamentului, Raportul procentual dintre dob&nda si
capitalul plasat se numeste rata dobanzil.

Exemplu: Un capital de 100 lei (1 000 000 lei vechi) este plasat pentru a produce o do-
bandé de 42 lei (420 000 lei vechi). Deci, rata anuald a dobanzii este de 42%. Rata

funara a dobanzii va fi (%]% adica 3,5%.

a. Dobéanda simpla

Dobénda simpld apare atunci cand aceasta este direct proportionala cu timpul de
plasament gi cu rata dobanzii. Fie S capitalul initial, plasat cu dobanda simpla pe o
perioadé de n ani, cu rata anuala a dobanzii d. Dobanda (D) corespunzétoare fiecarui
an de plasament este: D = Sd,

Dupa un an, capitalul S produce o dobanda D = D = Sd, iar suma obtinuta va fi:
S;=8+Dy =8+ Sd=3(1+ d). Dup doi ani, dobanda va fi: D,= 2D = 25, iar suma
obtinutivafi: S; = S+ D, = S+ 28d = §( 1+24d).

Dupa n ani, dobénda va fi: D, = nD = nSd, iar suma obtinuta va fi:

S, =8+ Dn=S+nSd=8(1+nd).
Exemplu: O persoana depune la o bancd suma de 1500 lei (15 milioane lei vechi), in
plasament cu doba&nda simpla, cu o ratd anuald a dobanzii de 45%. Ce suma va avea
in banca dupd 3 ani?

Sofufie: Avem S =15-107 lei, n = 3, d = 0,45. Suma totald oblinuts dupé tref ani este:
8, = 5(1+3d)=1510%(1+30,45) = 15- 235 = 3525 lei (35250000 lei vechi).

b. Dobénda compusa

Dacé un capital este plasat cu dobdndd compusd, dobénzile produse pentru fiecare
pericadd de plasare sunt integrate in capital (capitalizate) si produc la randul lor
dobanda.

Fie S capitaiul initial, plasat cu dobanda compusa pe o perioada de n ani, cu rata
anuala a dobanzii d. Dupa un an, dobanda obtinuta este D, = Sd. Aceasta, adaugats la
capitalul initial S, da suma totald S; = S+ Dy = § + Sd = S(1 + d) si devine capitalul care
va produce dobanda in al doilea an.

Dupé doi ani, dobanda obtinuta va fi D, = S,d = Sd(1 + d) §i se adaugé la capitaiul
existent Sy, de unde S; = S; +D, = S(1+d) + Sd{1 + d)= S(1+d)...

Dupd n -ani, dobinda obtinuta va fii D,=S8d(1+d)"", ar suma totald va fi
S, =S(1+4dy.

Exemplu: S& se calculeze dobanda obfinuta dupa doi ani prin plasarea cu dobanda
compusé a sumei de 200 lei (2 milioane lei vechi), cu rata anuala a dobanzii 52%.
Solutie: Avem S =2-102 (lei), n =2, d = 0,52. Dup4 doi ani, avem dobénda:

D, = Sd(1+d)=2-107.0,52(1+0,52) =2-52.1,52 = 158,08 lei (1580800 lei vechi).
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7.2.Credite

Definitie: Prin credit se infelege o suma de bani Tmprumutats, care urmeazé a fi
restituitd esalonat, insolitd de o doband3. Actiunea de acordare a unui credit se
numesgte creditare. in procesul creditarii intervin doi factori: creditorul (cel care acorda
imprumutul) si debitorul (cel care primegte imprumutul).

Restituirea credituiui se numeste rambursare. Rambursarea unui credit insotit de
dobandéa se poate face ntr-o singuré tranga sau in mai multe (esalonat). Termenul de
platd la care trebuie ramburgat creditul se numeste scadentd.

in functie de perioada de rambursare, exista credite pe termen scurt (cu rambursa-
rea Tn cel mult un an), credite pe termen mediu (cu rambursarea in 1-5 ani) si credite
pe termen lung (cu rambursarea in.mai mult de 5 ani).

‘a. Rambursarea creditului intr-o singura tranga

Pentru creditele pe termen scurt sau mediu, rambursarea creditului se poate face
ntr-o singura tranga (la scadenta), astfel: fie S valoarea creditului si d rata anuald a
dobanzii.

* pentru un credit pe termen scurt, dobanda se calculeaza de obicei dupa for-

mula dobanzii simple: D= % unde m este numarul de zile pana la scadenta.

Suma totald datorata la scadenta este :
S,,,=S+D=S+Sd—m:8(1+d—m];
360 360

« pentru un credit pe termen mediu, dobanda se calculeaza de obicei dupa
formula dobanzii compuse. Astfel, dac scadenta este la n ani (1 < n < 5) dupa

acordarea creditului, dobanda datorata este D, = Sd(1+n)"™", iar suma totald
care trebuie platits este: S, = S(1+4)".

Exemplu: Sa se calculeze suma care trebuie platita de un debitor pentru un credit in
valoare de 7 200 lei (72 milioane de lei vechi), cu scadent la 120 zile de la acordarea
creditului si rata anualé a dobanzii 10%.

Solutie : Avem S =72-102 (iei), m = 120 {zile), H= 0,1. Suma totald datorata este:

—] =7440 lei (74400000 lei vechi).

b. Rambursarea creditului in trange (rate) egale

Rambursarea creditului se poate face in trange egale, astfel: in fiecare an se
plateste aceeasi rata din credit, pius dobanda la creditul nerambursat (in regim de
dobénda simpla).

Fie S valoarea unui credit rambursabil Tn # ani Tn rate egale, cu o ratd anuald a
dobanzii d. Suma totald rambursatd anual, denumitd si anuitate, va include rata si
dobanda pentru fiecare an.

in tabélul urmator este prezentatd modalitatea de rambursare a creditului:
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Suma de rambursat la P "
An Ratd Tnceputul ariivi Dobanda Anuitate
1 s S Sd Bl +8d
n n
2 S {(n-1)8 (n-1Sd §+ (n-1)Sd
n n n n n
R s (n-2)8 (n~2)Sd S, (1-2)sd
n n n n n
B s (n-k+ 1S (-k+1)Sd | S (n-k+1Sd
n n n n n
S S Sd S Sd
n = - — ——
n n n n_n

Notéand cu ..., S, anuitaile, rezultd c2 suma totala de plata este :

528,48, 4.4, »n-—s—+8d(1+n -,n= 2+...+l]=
n n n

=5+ ti2s a5, 300D 5{1 ("“21)"]

Exemplu: O firma contracteaza un fmprumut de 3000 lei (30 milioane lei vechi), cu rata
anuald a dobanzii 25%, rambursabil in sase transe anuale egale. Sa se calculeze
dobénzile anuale, sumele anuale de plata si suma totala de piata.

Solutie: Avem S =3.10° (lei), n=86, d=0,25.

Rambursarea imprumutului $i plata dobanzilor aferente se va face conform
urmatorului tabel, numit tablou de rambursare:

Tranga anuala | Credit nerambursat | Dobanda anuai3 Sur}\aé(éa?;ﬁlléeide
An (mil lei vechi/ {mil lei vechi/ sute {mil.tei vechi/ vzchi/ suté lei
| sute lei noi} lei noi) sute lei noi) noi)
1 5 30 15 12,5
2 5 25 6,15 11,25
3 5 20 5 10
4 5 15 375 8,75
5 5 10 25 7.5
6 5 5 1,25 6,25

Suma totald de plata va fi:
S§'=8;+...+ 85 =1250 + 1125 + 1000 + 875 + 750 + 625 = 5625 lei (56250000 lei vechi).

7.3.Amortizarea

Definitii:
« Prin capital fix se inteleg constructii, utilaje, magini, instatatii, echipamente etc.
« Prin amortizarea capitalului fix se infelege procesul de recuperare treptatd a
valorii capitalului fix.
« Prin duratd de amortizare se Inielege timpul necesar recuperém |ntegra|e ava-
lorii capitalutui fix.
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» Amortizarea anuald reprezintd partea din valoarea capitalutui fix recuperata
ntr-un an.
Vom trata in continuare amortizarea in cote egale, denumita si liniard (amortiza-
rea anuald este aceeasi in fiecare an pe toatd durata de amortizare).
Notatii:
A - amortizarea anuala;
V - valoarea capitalului fix;

n —durata de amortizare. Avem A= %

Procentul din valoarea capitaluiui fix reprezentat de amortizarea anualad se numeste
coté liniard de amortizare. Notand cu C; cota anual de amortizare, avem:
A 100
Cp =5 100% ==—%.
Fie V valoarea unui utilaj cu 1ermen de amortizare n ani. Procesul de amontizare
este prezentat in tabelul urmator, numit tablou de amortizare:

A Amortizare { Rata anuala Valoare Procent de Valoare ramasa
" anuald de amoriizare | amortizatd | amortizare de amortizat
| v 100, v 100, -
n n n n
2 v 100, v 200, (n-2y¥
n n n n
2| ¥ 00, W 300, =3y
n n n n
B v 100, KV 100k, -k
n n n n
nloz 100, v 100% 0

Exemplu: Valoarea unei instalatii este de 3600 lei (36 000 000 lei vechi), iar amortizarea
. anuald este de 900 lei (9 000 000 lei vechi). Sa se calculeze durata de amortizare si
cota liniaré a amortizarii.
. v 3600 et A
Solutie: Avem n=—=n=-——=4(ani)si C, =—-100 =25%.
fie: Avel 7= 1= ggo ~ @ni)si G =710 %

7.4.Costul de productie

Definifie: Costul reprezintd totalitatea cheituielilor efectuate pentru realizarea de
produse sau servicii.
Dupa dependenta lor de marimea productiei, costurile se clasific in:
— costuri fixe (care nu depind de volumul productiei);
— costuri variabile (care depind de volumul productiei).
Dupa natura cheltuiefilor, costurile se ciasifica in:
— costuri materiale;
— costuri salariale.
Notatii:
CT — costuri totale {costul productiei);
CF — costuri fixe;
CV — costuri variabile;
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Cinat— costuri materiale;
C, — costuri salariale;
CF e — costuri fixe materiale;
CF, — costuri fixe salariale;
CVimat— costuri variabite materiale;
CV, ~ costuri variabile salariale;
Q ~ volumul productiei.
Avem relatiile:

1. CT=CF+CV.

2. CT=Cpa+ Cs.

3. CF = CFpq+ CF,.

4. CV=CVppy+ CV,

Raportul dintre costul total si volumul producliei se numeste cost unitar si se

noteazd C7, . Atunci avem: CTU:%. Raportul dintre costul variabil si volumul

productiei se numeste. cost variabil unitar gi se noteaza CcV, = %

Exemplu; Cheltuielile efectuate de o firma pentru realizarea unor produse sunt: 3000 lei
(30000000 lei vechi) costuri fixe, 4500 lei (45 000 000 lei vechi) costuri variabile, 1500
lei (15000 000 lei vechi) salarii directe, 600 let (6000 000 lei vechi) amortizari gi 750 lei
{7500000 lei vechi) salarii indirecte.

84 se calculeze costui total, costurile fixe materiale i costurile variabile materiale.
Solufie: Avem CF =3-10° (lei). CV =45-10° (i), CV, =1,5-10° (iei), A=6-107 (i),
CF, =7,5.107 (lei). Atunci:

CT=CF+CV=7,5-10° = 7500 (fei);
CF iy = CF - CF, = 3000 - 750 = 2250 (lei);
CVypat = GV —CV, = 4500 -1500 = 3000 (lsi).

7.5. Profitul. Rata profitului

Definifie: Prin profit se intelege venitul obtinut de o firma prin compararea efectelor cu

eforturile de a realiza produse (bunuri, servicii) competitive. Astfel, profitul reprezint

diferenta dintre totalul veniturilor si totalul cheltuielilor sau dintre valoarea productiei i
" costul totat:

P=VT-CT=pQ~CT,
unde: P— profitul; VT — venituri totale; CT — costul total;
P — pretut unitar (pretul unui produs); Q — volumut productiei (numér de produse
vandute). .
Raportul procentual dintre profit $i cost se nhme$te rata profitului §i se noteaza r,:

I3
1y = 5= 100(%).

Exemplu: 40% din valoarea productiei unei firme sunt cheltuieli materiale, jar profitul
reprezintd jumitate din cheltuielile salariale. S3 se afle ce procent din incasan
reprezinté profitul si cat este rata profitului,
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Solutie: Avem Gy = %vr $i C, = 2P, Rezults ¢4 CT = %w +2P §i P=VT-CT=

:%VT -2P, de unde P :%A Profitul reprezinta 20% din incaséri. Atunci costul total

reprezinta 80% din Incasair §i avem r, % -100 = 25%.

7.6.Taxa pe valoarea addugatd

Definitie: Taxa pe valoarea addugatd (TVA) este un impozit care se aplicd asupra
operatiilor de vanzare-cumpérare (de transfer al bunurilor §i prestari servicii).

Altfel spus, presupunem ¢a o firma cumparéd un produs cu valoarea v,. 1l prelucrea-
za sau Tl imbunatafeste, vanzéndu-l cu valoarea vy, evident mai mare. Diferenta se
numeste valoarea addugatd.

Valoarea TVA rezults din aplicarea unei cote {exprimata printr-un rapon procentual)
asupra valorit addugate. in Romania, cota TVA este 19%.

Impozitarea bunurilor, produselor sau servicillor are loc atat la cumpérare, cét si la
vanzare, astfel; s& consideram firele Fy, Fy, Fz,..., Fm,-.. . S& presupunem ca firma F,
cumpdra un produs de la firma £, .4 §i it vinde firmei Fp.q (72 1).

Pentru firma F, notam:

¢, — pretul de cumparare al produsului;
— pretul de véanzare at produsului;
a,— valoarea addugata.

Avem relatia: ¢, + 8, =v,(n 2 1). Relatie echivalentd: a, =v, .-c,.

Dac# notidm cota TVA cu p, atunci TVA, = pa, (TVA, se numeste TVA de platd sau
TVA datorata).

Obtinem astfel sirurite (Colpa1, (Viaots (@adeet, (TVAR)m, Intre care au loc relatiile:

Cp =Vpa
Cphy=6,+a, (nz1)
TVA, =pa,

Pentru firma F,, pretul de cumpdrare cu TVA va fi egal cu ¢, + pc,, iar pretul de
vanzare cu TVA va fi egal cu v, + pv,,.
Deoarece TVA, = pa, = p(Cart — Co} = PV, — PVsq, reZUltd cé prin impozitarea in
sistemul TVA aceeasi valoare adaugata nu este impozitatd de doua ori.
Avem TVA, = pa, = p{Gp — C,) = PV, — pC,. Valoarea pv, se numeste TVA
colectatd. Valoarea pc, se numeste TVA deductibild.
TVA de platd = TVA colectatd ~ TVA deductibila.
“Taavaae TvAwmcumpiEe
Exempiu: Sa consideram cazul unut produs care trece prin trei operatii de vanzare — cum-
pérare (Fo—F,—F,—F3). 84 presupunem c&:
~firma F, cumpéra produsul de la firma 7, la valoarea vy = 100 si 7 vinde firmei
F, 1a valoarea v, = 500;
~firma F; (care a cumparat produsul la valoarea vi = 500) il vinde firmei F; la
valoarea v, = 1200,
— cota TVA este p = 19%.
Solutie: Avem: ¢y = vy =100, ¢, = v =500, ¢; = v, = 1200, deci:
=gy — ¢y = 400; a,= C3~ 62 = 700;
’ TVA1 =pa, =76, TVA; = pa, = 133.
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8.1. Permutari

a. Definirea notiunii

Fie A={12,.n}. O functie bijectivd 5:A — A se numeste permutare (substitufie)
de ordin n.

Multimea tuturor permutarilor de gradul n se noteazi cu S, sau o, iar elementele

se noteaza cu litere mici grecesti: ¢, y, 6... O permutare se reprezinta astfel:

‘[ 1 2 3 n )
of) o(2) o3).. ofn)

in forma tabelara de mai sus, pe cea de-a doua linie se trec tolf termenii 1, 2, ..., n,
eventual in alta ordine. In cazul functiei identice 14: A — A obtinem permutarea identic,

notatd cu e §i reprezentata: e = (: g ] Numarut de elemente din S, este nl.

Exemple:
1. n=1= 8, are 1 element, permutarea identica a multimii A = {1}.

12
2 n=2=5, are 2!=2 elemente, adicd permutarea identicad e=(1 2] i

ermutarea 12
P 2 1)

3. n=3=§; are 31=6 elemente. Acestea sunt:
12 3)(1 2 3)/1 2 3)(1 2 31 231 23
t23)t32/{21 30231381t 2/\321)
b. Produsul (compunerea") permutirilor

Fie o,ve 8, doud permutdri cu n elemente. Ele corespund ia doua functii bijective

definite pe multimea A cu valori In A, deci are sens s3 vorbim despre compunerea lor,
care va avea ca rezultat tot o funciie bijectivd. cot este, deci, tot o permutare de grad

n, ce poartd numele de produs (compunere) a permutérilor ¢ gi T.
(sot){a)=o(s(a)), vacA

Formal, daca c—(1 2 - "] Pasf 2 ") tunci
g Lot 0@ o o) ¥ Tl w2) . owm)

7( 1 2 W N )
o) o((2)) ... ofx(n))
Conventii: ¢° =g, 6" =" o,
Observatii:
— Nu are'sens sa compunem permutari de grade diferite.
— Pentru permutari de acelasi grad se pot face compunerite ot si to.
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Exemplu: Sa se compuna permutdrile: 5:(12 12 2];1:(1 2 3]_
1.2 3)1 23 1
lutie: ot = -
Soluie: ot (2 1 3](1 3 2] [2
2
1

3).
+f
12 31 3 1 3 5
1= = . De remarcat ¢ ot +# 10.
13 2)2 3 3 2 .
Proprietafi:
+ Asociativitate: g{ot)=(go)t. Yo,0,1€ S,

1 2.n
1 2.n

+ Elemente simetrizabile: orice permutare are inversa:

AN oeN

» Element neutru; 39:{ ] astfel incat ecp=goe=¢, VoeS,.

VpeS, =39 eS, al. gop =g logp=e

eromptr o1 2 3 A1 {1234
Plie=ly 401 3)7% Tl 1 4 2f

+ Comutativitate: In general, compunerea permutariior nu este comutativa (vezi
exemplul din S,).

Sintetizand, multimea permutérilor S, inzestratd cu operatia de ‘compunere
{inmultire) a permutariior formeaza un grup care nu este comutativ:

¢. Transpozitii
‘Definitie: Pentru /,j & {12....,n},i = j se defineste functia o;: A~ A prin relatiile
j.dacd k=i
oy(k)=1i,dacd k= j. Aceastd functie este o permutare de ordin n §i se numeste
k, dacd k=i
transpozifie. Ea se mai noteaza (ff).
Proprietafi:
o B)=(A)
=1 I’
o )=
o (Y =e
+ numarul tuturor transpozitiilor de gradul n este egal cu numarul perechilor
ordonate {if) avand 1<i < j<n, care este egal cu C,f.
Exemple: ,

1. transpozifi de grad 3: (12):(; f 2] (13):(; i ?] (23):[1 § z]

2. transpozifii de grad 4: (12); (13);(14);(23);(24);(34)."
Teorems: Orice permutare din S, (12 2) se poate scrie ¢a un produs de transpozitii.

2345]

Exemplu: Scrieti ca produs de transpoziii tarea ¢ =
plu. i ca pi ranspozitii permul ] (3 5 12 4
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Solufie: Observam ci o(1)=3sia(3)=1, atunci vom considera transpozitia 1, =(13).
Facem produsul: ¢'=1,006:

— 12 345123435 12 345
=te0= o = .
Oz 2 14535 12445324
6'(2)=5 = 2, deci consideram transpozitia t, = (25). Facem produsul ¢*=1,¢0':
R 12 34 5 _ 12 345 =(45).
15 32 4 12 35 4

Obtinem (45)= 706" = (25)- 1,00 = (25)-(13) o0 = 7 = (13) o (25} o (45).

d. Inversiunile unei permutari. Signatura (semnul) unei permutéri
Definifie: Dacé c < S, este permutare de grad n, o pereche ordonata (i, j) din multimea
M={(i,j)[1<i < j<n} senumeste inversiune a permutarii o, daca o(i)> o(/).
Numarul inversiunilor permutérii o se noteaza mic) (0<m(s)<G2). Numarul

6(0) =(-1/™°) se numeste signatura (semnul) permutsrii o. Dacd &(c)=1, atunci
permutarea se numegte pard, iar daca (c)=~1 permutarea se numeste impara.

Exemple:

2 1
&(6) = (~1)* = -1, permutarea este impara.

1. a=(1 2 2] inversiunile sunt (1,2), (1,3). (2,3), deci m{c)=3 si

2453 1

m(c)=6 $i &(c)=(-1° =1, permutarea este para.

2. c=(1 234 5]; inversiunile sunt (1,2), (1,3), (1.4}, (1.5), (3.4), (3,5), deci

Proprietati:
» Permutarea identica nu are inversiuni, deci este para.
« Transpozitille sunt permutasi impare.
« Signatura produsului a doud permutari este egatd cu produsul signaturilor celor
dou permutari: &(c e t)=¢g(c)oe(t).
« Orice permutare para (impard) este un produs al unui numar par (impar) de
transpozitii.

¢ Multimea permutdrilor pare de gradul n se noteaza cu A, §iare %I elemente.

8.2. Matrice

Fie / un inel comutativ' si mneN'. O functie: A:{1,2,...m}x{12...,n} =/ se nu-
meste matrice numericd de tipul (mn) sau matrice numericd cu m linii si n
coloane, iar a;=A(i,j)e!, element al matricei. Orice element al multimii / se
numegte scalar. Elementul a; </ este elementul pe care functia A 1l asociaza perechii

* Pentru detalii se va consutta capitolul ,Structurf algebrice”. Momentan, vom lucra in multimile
Z,Q, R, C inzestrate cu operatil de adunare si inmullire.
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) e{12,...,myx{12...,n). Tn scrierea detaliata, a; se afla ta intersectia liniei / cu
coloana j. Se va nota: :
A4 82 . By
7
8t 8m2 - Bmn

Notdm #,, (/) multimea tuturor matricelor de tipul (m,n) cu elemente din /.

Elementele acestei multimi se noteaza cu litere mari din alfabetul latin: 4, 8, C....
O matrice de tipul (m,1) se numegte matrice coloana; o matrice de tipul (1,n) se

numeste matrice linie. O matrice cu toate elementele nule se numeste matrice nuld si
se noteazd O, ,. O matrice de tipul (n,n) se numegte matrice pitratica (patrata) de

ordinuf n. Multimea matricefor patratice de ordinui n se noteaza a1,(/).
Proprietati: .
© e Multimea {a;|i= J} este diagonala principald a matricei patrate (a,j), iar
multimea {a,j li+ j~1=n)} este diagonala secundara.
« Matricea patratica cu toate elementele nule, cu exceptia celor de pe diagonala
principald, se numeste matrice diagonald.

« O matrice diagonala avand n linii, cu toate elementele nenule egale cu 1 se
numegte matrice unitate de ordin n i sé noteaza /,.

» Matricele de tipuri diferite nu sunt egate. Doud matrice (a;) si (b;), de tipul

{m.n), sunt egale daca a; = b; pentru orice / = m; j:177,

a. Operatii cu matrice

s Adunarea matricelor

Fie A=(a;) st B=(b;) doud matrice de tipul (m,n). Matricea C={(c;) de tipul
(m.n), pentru care Vi =1m;j=1mc; = a; +b; se numeste suma matricelor A §i 5.
Proprietati:

» Asociativitate: A+(B+C)=(A+B)+C,VA B,CeM,, (/).

« Comutativitate: A+8=8+A VA Be M, (/).

» Element neutru: matricea nula, deoarece A+0,,, =0, ,+A=AVAeM, (/).

» Elemente simetrizabile: orice matrice are o matrice opusa notata ~ A ce verifica

A+(-A)=(-A)+A=0,,,.

Cu acesle proprietati, multimea M., ,(/) inzestrata cu operatia de adunare formeaza o
structura de grup comutativ’,

* Produsul matricelor
Dacd A=(a;) este o matrice de tipul (m.n) si B=(by) este o matiice de tipul

(n,p), atunci matricea C ={c; ) de tipul {m,p), definitd prin c; = Py pentru orice

e

o

(hhye (12...m}x{12.....p}, se numeste produsul matricelor A si

* Detalii se pot obfine Tn capitolul , Structuri algebrice”.
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Proprietafi:

» Asociativitate: A(BC)=(AB)C, VA, B,C de ordin convenabil pentru inmultire.

« Element neutru la stanga i la dreapta: exista doar in cazul matricefor patratice gi
este matricea unitate A-/, =/, A=A VAeM,().

+ Elemente simetrizabile: nu exista in cazul matricelor nepatratice; in cazul matri-
celor pétratice, cautim A~ e #, (1) a.1. A-A™ =A™ A=1, pentru Ae ().
Totugi, nu exista intotdeauna, nici mécar in cazul matricelor patratice.

«+ Distributivitate la stanga si la dreapta fata de adunare;

C(A+B)=CA+CB,VAB & M, ,{1); YC & My ,{1):
(A+BIC = AC + BC, YA B & M, (I} VC & 3, ,(1).

» Comutativitate: nu se pune problema comutativitatii daca nu se pot calcula produsele
AB i BA, in general, produsul a doua matrice nu este comutativ: AB = BA.
Din definiie se poate spune ca inmuitirea matricelor se face linii cu coloane®, aga
cum este ilustrat in continuare.

10—
Exemplu: S se calculeze produsul matricelor A=|2 1 | si B= [0 g 2}
14

3.2+42.3 3.142:.0 3-042.3 3.(-3)+2.3) (12 3 6 -3
Sojufie: AB=12-2+1.3 2.141.0 2.0+1.3 2-(-3)+1.2|=| 7 2 3 -4
12+4.3 1144.0 1.0+4.3 1.(-3)+4.2) (14 112 5
Cu aceste proprietdti, multimea #,(/) nzestratd cu operatiile de adunare i
nmultire a matricelor formeaza o structura de inet, numit inelut matricetor patratice.’
o Puterile unei matrice pdtratice
Daca A este o matrice patratica de ordin n §i p N, se numeste puterea p a lui A
matricea AP =A-A-...-A. Prin definitie, A% =/,.
P factori

Proprietati: A = (A7), APAT = AP*T, (AP)T = AP,

o Inmultirea unei matrice cu un scalar

Fie A :(a,,) o matrice §i 2 e/ un scalar. Atunci AA= A\ = (kav )
Proprietafi:

o 1A=AVAc M, )

o (@+PA=aA+BA VA M, (/) Vo, Bel

+ a{A+B)=aA+aB YABEM,, (1), Yacl

o alpA)={ap)A VA< M, Vo, Bel;

+ a(AB)=(aA)B = AaB), VA € My, (1) B & M, (1) Ve e L

Cu primele patru proprietati, inetul Mo, n(f) Tmpreund cu operatia de Tnmultire cu
scalari In cazul In care L este corp, formeaza o structura de spatiu vectorial peste 1.2

! Detalii se pot obfine Tn capitolul ,Structuri algebrice’.
2 Idem. .
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» Transpusa unei matrice

Dacad A=(a;) este o matrice de tipul {m,n), matricea care se obtine prin schimba-
rea liniilor in coloane sau a coloanelor in linii se numeste franspusa matricei A; ea se
noteaza A” =(a,) i este de tipul (n,m).
Proprietati:

o (ATY =AvVAeM,, ()

o (A+8) =AT+BT.V A Bed,, ()

o (ABY =BTAT VAe M, (i), VB e M, (I);

o (A =AAT VA, (1), VAel

o o matrice patratica A pentru care A= AT se numeste simetricd;

+ dacd A=-A7, matricea A se numeste antisimetrics,

* o matrice patraticd A pentru care AT A= 1, se numeste ortogonali.

b. Minor, complement algebric

Fie A={(a;) o matrice de tipui (m.n). Determinantul’ unei matrice patratice de
ordinul k formata cu k linii gi k coloane ale matricei A, unde k <min(m,n) se numegte
minor de ordinul k §i se noteazi dy. In cazul matricelor patratice se defineste

numarul A, = (-1y*'d,, care se numeste complementul algebric al elementului a,, al
matricei A.

¢. Inversa unei matrice

Fie A=(ay;} 0 matrice patratica. Matricea A™' se numeste inversa matricei A, daca
satisface conditiile: A- A=A A= 1, O matrice patraticd A pentru care det(A)=0
se numeste nesingulard. Altfel, ea se numegte singulard.
Proprietafi:

« o matrice patratica A este inversabila, daca si numai daca det(A)=0;

o (A=A vAen ()

. (ABY'=B7AT VA Bem, ()

s (A =(AT) VA1)

o Ay =2TAT VA (), Vrel.

= Determinarea inversei unei matrice pétratice A

1. Se calculeazad det(A). Daca este nul, A nu este inversabila. Altfel, se trece la pasul
urmator. .

2. Se construieste A7 (se inverseazi finile cu boloanele).

3. Se construieste matricea adjunctd a matricei A,, unde A,, este complementul

algebric al elementului a; din matricea AT.

! Pentru determinanti se va consulta secfiunea urmatoare din acest capitol.
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Ay Ay o A,
‘ o

AM Anz Ann
1 AT
det(A)
Observatie: pagii 2 i 3 pot fi inversati, adica se calculeaza matricea {A;) cu elemen-

4. Se determin inversa matricel: A™ =

tele lui A, apoi se transpune $i se obtine adjuncta A’.
Exemplu:

213 211
Fie A=|1 2 1|=det(A)=—4%0. Transpusaeste A" ={1 2 1|
110 ) 310

2 1 11
(- =1 (-T)=-1 e = 1.{3)=3;
A"()M}u) A12(1)30| =3
1 2
= (-1, =1(-5)=-5;
)
A=t Ap=-8 Ap=t Ay=-1 Ay=-1 Ay=3.
1 35
13 -5 4 3 -5 41 34 41
A=l o3 aA’1=~%1 a1l 3
141 3 S P
4 3 7%

d. Transformari elementare ale unei matrice

Urmitoarele procedee se numesc transformiri elementare ale unei matrice:
1. inmultirea unei linii (coloane) cu un scalar nenul;
2. adunarea la o linie (coloana) a unei alte linii {coloane) inmultita cu un scaiar
nenul;
3. permutarea a doua linii (coloane).
Dac A este o matrice si A' se obtine din A printr-o transformare elementara, atunci
A gi A' sunt matrice echivalente si scriem: A~ A" .

e. Rangul unei matrice .

Fie A=(a;) o matrice nenuld de tipul (mn). Daca exista un minor nenul de
ordinul r <min{m,n} si toti minorii de ordin. r +1 (daca existd) sunt nuti, atunci r se nu-
meste rangul matricei A. Dacd A=0,,, atunci r=0. Rangul unei matrice A se
noteazad rang(A). Pentru a calcula rgngul unei matrice nenule, folosim algoritmul

urmator cu valoarea initiald r =2,

Pasul1: Se verifica daca minorul D de ordinul r este nul.
Daca este nul se cauta un alt minor de ordinut r §i se repets pasul 1.
Daca toti minorii de ordinut r sunt nuli, atunci rang(A)=r -1.

Altfel, se trece la Pasul 2.





	[image: image83.png]Permutari. Matrice. Determinanti 87

Pasul 2: Daca r =min{m,n), atunci rang(A)=r.

Altfel, se bordeaza D cu o linie si o coloana ale matricei date.
Daca minorul obtinut este nenul, se repeta Pasuf 2.

Altfel, se repeta Pasul 1.

24 3 10
Exemplu: $& se determine rangul matricei A= 01 _21 1 —‘3‘ 21
4 -7 4 4 5

Solutie: C&utam un minor nenul de ordinul 2, de exemplu, minorul format din liniile 1, 2 si
coloanele 2, 3, apoi bordam minorul O cu linia 3 i coloana 1. Obtinem minorul D' =0
2 -4 3
s D=1 -2 1
0 1 -
Bordam pe D' cu linia 4 gi coloana 4, apoi cu linia 4 §i coloana 5. Ambii minori sunt nuli.
2 -4 3 1 2 -4 3 0
; _21 _: 2 =g 3 >21 ;: 21 =0. Agadar, rangul matricei A este egal cu 3.
4 7 4 -4 4 -7 4 5

Putem calcula mai rapid rangul unei matrice folosind echivalenta matricelor pentru a
aduce matricea A la o matrice echivalentd diagonald. Vom relua exemplul precedent:

de ordinul 3: D

24 3 10 10 0 00y (t0o 0 00
At 2 14 2] Jv2 0 12 912 2| |00 -1 -9 4
o141 31 01 -1 31|01 1 31
4 -7 4 45 21 2 "5/ lo12 65
Tmparim col.1 la 2,apoi ¢ inmultim  inmultim iinia 2 cu 2, inia 1
<cu 4 $10 adunam {a col.2, apoi cu -1 i 6 adunam [2 iinia
cu -3'§{ 0 adunam la col.3, apoi 2. apoi cu -2 §l 0 adundm
cu -1 $i o adundm la col.4 la linia 4
100 00) {100 0 0 10000
-0 1094 010 0 0| 01000
011 3 1[0 1112 -3 00111
02165/ 021123 00 111
inmultim col. 3 cu -1 si inmuglm col.2¢cu9gio scadem linia. 2 din inia
0 permutam cu col.2 adundm la col.4, apoi 3,"apoi de 2 ori din linia 4 $i
cu 4 §i 0 adunam Ja Tm|par\im coldla12gi
col.5 col.5la-3
10000y (10000
A-]0 10000 J0 1000
00100 (0010 0[
00 100 00000

scidam col.3 din cel4,  In final scadem linia 3
apoi din col.5 din linia 4

Rangul lui A este egal cu numarul de cifre 1 de pe diagonala principala, adica
rang(A)=3. .
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Fie neN'; Ae a4,(1). Se numeste determinantul matricei A numaruk:
det(A)= Y £(0)a5(4y80(2) -+ Bno(ny UNde S, este multimea permutarilor de n ele-
03,
mente, iar &(c) este signatura permutarii c e S,,.
Dezvoltarea detaliatéd 'a sumei din definitie se numeste dezvolitarea determinan-
tufui, Dupd cum /=C, sau /=R, sau =@, sau /=2, atunci det(A) este numar
complex, real, rational sau intreg. Determinantul matricei A se mai noteaza i |A[.

a. Transformdri elementare ale unui determinant

Urmatoarele procedee se numesc transformdri elementare ale unui determinant:

~ inmultirea tuturor etementelelor unei linii (coloane) cu un numar nenul k;

— adunarea la elementele unei linii {coloane) a elementelor corespunzatoare ale
altei linii (coloane) Inmulfite cu un numar nenul k;

— - permutarea a dous linii {coloane).

Proprietafi:
o det(A-B)=det(8- A)=det(A)- det(B), VA, B & M,{/);
o det(AP) = (det(A); p< N', VA € M, (/)
o det(AA)=1A"det(A), VA € 9, (1), VA e f;
o det(AT)=det(A), VA e 3, (/);
o det/,

1

————, VA & M,(1) nesingulard.

FetA) () g

+ Daca toate elémentele unei linii (coloane) ale unui determinant sunt nule,
determinantul este nul.

+ Dacd intr-o matrice se schimba intre ele doua iinii {coloane) se obline o matrice |
care are determinantul egal cu opusul determinantului matricei initiale.

« Dacd elementele unei linii (coloane) sunt proportionale (in particular egale) cu
elementele altei (inii (coloane), determinantul este nul.

+ Daca elementsle unei linii (coloane) sunt divizibile cu un numar ae N";a > 1,
atunci det(A)=a-det(A'), unde A' este matricea obtinuta prin impartirea liniei
(coloanei) respective la a.

« Dacé se aduna la elementele unei linii (coloane) produsul dintre elementele altei
linii {coloane) cu un numar nenul, valoarea determinantului rimane aceeagi.

« Dacé o linie {coloan) este o combinatie liniara de celelalte linii {coloane), deter-
minantul este nul.

+ Fie A= (a,/)l i © matrice patratica de ordin n. Presupunem ci elementele liniei

isunt de forma ay=a'‘y+a"y, oricarearfi j=1,2,....n. Daca A" (tespectiv A")

« det(A”

' Daca A=(ay),_ este o matrice, spunem ¢4 linia j este o combinatie finiard de celefalte

15, j<Am

finii, daca existd &; € R, fe{1,2,....i =1i+1...,n}, ai. are loc relatia

1m. Analog pentru coloane.

ay :A,au +ot h,_,aMi + xMan Fot Amam]
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este matricea care se obtine din A, iniocuind elementele din linia i cu a'; (res-
pectiv a";) pentru oricare j= 1,2, ..., n, atunci det A = det A’ + det A”.

b. Calcularea valorii unui determinant

Dacz n =1, adici A este de ordinul 1, atunci A=(ay;) §i det(A)=a,,.

Dacd n=2, det(A)=

a3 I
" a‘z = 8,489y — 8398y,, adicad din produsul elementelor de
2

821

pe diagonala principala se scade produsul elementelor de pe diagonala secundara.
Dacad n=3, pentru calcularea determinantului se poate folosi regula fui Sarrus:

sub liniile determinantului se copiaza primele doud linii, rezultand un tablou cu 5 linii gi

3 coloane. Din suma produselor elementelor aflate pe diagonala principala si paralele
cu aceasta se scad produsele aflate pe diagonala secundara si paralele ¢u aceasta:

2 1 3
Exemplu: $a se calculeze valoarea determinantului D=(1 0 -2[.
2 -3
Solutie:
2 1 3

10 —2[=2.0-141-(-3)-342:1(-2)-2-0-3-2.(-3)- (-2)—1-1-1=
2 -3 1=0-9-4-0-12-1=-26.
2 1 3
10 -2
Pentru n>3, valoarea determinantului se poate calcula prin dezvoltarea dupé o

finie (coloan). In practica, este recomandabil sa se aleaga o linie {coloana) cu cat mai
multe elemente nule. Vom relua exemplul anterior si alegem pentru dezvoltare finia 2:

2 1 3
D=t 0 -2=(-1*"1. ! 3+(-1)M»o-2 3+(71)2*3~(-2)-2 !
b s 4 -3 1 2 1 2 -3

D=-1-10+0+2(-8)=—26.
Calcularea valorii unui determinant se poate face i prin aplicarea transformérilor

elementare. Urmarim ca pe o finie (coloand) s3 rdmana un singur element nenul. Apoi

se aplicd dezvoltarea determinantului dupa acea linie (coloana). Astfel, ordinul

determinantutui se diminueaza la fiecare pas cel putin cu 1. Acest procedeu se

dovedeste mult mai eficient pentru determinanti de ordin mai mare ca 3.

Exemplu:

1
21 21 21 ?"l : 21 2 g vty ! ! 5
= = (=111 = _
-213-2-213-4()1ﬁ§g 3218
1.0 0 - 1.0 8 o —
{ ' ‘Adunar 1 Deavatm gupa s 2
Adunam coloana (1a | Dezvotam dupa a4 o ou 2 i
Coloanad i 2 ) il

tacu-1 lalined

D= 7(71)3‘2(710)‘; ;| =—(~1)(-10)-2=-20.
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9.1, Definirea notiunilor

Se numeste sistem de ecuatii un ansamblu de m ecuatii cu i necunoscute.

Rezolvarea unui sistem de ecuatii consta in determinarea tuturor n-uplurifor nume-
rice care sunt simultan solutii pentru cele m ecuatii. Daca sistemul nu are nici o solutie,
este incompatibil, daca sistemul are cel putin o solutie, este compatibil;, daca are o
singura solutie, este compatibil determinat.

Doua sisteme de ecualii care au aceeasi multime de solufii sunt echivalente.
Pentru a obtine sisteme echivalente:

— inlocuim una din ecuatiile sistemului cu o ecuatie echivalents;

— Tnlocuim una din ecuatiile sistemului cu o combinatie liniara a celorlalte ecuatii.

Daca o ecuatie a sistemului nu admite solufii, atunci sistemul este incompatibil.

9.2.Sisteme de ecuatii algebrice

Sistemele de ecuafji algebrice sunt sisteme formate din ecuatii algebrice.

a. Sisteme de doud ecuatii de gradul intai cu doud necunoscute
o Metoda reducerii

75x +28y =178

50x -21y=79 "

Solutie: Se decide asupra reduceril uneia dintre necunoscute, x sau y. Deoarece va
trebui s& calculdm c.m.m.m.c. al coeficientilor lor, ne orientdm asupra cazului mai
simplu §i, daca este posibil, asupra acelui caz n care coeficientii au semne diferite.

Exemplu: Sa se rezolve sistemul {

Reducerea lui y Reducerea lui x
75x+ 28y =178 }3 75x +28y =178 |2
{50x—21y=79 |4 {50x—21y=79 -3
{225x+54y=534 {150x+56y = 356
200x -84y =316 -150x+63y = -237
425x+/ =850 / +119y= 119
x=2 y=1

=5={21).

in rezolvarea de mai sus, am redus simultan (in dreapta) pe x $i {in stanga) pe y,
obtinand direct solutia finald. Putém reduce una dintre necunoscute, afiam valoarea ei
§i apoi introducem aceastd valoare n una dintre ecuatiile sistemului pentru a afla
valoarea celeilalte necunoscute.

Exemplificam numai pentru cazul in care reducem pe y:

75x +28y =178|-3 {225x+84y:534
50x-21y =79 |~4 200x -84y =316

425x -/ =850=x=2

x=2 x=2 x=2
_Deci s={(21).
{50x—21y=79¢{—21y=—21Q{y=1 oct 5 = (2.}
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«  Metoda substitutiei

x+3y=6

2x~y=5

Solutie: Din prima ecuatie a sistemului exprimam pe x in functie de y §i l inlocuim in cea de-a
x=6-3y
2(6-3y)-y=5
necunoscuta y; este o ecuatie de gradul 1 cu o necunoscutd. Rezolvim aceasta ecuatie:

Exemplu: $a se rezolve sistemul: {

doua ecuatie: { Acum a doua ecuatie a sistemului contine numai

{;(;f;:)y_yzsa{f;ye;jy . Valoarea lui y o introducem in prima ecuatie, de

x=6-3-1

unde obtinem valoarea lui x: {y -1 =Y {; i ? Solutia sistemului este S = {(3,1)}.

+ Metoda grafica (vezi capitolul ,Functii’)

Tn continuare sunt prezentate cateva tipuri de sisteme des intalnite. Metodele de
rezolvare functioneazi corect, chiar daca necesitd un volum mare de calcule. In cazuri
particulare, se pot folosi cai de rezolvare particulars.

b. Sisteme de forma:
ax+by+c,=0

! 2b1y ' 5 ja =0 b =0sauva =0,c, 20

@ X+ byXy + Gy  +dpX + ey +H =0

Solutie: Se folosegte metoda substitutiei; din prima ecuatie exprimam pe x in funcfie de y:

X =7L”L;—c-L st facem substitutia in a doua ecuatie. Aceasta devine ecuatie de gradul
d

cef mult egal cu 2in y. Solutiile o;; i e {12} genereaza solutia sistemului:

84014 + G, Byt + Cy
8 = {{og, - 1), (%’_#))'

b,
. Cx-y=2
Exemplu: S5 se rezolve sistemul de ecuatii: | 2 .
. x*-5x-y*=-10
=y+2 = =
Solufie: Sistemul devine x=y +2 2 o lXErr 2 < X 64
(y+2F -5(y+2)-y?=-10  |-y-6=-10" |y=4

c. Sisteme de forma:

2 2
X+ by +ey  +dx+ey +£=0
{a‘ By roy” rdxrey+h=0 e =0 (sau ¢,=0)

8,2+ boxy +Coy2 +dyX + €y £, =0
Se rezolva prin exprimarea lui x in functie de y (respectiv a lui y Tn functie de x) din
prima ecuatie: x:—% dacé a, =0 (analog, pentru y), care se Tnlocuieéte n
T
cea de-a doua ecuatie. Rezultd o ecuatie de grad cel mult egal cu 4 ale carei solutii
genereaza solutia sistemului.
2
: " -x+3y=12
Exemplu: S& se rezolve sistemul de ecuatii: X e xedy .
y2-xtex+y=-4
Solufie: Grupdm termenii din prima ecuatie dup3 y si apoi scoatem valoarea lui in
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functie de x; Inlocuim apoi in cea de a doua ecuatie §i aducem termenii la acelasi

=X+ x+12
B == cazul X # -3
numitor = x+3
(X4 X+ 12P + (X% + x + AN x+ 3 + (X + 3)(-—x2 + x +12)=0
_xXPex+12
= x+3
(3% 4 X +12)(~x® + 2% + 18)+ (X2 + X + 4)(x% + 6x +9)=0
_=xtexa12 X x+12 =X x+12
=17 x+3 < x+3 e x+3

-8x° - 24x2472x+216=0  |(x+3)(72-8x%)=0  |8(x+3)}9-x*)=0
Din a doua ecuatie obtinem x =3 i apoi y=1. In cazul x = -3, obfinem din a doua

ecuatie, (cea din sistemul inifial), y = jﬂi deci multimea solutiilor sistemului este:
- «/-3 31t J_
s=((-37038) (3 TV, 5,

d. Sistem de ecuatii omogene de grad 2

s|1x2 +bxy +C1y2 =d;

8,2+ byxy +Cy° =0,
termenului liber din una dintre ecuatii, unmata de rezolvarea unei ecuafii omogene de forma:
ax?+bxy +cy? =0, In care se face substituia y = fx. Se obtine o ecuatie de gradul 2

in t ale carei solutii genereaza muitimea solutiilor sistemului, ce va avea cel mult patru
elemente.

Un sistem de forma: { ;di#0 se rezolva prin. sliminarea

X%+ 3y ~6xy =2

Exemplu: $4 se rezolve sistemul de ecuatii 2 .
X% +2y? —3xy =5

2x2 +3y? —Bxy =2

Solutie: { . Féacand substitutia x =ty,

5, 2x% +3y2 —6xy =2
-2 |4x? 411y -24xy =0
ecuaia a doua a sistemului devine: 4t*-24f+11=0=A'=144-44=10°=

b= 1241; t =% =>X= 12—1y saux = %y, care introduse Intr-una din ecuatiile sistemului

3x% 4—2}/2 - 3xy =5|

vor genera multimea solutiifor acesluia

121 86 2 11
) 7y2+3y2 2y 28 y -Z:»yu-+~—-:x‘ =t T

%y2+3}/2'5,"2=2¢>%}’2:2:>}/3‘4=12ax3.4:i1.

Deci, multimea solutiilor sistemului este:

G )
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e. Sisteme de forma:

2 2
X"+ bxy +Cy +dx+ey+f=0
& 2 brry |y2 ey th CU a1,8,,6,0, #0
BX° + DXy + Gy + ox + ey +£, =0 /
Pentru rezolvare, eliminam dintr-una din ecuatii termenul in y? (sau x?), obtinand
astfel o ecuatie de forma: ax2+bxy+cx+ay+e:0 din care éxprimam pe y functie de x

ax+ox+e

. Astfe] se obtine un sistem de tipul b,
bx+d

(respectiv, pe x functie de y): y=—

X2 +2xy -8y? —Bx+18y ~7=0

Exemplu: 84 se rezolve sistemul de ecuatii: .
252 - Bxy —10y2 3x+ 9y +7=0

3 —8y?- 720 2 82 e
Solue: | PV =8Y -Ox 18y =70 |2 [3*+ 2uy -8y -6x 18y 70
2x245xy»10y2~3x+9y+7=0 —9xy +6y2 +9x - 27y +21=0
x*+2xy -8y? ~6x+18y -7=0 w7
Py T (- 3 -
B ) X242y ~3) -8y +18y =T
x==7 o7 ]
A 3 e = (-12)e S (-3-1)es. Tn cazul y=1 avem

yi-y-2=0 |{y-2)y+%=0
din prima ecuatie x*-4x+3=0, deci X =18 X;=3=L10(3Nes.
Deci, multimea solutiilor sistemului este: § ={(-3:-1), (-%2), (1), (3;1).

f. Sisteme de ecuatii simetrice
Definifie: Se numeste sistem de ecuatii simetrice un sistem de n ecuatii cu n
necunoscute notate x,,X,.....x, n care, folosind proprietatea de comutativitate a

operatiilor de adunare g inmultire; dacad inlocuim necunoscutele prin permutari
circulare, se obfine un sistem identic cu ce! dat, abstractie facand de o eventuald
rearanjare a termenilor ecuatiilor.
Se demonstreaza ca o expresie simetrica In X, X,,....X, e exprima In-mod unic Tn
functie de sumele Viéte de ordin n.
Exemple:
2,2
x : X4y +2Ax+y)=23
1. Sa se rezolve sistemul: ) }’2 e+ 3) .
x“+y“+xy=18

Solutie: Observam ca ecuatiile sistemului sunt simetrice. Vom avea 4 solutii, nu neapa-
rat distincte, nu neapérat reale. Folosind notatiile legate de ecuatia de gradul 2: xy = P;

2 _ = 2 - =
oy =S, putem sere: {(x+y) 2xy +2(x+y) 23@{3 +25-2P=23

(x+yP-xy =19 §-pP=19
$2-P=19 L N {s'=5 {x+y=5
= . Rezolvam ecuatia in S: = =(3:2);(23)es
{sz-zsf1s=0 P=6 "[xy=6 )
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sau {32:‘3 {“yz“an(-s;z);(z;-s)es.

B =-10" lay=~10
X+y+z=5
2. Sa se rezolve sistemul: {Vx +fy +vZ =6
Xy +yz+2zx =49,

Solutie: Conditiile de existentd sunt x 20,y 20,22 0. Ecuatiile sistemului sunt simetrice.
Pentru rezolvare, ridicam la pétrat a doua ecuatie si folosim relatiile lui Viéte,

X+y+z=14 X+y+z=14 X+y+z=14
Vx+Jy+V¥z=6e x+y+.z+2(\/}7+\/;z—+«/§)=36c> M+Jﬁ+x/2_x=11
Xy +yz+2zx =49 XY +yz+2x =49 Xy +yz+2zx =49
x+y+z=14 ) x+y+z=14 x+y+z=14
3 xy+yz+zx+ZW(\/;+‘/;+\/;):121o Joz=6 <> {xyz =36
Xy +yz+2x =49 Xy +yz+2x =49 XY +yZ+2X =49

Formam ecuatia in { ale carei radacini sunt x, y, z. 3 —14t% + 49t - 36 = 0.

Fie f=X*-14X?+49X -36 polinomul asociat ecuatiei. Vom folosi faptul ca
polinomut are coeficienti Intregi, deci orice rédacing intreaga trebuie sa fie divizor al termenului
liber. Multimea divizorilor lui 36 este Dyg = {+142,43,44,16, 9,112,418,136}.

f()=1 -14.1 +49-1-36=1-14+49-36 =0, deci X, =1 este rad#cina, Dupd
impéartirea folosind schema lui Homer, obtinem polinomul g = X* — 13X + 36, cu radaci-
nile x, =4 i x,=9. Ecuatia in ¢ are, agadar, solufiile: ;=1 f,=4; t;=9. Cum siste-

mul este simetric, solutii vor fi toate tripletele care se pot obtine prin ciclarea valorilor
anterioare: S ={(14,9); (19,4); (4.19); (4.9.1); (9.14) (9.41)}.

XXX
1 |14 49 |-38
T 1 -3 36 0

g. Sisteme de ecuatii irationale

Definitie: Se numeste sistem de ecuatii irafionale un sistem de ecuatii care contine
cel putin o ecuatie irationald $i nu contine ecuatii transcendente.

Pentru rezolvare, mai intdi trebuie eliminati radicalii pentru ca rezolvarea s& se
reduc la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice studiat deja. De obicei, eliminarea
radicalilor se face prin ridicare la putere sau prin substitutii convenabile.

Exemple:

1. S&serezolve sistemul: 42 5 9

J2_x-2ﬁ+4ﬁ=,4lx+y+z,

Solutie: Conditiile de existentd a radicalilor sunt: x>0,y 20,z20. Avem:
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X_Y_Z_Xty+tz

_____ 16
&7~2@+4J§=:}x+y+z 2% - 10k+12k—4(§z 4k =2k

k=0=>x=y=z=0 sau k=

2. 84 se rezolve sistemul: 1 X+y ~Jx 3. xy>0.

vy -Ix y 8

Solutie: Operam asupra celei de-a doua ecuatji:

Vx+y =7 ’ \/;+‘/;=7
i )5 e
Yy —Jx) 18 |y 76 Y =9,

Notam t=,/}7 in prima ecuatie si o rezolvam: 3t* +16t-112=0. Ecuatia are
solutiile £, =4, deunde x,=9, y;=16 §i f, =-9, care nu convine.

9.3. Sisteme de ecuatii transcendente

a. Sisteme de ecuatii exponentiale

in astfel de sisteme se aplic principiile i metodele aratate anterior, Ia ecuatiile de
tipul respectiv.

Exemple:
¥y =729

1. 84 se rezolve sistemul de ecuatii exponentiale: {3)( g

x+y _ g3
Solufie: Observam ci 729=9° §i atunci sistemul devine echivalent cu { myet ¢ o
3T =35
Tinand cont c& daci doud puteri cu aceeasi baza sunt egale, exponentii lor trebuie sa fie

X+y=3

egali, rezults: { Y 120 cu solutiile x= 2, y = 1, solufii care convin sistemului din enunt.

27" 2y 1 =243. 34)(02
3.3%Y = Jg

3673 _ géwe?
3X+Y = 34x-3,

2. S4 se rezolve sistemul de ecuatii exponentiale: {

Solufie: Tinand cont ca 27 = 3%, 81=3* 243 = 3%, obtinem:

6y ~3=4x+7

Rezulta sistemul echivalent: {x by=dx-3 §i avem solufiile x=2, y= 3.

. " N 243 =3
3. 83 se rezolve sistemul de ecuatii exponentiale: .
419 =5
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X L3y o
Solutie: Sistemul se poate scrie in formé echivalenta: 24 =3 Cu notatiile: u = 2" gi
2%+ 3% =5,

3 . u+v=3 . . L fu=2
v =37, sistemul devine (v> 0, v>0): 2,2 s Acest sistern admite solutiile: vt si
u+vi =5, =

{u - 12 Astfel, solutiile sistemului initial sunt (x = 1, y = 0) ¢i, respectiv (x =0, y = logs2). -
v=

b. Sisteme de ecuatii logaritmice

in astfel de sisteme se aplica principiile si metodele arstate anterior, fa ecuatiile de
tipul respectiv.

Exemple: .
N . [x-y=90
1. S3 se rezolve urmatorul sistem de ecuatii: X%y >0,
lgx+igy =3
Solufie: Aplicand proprietatile logaritmilor, ecuatia a doua a sistemului se scrie:
laxy =3. Ca urmare, sistemul poate fi scris in forma echivalenta: {X‘V N wgg care are
x-y=90,
solutiile: x = 100 si y = 10, solutii care convin sistemului initial.
. 2, 2
2. Sa se rezolve urmatorul sistem de ecuatji: xry= 425, xy>0.
lgx +lgy =2
i Xry?=425 [x*+y?=425
Solufie: Obtinem pe rand sistemele echivalente: {lgxy =2 << xy =100
xy>0 xy>0

Facem substitutia S = x + y, P = xy si rezulta:
S?-2P=425 _ [§%=625  [S=-25
P=100 P =100 P =100

=25

i 1
Sistemul -100

da solutiile (5,20) si (20,5) care satisfac conditile de existenta

: TR S=
ale sistemulul initial; sistemul {

P =;§g dé soluiile (-20,-5), (-5, ~20), care nu convin,

9.4.Sisteme de ecuatii liniare

: Fie K un corp’ comutativ. Se numeste sistem de ecuatii liniare cu coefici-
enti in K si necunoscutele x,,x,,...,X,, un ansamblu de egalititi de forma:

X+ 81X + o+ By Xy = by
By + B X+ + B Xy = by

(sy:

Xy + 8o Xy + oo B X, = by X
unde fiecare linie se numeste ecuafie cu n necunoscute, a; < K se numesc coe-
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ficienti si b; € K se numesc termeni liberi ai ecuatiilor sistemului S. Sistemul mai

n —_—
poate fi scris in forma concentrata: (S):Zayx, =b; i=1m.
. =
Consideram matricea A de tipul (m,n), formaté din coeficientii ecuatiilor sistemului,
matricea A de tipul (m.n+1), formatad din coeficientii si termenii liberi ai ecuatiilor
sistemuiui, 8 de tipul (m,1), formata din termenii liberi ai ecuatiilor sistemului §i X de
tipul {n,1), formata din necunoscutele sistemului:

G Bz o an 8 a, by by X3
A=l Bt B2 - O 821 8p 2 by B= b, x=| "2
8m 8mz - 8mn m 8mg 2m  bn 2 Xn

Definifii: Matricea A se numeste matricea coeficientilor sistemului sau, mai scurt,
matricea sistemuluf (S); A se numeste matricea extinsi a sistemului (S), 8 se nu-
meste coloana termenilor - liberi, iar X se numeste matricea necunoscutelor
sistemului (S). Atunci, A- X =B este scrierea matriceald a sistemului S.

Un ansamblu numeric de forma a =(a,ay,...,a,) S& humeste solutie a sistemului
n —
de ecuatii (S), daca Za,lal =b;; Vi=1m. Multimea solutiilor sistemului de ecuatii (S)
=1

se noteaza 3.
Spunem ¢ un sistem este:
— compatibil, dac are cel putin o solulie (daca existd un sistem de valori care
puse in locuk necunoscutelor sistemului realizeaza egalitati);
— compatibil determinat, daca are o singurd solutie;
— compatibil nedeterminat, daca are mai mult de o solutie;
— incompatibil, daca nu are solufii;
— omogen, dacd b, =0; Vi=1m;
- simetric In x;,x;, dacd prin schimbarea oricérei necunoscute X; cu necunos-

cuta x; se obtine un sistem de aceeagi forma cu cel dat.
Observatie: Un sistem omogen este compatibil, avand cel putin solutia nula.
Definifii: Se numesc:

« determinantul sistemului— A, determinantul ale cérui elemente sunt coeficientii ne-
cunoscutelor sistemului. Are sens doar pentru sisteme de 12 ecuatii cu n necunoscute;

« determinant {minor) principal al sistemului — un determinant de ordinul k,

Dy, = 0 (determinantul care da rangul matricei A);

« determinant (minor) caracteristic relativ 1a un anumit minor principal al siste-
mului, Du =i,/ =1k;k <min{m,n), — un minor de ordinul k + 1 format prin bor-
darea minorului principal cu o finie secundara i coloana termeniior liberi;

«. necunoscule principale — necunoscutele ai caror coeficienti sunt elemente ale
minorului principal al sistemului; celelalte, daca existd, se numesc necunoscute
secundare;

« ecuatii principale — ecuatiile ai caror coeficienti sunt elemente ate minorului
principal al sistemului; celelalte, daca exista, se numesc ecuatii secundare.
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a. Regula lui Cramer
Se poate aplica sistemelor compatibile de n ecuatii cu n necunoscute (cazul m=n).

n are solutia dat4 de

. n
Sistemul de n ecuatii cu n necunoscute (S): Za,jx/ =

=

formulele lui Cramer § =(ay,a,,...,0,); o = 1n, dacd A=0 st A; este determi-

nantui obtinut din determinantul principal at sistemului-in care coloana i este inlocuits
cu coloana termenilor liberi.

b. Teorema Kronecker-Capelli
n

Sistemul (S): Zaux/ =b; 1<i<n este compatibil, dacd si numai daca rangul ma-
=

tricei sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

¢. Teorema lui Rouché
n

Sistemul (S)'Za,‘xl =b; 1<i<n este compatibil, daca i numai daca toti minorii
=

caracteristici sunt nuii.
Observatie: Teorema lui Rouché este echivalents cu teorema Kronecker-Capelli.

d. Discutia sistemelor liniare

+ Cazul m=n

1. Determinantul sistemului este nenul, deci sistem compatibil determinat.

Rezolvare: Orice metoda cunoscutd de rezolvare a sistemelar {regula lui Cramer

sau metoda matriceald etc.)

2. Determinantul sistemului este nul i toti minorii caracteristici sunt nuti; atunci
avem un sistem compatibil nedeterminat.

Rezolvare: Se stabilesc determinantul principal al sistemului, necunoscutele §i

ecuatiile principale. Daca r este rangul determinantului principal al sistemului, sotu-

fia este $ ={oy | o =(0eptyai Oyory i K =1Tm =13}, unde valorile «, se exprima

functie de necunoscutele secundare.

Observatie: Dacd «, se exprima in functie de una, dous, trei,... necunoscute

secundare, el se numeste compatibil simplu, dublu, triply,... nedeterminat.

3. Determinantul sistemului este nul si existd un minor caracteristic nenul $i atunci
sistemul este incompatibil.

e Cazul m<nm rang(A)<m<n

1. Existd un minor caracteristic nenul, adica rang(A)«rang(A)= sistem incom-
patibil.

2. Tofi minorii caracteristici sunt nuli, adica rang(A)=rang(A)= sistem

compatibil nedeterminat,
Rezolvare: Se procedeazi ca in cazul anterior, subpunctul 2,

« Cazul n<m; rang(A)<sn<m .

1.. Exista un minor caracteristic nenul; adica rang(A) = rang(A) = sistem incompatibil.
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2. Totf minorii caracteristici sunt nuli, adica rang(A)=rang(Z) = sistem compatibil.
a. determinat, daca r=n.
Rezolvare: Se stabilesc ecuatiile principale si se rezolva sistemul rezultat.
b. nedeterminat, dacd r <n.
Rezolvare: Se procedeaz3 ca in cazul anterior, subpunctul 2.
¢. Discutia sistemelor liniare omogene
Un sistem liniar omogen admite totdeauna sofufia nuld, numita solufia banala,
{(0,0.....0%.
— Daca rang(A) = n, solufia banala este unica solutie a sistemului.
~ Dacé rang(A)<n, sistemul admite si solutii nebanale care se determind ca
in cazul sistemelor compatibile nedeterminate.

f. Metode de rezolvare a sistemelor compatibile
« Metoda matriceals’

I - X = 5
Sa se rezolve sistemul: (§):4-2x; + X; + X3 =
2% - X, + 4x3 =15

Observam ca rang(A) = rang(A) = m = n, deci sistemuf este compatibil determinat.
Solufie: Sistemul are 3 ecuaii cu 3 necunoscute si rang(A) =rang(A)=3. Deci
sistemul este compatibit determinat. Construim ecuatia matriceala:

3 -1 0Y(x) (5 3 -1 0 5 4 -1
2 1 lix|=| oj>detta)=|-2 1 1=5¢0=A"=%r 10 12 -3
2 -1 451X 15 2 -1 4 [
De aici obtinem: ‘

X 5 4 -1\ (5} (2) [x=2

X, =%- 10 12 3| ol={1]zixn=1= s={213)}

X3 o 1t 1){15) 3 X3=3

Metoda, fiind destul de laborioas4, este rareori folosita in practica.

s Regula lui Cramer

3x - X = 5
Seva relua exemplut anterior: $-2x, + x, + X3 = 0
24 - X; + 4x3 = 15

Solutie: Observam ca rang(A) =rang(A)=m=n, deci sistemul este compatibil de-

terminat. Calculdm determinantul sistemului §i determinantii corespunzatori necu-
noscutelor:

3 10 5 -1 0 3 5 0 31 5
A=l2 1 ha=l0 1 1pA=2 0 1fA=-2 1t 0
2 1 4 15 -1 4 215 4 2 115

Rezults A =det(A)=5; A,=det(A)=10; 8, =det(A,)}=5; A;=del(4;)=15.
De unde, conform regulii lui Cramer:
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1:8=10:6=2 X =2

18=5:5=1 = {x,=1 = S={213)}.
3:4=15:5=1 x3=3

* Metoda substitutiel

Se elimina pe rand necunoscutele din ecuatiile in care apar prin inlocuiri succesive,
obtinand expresia lor in functie de celelalte necunoscute. in final se va obtine o ecuatie
CU 0 singura necunoscuta, a cérei valoare e ugor de obtinut. Apoi se intocuiesc valorile
aflate in relatiile obfinute anterior i se calculeaza si celelalte componente ale solutiei.

. 3 - x = 5
Exemplu: $4 se rezolve sistemul de ecuatii: 1-2x; + x, + X3 = 0.
' 2x — X, + 4x; = 15

X +5

Solufie: Prima ecuatie devine: 3x; - x, =5 < 8x,=x, +5= x, =

: . X +5
Din cea de a doua se obfine: x, =X, +2x, = ~x; +222

@ Xp=-3Xy +10.

Cea de atreia va fi: 2. 22.*5

—Xp+dx =15

2.(_3)(—3;1M—(—3x3 +10)+4x; =15 ¢ X, =3. Deci sistemul a fost adus Ia forma
_X+5
Xy _3
Xp =-3%; +10
X =3

Nu mai ramane decét s3 aflim celelalte necunoscute prin inlocuirea celor deja
stiute i ecuatiile din sistem, luate T ordinea inversa a prelucrarii: X =18l =2

* Metoda ful Gauss

Prin transformari elementare asupra matricei sistemului, acesta este adus la forma
echivalentd de sistem triunghiular, eliminandu-se partial necunoscuta x, din ecuatiile 2,

3, ... n, necunoscuta x, din ecuatille 3, 4, ..., n, s.a.m.d.

Exemplu: Consideram acelasi sistem ca in exemplul anterior. Aplicam asupra lui
transformarile elementare necesare pentru a-l aduce la forma triunghiutara:

3 -1 0|5 3 10 1}s

3 -10 |5
-2110-0%1?~0%1%
2 14 15 | o os fis
3 3
Deci am obtinut sistemul de ecuatji:
3, - xy =5 3xy—X3 =5 3x,=54x, Xy=2
1 10 1 1
3 z+X3=?° §X2=5 Xy =1 Six=1.

5x3=15 |x,= X3 =3 X =3
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10.1. Definirea notiunilor

Fie M o multime nevida. O aplicatie ¢: MxM - M, (x,y) - ¢(x,¥} se numeste fege
de compozitie internd (sau operatie algebricé internd) pe mullimea M. Dacd nu
exista posibilitate de confuzie, o vom numi simplu, operatie. Elementul ¢(x.y)eM se
numeste compusul sau rezultatul compunerii elementelor x, yeM sau, pur $i

simplu, rezultat.
De obicei, se foloseste in locul lui ¢ notafia aditivd, ,+”, sau notafia multiplicativa,

L. Alte notatii: » ®, @, @, o, T, L etc. In notatie multipticativa, se poate renunta chiar

i la simbolul ,,".

Tn notatie aditiva, legea se numeste adunare, compusul elementelor x, y din M: x + y,
se numesgte suma lui x cu y; elementul neutru se noteazé cu 0 gi se numeste element
nul sau zeyo; simetricul elementului x se noteaza —x gi se numeste opusullui x.

Tn notatie multiplicativa, legea se numegte inmuftire, compusul elementelor x, y din
M: xy, se numegte produsul lui x cu y; elementul neutru se noteaza cu 1 si se numeste

. " . . . 1 .
element unitate sau unu; simetricul unui element x se noteaza x™' sau 3 5i se

numegte inversul lui x.

10.2. Proprietdti remarcabile ale operatiilor algebrice
Definifie: Fie M o mullime pe care este definitd o operatie notatd multiplicativ. O
submultime Hc M se numeste parte stabifd (inchisd) a iui M in raport cu operatia,
daca pentru orice x, y rezulté c& xy < H:

a. Asociativitatea
Definifie: O operatie definitd pe M este asociativd, dacl Vx,y,ze M = (xy)z = x(yz). '
Exemple: .

1. sunt asociative: adunarea i nmultirea pe multimile. numerice cunoscute;
reuniunea si intersectia pe multimea partilor unei muitimi ®(M); adunarea
matricelor;

2. nu sunt asociative: scaderea pe Z,Q, R, C, impértireape Q, R, C.

b. Comutativitatea .
Definifie: O operatie definits pe M este comutativd, dacd Vx,y e M = xy = yx.
Exemnple:
1. sunt comutative: adunarea gi inmultirea pe multimile numerice cunoscute;
reuniunea §i intersectia pe @(M); adunarea matricelor din %, .(C);

2. nu sunt comutative: Tnmultirea matricelor patratice; compunerea functiilor.

¢. Element neutru
Definifie: O operatie definitd pe M admite e/fement neutru, daca exista si este unic ele- *
mentul e e M cu proprietatea ¥Yxe M = xe=ex=x.
Exemple:
1. au element neutru: adunarea si inmultirea pe Z (0, respectiv 1); compunerea
functiilor definite pe M (functia identicd a multimii M); reuniunea si intersectia
multimilor definite pe M (2, respectiv M); adunarea si inmultirea matricelor din
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M,(R) (matricea nuld, respectiv matricea unitate); adunarea si inmultirea

polinoamelor (polinomul nul, respectiv polinomul constant 1);
2. nu au element neutru: scéderea pe R ; inmultirea numerelor pare.

d. Elemente simetrizabile
Definifie;. Dacé operatia admite elementul neutru e pe multimea M, spunem c3 ele-
mentul x'eM este simetricul Iui x € M, daci xx'=x'x=e. in acest caz, spunem c&
x este simetrizabil,
Exemple:
1. structuri in care orice element este simetrizabil: in Z,Q, R, C, orice element are
opus; In @', R",C", orice element este inversabil;
2. structuri In care numai unele efemente sunt simetrizabile: in N, numai 0 are
opus, pe el insugi; In Z, singurele elemente inversabile sunt 1 si —1, inversele
fiind ele insele. .
Observatii:
— Elementul neutru este simetrizabil, simetricul sau este el insusi.
— Daca pe multimea M sunt definite dou& operatii, notate aditiv §t multiplicativ, si x, y
din M sunt simetrizabile, atunci x + y, xy sunt simetrizabile §i (x + y) = y + x',

() =yx, () =x.

e. Distributivitatea

Definitie: Dacé pe muftimea M sunt definite doua operatii, notate aditiv si multlpllcanv,
spunem ca inmulfirea este distributiva fati de adunare, daca
VXy.ze M (x+y)z=xz+yzgix(y+2)=xy+xz.

Exemple: Structuri cu operafii distributive: inmultirea este distributiva fats de adunare
pe multimile numerice cunoscute; pe ®(M) reuniunea este distributiva fata de inter-
sectie §i reciproc; inmulfirea matricelor patratice este distributiva fata de adunare.
Comentarii:
~ ,Regula desfiintarii parantezelor”: Daca o lege este asociativa gi impunem s
efectudm compunerea in ordinea aparitiei operatiilor, putem omite parantezele,
Astfel, in loc de (xy)z putem scrie xyz.
~ Daci o lege este i asociativa, gi comutativd, putem efectua operatiile de acelasi
fel In orice ordine. Astfel, de exemplu, suma 99+37+63+101 poate fi
efectuatd mai simplu: 99+ 101+ 37 + 63 = 200 + 100 = 300.
— Daca o lege admite un element neutru, acesta este unic. Daca un element
xeM este simetrizabil, atunci simetricul sau este unic.

10.3. Monoizi

Definifie: Fie M o multime pe care este definitd o operalie notata muitiplicativ. Perechea
(M,") se numeste monoid, daca operalia este asociativa si are element unitate. Daca,
in plus, operatia este $i comutativa, structura se numegte monoid comutativ.
Observafie: penfru simplitate, putem nota o structurd algebricad numai prin multimea
subiacenta.

Exemple: ((N,+); (N,); (®(M),U); (#(M),N) sunt monoizi comutétivi.
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10.4. Grupuri

Definifie: Fie G o multime nevida pe care este definitd o operatie algebrica, notata
multiplicativ. Perechea (G, -) se numeste grup, daca operatia este asociativa, admite
element neutru si orice element din G este simetrizabil fata de aceasta operatie.

Dacé operatia este gi comutativa, spunem ca (G, -} este grup comutativ (abelian).
Exemplu: Fie multimea G=(-1«) inzestratd cu operalia x*y=xy+x+y. Sa se
arate ca (G, *) formeaza o structura de grup abelian.

Solutie: Verificam proprietatile de grup:

— parte stabild: Yx,yeG=>x*xyeG o xy+x+y>-1<(x+1)(y+1)>0 adevdrat
pentrucd x>-1¢i y>-1%

— asociativitate: (x*y)*Z=(Xy + X+ y¥)¥Z=(Xy + X+ ¥)Z+ (XY + X+ y)+Z=XyZ+

Xy +XZ+YyZ+X+y+Z=x(yz+y+2)+ x+(yz+y+Z)=x*{yz+y +Z)=x*(y*2z);

— comutativitate: x*y =xy +Xx+y=yx+y+X=y*x

~ elementneutry: JleeG a.7. x*e=e*x=x
xe+x+e=x>e(x+1)=0ee=0cG pentrucd x=-1;

— elemente simetrizabile: YxeG3! x" a.i. x*xx'=x%x=¢

. ' 4 ' X
xX+X+ X' =0 x(x+N+x=0=x

—e
x+1
Exemple:

1. (Zo+) (Q+) (R,+)(C,+) sunt grupuri abeliene aditive; (Q',-); (R,);(C’,) sunt
grupuri abeliene multiplicative; alte grupuri abeliene: ({-1,1},-); grupuri de trans-
formari geometrice.

2. (Sn ), unde S, este mulfimea permutaritor de ordinu! 1 gi . este operatia de compu-
nere a permutarilor (grupul simetric de grad n), este un grup necomutativ.

a. Subgrupuri

Fie {G, -} un grup si H o parte nevida a Jui G. Spunem c& H este subgrup al lui G,
daca H este parte stabila a tui G si (H, -) este grup.

Dacj (G, -} este grup si H o parte nevidd a lui G, atunci are loc urmétoarea relatie de
echivalenta: H este subgrup al lui G < (»Vx,y eHaxy e H),

b. Subgrupuri ciclice

Definifie: Fie G un grup si a&G. Atunci (a): {a" |neZ} este un subgrup al i G. El
se numeste subgrupul ciclic generat de a. Grupul G este ciclic, daca existd ae G
astfel incat G = (a). Cel mai mic numar natural n pentru care se obiine &" = e, unde e

este elementul neutru al grupului G, se numeste ordin af elementului a.
Exemple:

1. Dacd neZ;n20, mullimea nZ ={nh|heZ} este subgrup comutativ al grupului
(Z,+) $i reciproc (dacd H este subgrup al Wi (Z,+), atunci existd neZ;n20
astfel incat H = nZ). Aceasta defineste toate subgrupurile grupului aditiv (Z, +).

2. Fie (C',+) grupul multiplicativ al numerelor complexe. Atunci (/) ={1-1i.-i} este
un subgrup ciclic generat de /.

3. Multimea radacinilor de ordin n ale unitati formeazé fmpreund cu operatla de
mmulnre un subgrup ciclic al multimii numerelor complexe,
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10.5. Inele
Definitii: Se numeste inel o mullime nevidd %R, luatd impreund cu doud legi de
compozilie — adunarea definita prin WxR - R, (x,y) > x+y si inmultirea definita
prin Rx® = R, (x,y)— x -y, daca sunt indeplinite urmatoarele proprietati:

G: (R,+) este grup abelian;
M: (%,) este monoid;
D:  inmultirea este distributiva fata de adunare, §i anume:
X(y+2Z)=xy+xz (y+Z)X=yx+2XV x,y,ze%R.
Amintim ¢& (R,+) este grup abelian revine (a faptul ca adunarea inelului satisface axiomele:
Gii(x+y)+zZ=x+{y+2), Xy, ze®R;
G,:A0eR astfelincat 0+x=x+0=x, Vxe®R;
Gy:¥xeR, Nx'eR astelincat x'+ x=x+x'=0;
Gyix+y=y+x Vxye®R

Afirmatia ca (%®,-) este monoid revine la faptul ca inmultirea inelului satisface axiomele:
My (xy)z=x(y2) VX y,zeR;

M,:311eR astfelincat 1-x=x-1=x, Vxe®.

Vom spune ¢a (R,+) este grupul aditiv al inelului R si ca (R,-) este monoidul
muitiplicativ al inelului 9. Ansamblul de conditii G, — G, M, M, si D poarts numele
de axiomele inelulul. Dacad inmultirea inelului satisface in plus proprietatea:
My:xy =yx Vx,y R, spunem cd % este inef comutativ. .

Despre X,y € R spunem ca nu sunt divizori ai lui zero (elementul neutry al primei
operatii definita pe mulfimea R), dac din x-y=0=x=0 sau y =0. n caz contrar, ei

se nuiesc divizori ai Jui zero. Un inel fara divizori ai lui zero se numeste inel integru
{domeniu de integritate).

Exemplu: Pe multimea Z a numerelor intregi definim legile de compozitie:

def
X'y =x+y+3,YxyeZ
def
Xoy = xy +3x+3y+86,vx,yeZ

Aratati ca:

1. (Z.*) este grup abelian;

2. {Z.°) este monoid comutativ;

3. xo{y*2z)=(xoy)*(xoz),Yx,y,2€Z.

Deduceti cd (Z,",0) este inel comutativ fard divizeri ai lui zero. Determinati
elementele inversabile ale acestui inel.
Solutie:

1. Verificdm axiomele G; — G, pentru Vx,y,zeZ:
Givxy,zel=(x"y) z=x"(y*z);
ntr-adevar, (X" y)*Z=(x+y+3)* z=x+y+3+2+3=x+y+2+3+3=x*(y*2z);
G,:3lecZalVxeZ x*e=e*x=x
X*e=x> x+e+3=x=e=-3, deci exista element neutru (elementul nul al inelufui);
GyivxeZ X' eZal x*x
X*x'=e= x+x+3

-3= X

x -6 este elementul simetric lui x;
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Guix*'y=y*xVx,yeZ x*y=x+y+3=y+x+3=y*x=(Z") grup abelian.
2. Verificdm axiomele M, — M, :
M:Yxy,zeZ=(Xoyoz=Xo(yoz);
(Xoy)oz=(xy +3x+3y+68)oz=xyz+3xz+3yz+6z+9x+ 9y + 18+ 32+ 6 +3xy=
=Xyz+3xz+3xy+6x+3yz+ 9y + 97+ 18+ 3x+6 = Xo(yZ+ 3y +3Z+8)=xo(yoz);
My:3\feZal vxeZ xof =fox=x
xof = xf+3x+3f+6=x = f(x+3)=-2x-6=> X(f+2)+3f +6=0(vxe Z)=> f+2=0,
deci elementul neutru este f = -2 {elementul unitate al inelului);
My VXY €eZ Xoy=yox,
Xoy=xy+3x+3y +6=yx+3y+3x+6=yox=(Z-o) monoid comutativ;
3. Verificam distributivitatea:
VX, y.zeZ = Xo(y*Z)=(Xoy¥)*(Xo2)
xoly*2)=xo{y +z+3)=x(y +2+3)+3x+3(y +2+3)+6=
=(Xy +3x+3y +8)+(x2+3x+32+6)+ 3 =(xoy}* (xo2) = (Z,*°) inel comutativ,
Cautam acum divizorii lui zero, adicd x,y e Z\{-3} all. xey=-3
Xoy=-3=>xy+3x+3y+6=-3=xy +3x=-3y -9 x(y +3)=-3(y +3).
Dacd y#-3=>x= _(Sy(++3$) =-3=(Z,",°) inel comutativ fara divizori ai lui zero.

Pentru gésirea elementelor inversabile in raport cu nmultirea, avem nevoie de
elementul unitate, obtinut anterior: f =-2. Deci:
-8-3x 1
==3+ eZ=>

1
Xoy=-2=y(x+3)=-8-3xx2-3=2y= i3 Py oy

€Z
= x+3=+1=> x e {-2,-4}.

Exemple: .

1. (M,(R),+.) formeaza inelul matricelor pAtratice de ordinul n, cu divizori ai lui 0.

2. Muitimile de polinoame Z{X], Q{XT, R[X], C[X] impreuna cu operaiile de adu-
nare gi inmultire formeaza inelul polinoamelor cu coeficienti intrégi, respec-
tiv, rafionali, reali, complecsi, care este domeniu de integritate.

3 (Z,+).(Q+ ). (R.+).(C,+,) sunt inele comutative fara divizor ai lui zero, deci
sunt domenii de integritate.

4. Multimea Z{i]={z=a+bi|a,be Z} impreuna cu operatiile obignuite de adunare
gi inmultire @ numerelor complexe este domeniu de intégri(a(e, si se numeste
inelul intregilor lui Gauss.

5. Multimea Z[s/f]: {z= a+b«/§]a,b €Z) impreund cu operatile obighuite de
adunare si iInmultire a numerelor complexe este domeniu de integritate.

a. Reguli de calcu! intr-un inel
Regula 1: Pentru orice xe® avem: x-0=0-x=0.
Reguta 2: Intr-un inel R cu cel putin doua elemente, avem 1= 0.
Regula 3 (a semnelor): Oricare arfi x,y e R avem: (-x)y = x(-y}=—xy $i (-x)}{(-y)=xy.
Regula 4 (distributivitatea Inmultirii fats de scédere). Oricare ar fi x,y,ze R avem:
Xy -2)=xy ~xz §i (y -2)x=yx - 2x.
Regula 5: Tntr-un inel ® fara divizori ai lui zero, din xy = xz sau yx=zx, cux# 0,
rezultd
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Fie K o multime pe care sunt definite doud operatii notate aditiv $i multiplicativ.
Triptetul (K, +, -) se numeste corp, daca (K, +, ‘) este inel cu 0« 1 si orice element
nenul din K este inversabil. Un corp se numeste comutativ, daca operatia sa de
inmultire este comutativa.

Observafii:
— Orice corp este domeniu de integritate.
—Un inel finit cu cel putin doua elemente i fara divizori ai lui zero este corp.
Exemple:
1. Q@+ ) (R.+,),{C,+) sunt corpuri comutative.

2. Multimea Q(ﬁ):(a+bx/§|a.be@}. Impreund cu adunarea i inmultirea, formea-
24 un corp comutativ.
3. (Z+-) nu este corp caci, de exemply, 2 nu este simetrizabil in raport cu

operatia de Tnmultire a numerelor intregi: 2x #1, YxeZ.

10.7.Structuri algebrice remarcabile

a. Inelul claselor de resturi modufo n

* Operatii modulo n

Fie neN’ fixat. Conform teoremei Tmpdrtirii cu rest, oricare ar fi ;eZ exista §i

sunt unic determinate ¢,r e Z astfel inct a=ng +r;0<r <n. Numarul r, restul impar-

tirii lui a prin n, se va numi restul modulo n sau redusul modulo n al lui a gi va fi notat
r=a{mod n).

Definim pe Z operatiile algebrice:

adunarea modulo n: ®:ZxZ—Z. x®y =(x+y)modn),

inmultirea modiulo n: @:Zx7 —Z,x®@y ={xy)modn). .

Notam multimea resturilor modulo n cu R, = {0, 1, 2, ..., n — 1}. R, este parte stabila
a lui Z in raport cu operatiile de adunare si inmultire modulo n. Atunci adunarea si
nmultirea definite pe Z induc pe R, operatile de adunare si Tnmultire cu aceleasi
proprietdti ca pe Z si, in plus, admit element neutru 0, respectiv 1. Orice element a din
R, este simetrizabil in raport cu adunarea modulo n: opusul lui 0 este O, opusul lui
aeR,\{0} este (n - a). Elementele simetrizabile in raport cu inmultirea modulo 77 sunt
numerele a < R, prime cu n.

Adunarea si inmul;irea' modulo n sunt asociative si comutative. Tnmultirea modulo n
este distributiva fata de adunarea medulo n.
o Clase de resturi

Definim pe Z relatia de echivalentd a = b (mod n) < a — b = 0 (mod n). Aceasta
determind o partitie a lui Z Tn clase de echivalenta definite dupd cum urmeaza:

&={xeZ|x=a (modn)} s numite clase de resturi modulo n. Notdm multimea
acestor clase Z, = {6,1,,..,7—7). Se aratd ¢4 alegerea reprezentantilor acestor clase le
pastreaza proprietatile. Definim pe aceastd multime operaliile:

adunarea claselor de resturi modulo . Z,xZ,—>Z, (ab)>a+h, a®b=a+h

fnmulfirea claselor de resturi modulon: Z,xZ, - Z, (8,)— ab, a®b=ab,
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Acestea determina pe Z, o structurd de inel comutativ, numit ineful claselor de

resturi modulo n.
Determinarea inverselor elementelor fatd de operatia de inmullire se face astfel:

ae Z,, inversabil < (a,n)=1 (a i n sunt prime Tntre ele).
in cazut In care n este numar prim, toate elementele nenule sunt inversabile si
atunci structura formata este un corp.
Exemplu: 84 se gaseasca elementele inversabile in Zg.

Solufie: Cautam numerele prime cu 6: (1,6)=1,(2,6)=2,(3,6)=3,(4,6)=2(5,6)=1=
elementele inversabile sunt 1 9l 5.

b. Inele de functii

Fie { o multime nevida.
Teoremd: Fie ® un inel. Atunci adunarea si inmultirea functilor confera multimii

R ={f|f:] >R} o structurd de inef. Dacd R este comutativ, atunci si ®' este
comutativ. in cazul ® =R, vezi capitolul JFuncti'.

¢. Inelul matricelor pitratice

Pentru detalii, vezi capitolul . Sisteme de ecuatil”, sectiunea ,Matrice".
b . N
Exemphu: Fie A= {(:b a} labe 2}4 Aratati ca A este o parte stabild a lui 315,(Z) in

' raport cu adunarea $i inmultirea matricelor i ¢ formeaza inel comutativ gi fara divizori
ai lui zero n raport cu operatiile induse.

- a by . ¢ d
Solufie: Fie X 7(5‘) a]’ §iY= [Sd . C]A
a+c b+d cAsi XYe ac+5bd  ad+ch
S5b+d) a+c 5(ad +bc) ac +5bd
64 toate elementele componente sunt din multimea Z.

Cum O =(g OJ eAl, :[1 OJ cA-X =[ - _bJe A, operatile induse satisfac

Atunci X +Y :[ ] €A, pentru

0 01 -5b -a
axiomele inelului.
Sdb  da+ b
n plus, W=[5((::a++ bc) caa:sdi]: XY =YX (comutativitatea operatiei de in-

ac+5bd=0

itire). Din XY =0 si Y=0 Ita cé au | latiile:
muttire). Din $i Y = O rezulta ca au loc relatiile: {ad wcbo0.
5d

Determinantui matricei sistemului este 2 . =¢?-5d2 % 0;¢,d € Z. Atunci sistemul

cu necunoscutele & i b are solutie unicd a=b=0= X = (g g) in acest caz, (4,+,)

este un inet comutativ fira divizori ai lui zero.

d. Inelul polinoamelor cu o nedeterminata
Vezi capitolul ,Polinoame”.
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10.8. Spatii vectoriale (liniare)

a. Legi de compozitie externe
Definitie: Fie M # @ o multime. Se numeste Jege de compozitie interna sau operatie
algebrica internd aplicatia ¢:MxM M, definitd prin (x,y)— o(x,y)eM. Daca
Q2O este o altd multime nevida, se numeste lege de compozitie externd pe M cu
operatori in Q o aplicatie ¢:QxM =M, (@ x)> (o, x}e M.

Definitie: Fie K un corp. Se numeste spatiu vectorial (peste corpul K) un grup abelian
(V. +) pe care este data o lege de compozitie externa cu operatori in K, definita prin:
KxV -V, (eu)—au,

lege ce satisface axiomele:

S {a+Blu=au+pu, Vo, pekK, vueV,;

Sy ofu+v)=au+av,VoeK, VuveV;

Sy1 afpu)=(aplu. Ve, peK,VeV;

S, Tu=uvueV. .
Elementele lui V se numesc vectori, iar ale lui K se numesc scalari.
Exemple :

1. Multimile R”,C", K" sunt spatii vectoriale peste corpurile R,C,K. Pentru

X,y € K" avem X = (X, XpXp), ¥ = (¥4 ¥aren ¥ ) §1 definim operatiite
X+ Y = (X + Vi, Xy + Yoy o0 X + V), 1ESPECYY 0X = (01X, 0Xp, .., X ).
Se verifica ugor axiomele de grup abelian si cele de spatiu vectorial.
2. Fie K=R i V=a1,,(R). Grupul aditiv (V,+) este un spatiu vectorial peste
corpul K, .
3. Multimea functilor R’ ={f|f:/ >R} este spatiu vectorial peste corpul R in
raport cu adunarea functiilor si Inmuitirea functiilor cu scalari.

b. Dependenta si independentd liniard

Definitii: Fie V un spaltiu vectorial peste corpul K.
Se spune- c& un vector veV este o combinatie liniard cu coeficienti din K de
vectorii vy, vy, ..., v, €V, dacd existd Ay, Xy, k, € K (numifi coeficienti ai combinatiel

n
finiare) astfe! iNCat v.= 3" Ay, = Ay + AoV + ..+ AV,

i

Se spune ca vectorii vy, v,,...,v, €V constituie un sistem de generatori pentru
spatiul vectorial V, dacé orice vector v eV este combinalie finiara de vy, v,, ..., v,,.

Se spune cd vectorii vy vy,...,v, €V sunt liniar independenti peste K, dacd’
AVy+ AV + .+ AV, =0 A=Ay =..=4,=0. In caz contrar, se spune ci sistemul
de vectori vy, v,,...,v, este liniar dependent peste K. Acest lucru este echivalent cu
faptul ca exista coeficientii A, Ay, ..., &, € K, nu toli nuli, astfe! ncat

Ayt RV +ot Ay, =0,
Un sistem B =(e, e,....e,) de vectori din V se numeste baza a lui V daca:

— B este sistem de generatori al ui V;
— Beste un sistem liniar independent.
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Exemplu: Fie Tn spatiul R® sistemul de vectori B ={vy, vy, v3}, unde vy =(10,0),
v, =(0,10} §i v4 =(0,0,1). Vectorul zero al lui R® este (0,0,0)sisevanotacudcasi
scalarul zero, Sistemul B de vectori are urmatoarele proprietati:
— WeR Ik Ry Ay € R astfel INcat v = Ay, + Ay, + Aovg. Intr-adevar, daca
v={x,y,z) atunci {x,¥,2) = 4{1,0,0)+ 2,{0,1,0}+ 25(0,0,1} =
Xy 2)=(hpdg) S =X ha=yike =2
— GACE Ay + Ay + hg¥y =0 = (10,004 ,(0,1,0) + 44(0,0.1) = (0,0.0)
= (A, hg,hg) =(0,0,0) <> &y =y = k5 = 0. Deci.B este o baza pentru spatiut vectorial
R®. Aceasta baza se numeste baza canonicd.
Lemd: Fie vy, vg ...V, un sistem de genératori pentru spatiuf vectorial V. Dacé vectorul
v; este combinatie liniard de vectorii vy,...V;_V;qsVy,, BIUNGH ViV ViggeenV,

este, de asemenea, un sistem de generatori al lui V.
Teoremd: Din orice sistem de generatori al unui spafiu vectorial V=J se poate
extrage o baza a spatiului.

Observafii:
— Daca printre vectorit vy, v, ,....v, Se gaseste vectorul zero, atunci sistemul

Vi, V...V, este liniar dependent.

—~ Daca un subsistem S al sistemului v, v, ,....,v,, €ste liniar dependent, atunci
i sistemul v;,v,,...,v, este liniar dependent.

- Un sistem vy, v, v, este liniar dependent, daca si numai daca existd un
vector v, cu je{l2..,n} care este combinalie liniard de restul vectorilor
din sistem. .

c. Lema substitutiei
Definitie: Fie B=(ey, e,,....8,) 0 baza a unui spatiu vectorial V peste corpul K si fie
xeV. Scalarii unic determinati Xxz,.., 4, astfel Incat x =i +A8, +...+1,6, S€
numesc coordonatele vectorului x inbaza B.

. n o o
Dacsd xyeV §i aeK, cu x=2 A6, y=D we, atunci x+y=3 (4 +w)e;
i=1 i=1 =1

ax =i(a?~,)e;, deci coordonatele in baza B ale vectorilor x+y i ‘ax sunt A; +,;,
respe;t:v, ad, 1<ign
Lemd (a substitufiei): Fie B = (¢, &,,....8,) 0 bazd a unui spatiu vectorial V peste corpul
KsiueV, u=a@+a@,+ - +a,e, Dacd B =(e, €, 8_1U, €, €,), atunci
1. B este baza a lui V, daca gi numai daca o, = 0.
2. Daca B este bazé a lui V, atunci coordonatele Aq,25,....k, in baza 8" ale unui
vector xeV se exprima in functie de coordonatele sale A4, %y ..., &, din baza B
prin refatiile:
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Exemplu; In spatiul vectorilor coloans R® se dau vectorii:

2 3 -1 1
vi=|1 L va=|2|vy=|-1]|v=]-1|
1 1 -2 -2

Folosind lema substitutiei, sa se arale ¢ vy,v,, v, formeaza o baza a lui R® gi s&
se determine coordonatele [ui v fn aceasta baza.
Solufie: Fie B = (¢, e,6,) baza canonicd a lui B> Avem : v,=2e,+e,+6,
V=38 +208,+ 8y Va=—8—€,-20, V=6-¢~2e;

Vom inlacui succesiv vectorii bazei B cu vedtorii v,, v, , v, i vom face de fiecare

daté caloutul coordonatelor vectorilor v;, v, , v, ,v conform lemei substitutiei. Primul
tabel corespunde bazei B. Avem:

‘ vy Va Vs v [ 12 vy Vi v
a|l2] 3 1 1 7 w1 w2 2w
el 1 2 4 a4 5 e]o 12 a2
ol 11 2 2 e | 0 -2 32 -5
i l vy VoV . | Yy V2 Vs

wl 1 0 1 5 T v | o 0 3

wi o 1 a4 3 o> wio 1 0 -1

el o o wlo o 1 2

i vitimul tabel, coloana lui v contine coordonatele Jui v in baza (vy, v, v; ), deci
v=3v—v, +2v;.

d. Teorema bazei, dimensiune
Daca un spatiu vectorial V admite o baza formata din n vectori, B = (e, &,,....6,).
atunci:
~orice sistem liniar independent din Vcontine cel mult i vectori;
— orice baza 3 ui V este formata din n vectori.
Teoremé& (a Inlocuirii): Fie B = (e, ,,....6,) 0 bazd a unui spatiu vectorial V si
V4, ¥p,.., ¥, UN sistem de vectori liniar independenti din V. Atunci:
-rsnm
—se poate obline o baza B a lui V prin inlocuirea a r vectori potrivit alesi ai
bazei Beu vy, vy,...,v,.
Teoremd (a bazei): Fie B = (e, €,....6,) §i B':(e},e'z,.,.,e;,) doud baze ale unui
spatiu vectorial V. Atunci n=n".
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Definifie: Fie V un spaliu vectorial peste corpul K. Spunem ca spatiul vectorial V are
dimensiunea n i scriem dimy, V =n, dacd V admite o baza formaté cu n vectori. Un
spatiu vectorial V este de dimensiune finita, daca n este un numar natural.
Lema: Fie v, vy,...,v, un sistem de vectori liniar independenti dintr-un spatiu vectorial V.
Pentru un vector x €V urmatoarele afirmatji sunt echivalente:

— sistemul de vectoti vy, v,,...,v,,x este liniar dependent;

- x este combinatie liniara de vectorii v;,v,,...,v,.
Teoremd: Un spatiu vectorial V are dimensiunea n, daca gi numai daca numarul maxim
de vectori liniar independenti din V este egal cu n.
Teoremd (a alfernativei): Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n. Pentru un sistem
(V4 Varos v,y ) format cu n vectori din V urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

— (Vy Vp,.sV,) este baziialui V,

— (V4. Vg, V) €StE UN sistem de generatori al lui V,

— (V4. Va...., v,;) este sistem liniar independent.

10.9. Aplicatii intre structuri algebrice

a. Morfism de monoizi
Definifie: Fie (M,0) §i (M',®) doi monoizi avand elementele neutre e, respectiv ¢’. O
aplicatie ¢: M - M' se numeste morfism de monoizi, daca

ole)=¢' §i YxyeM=o(xOy)=o(X)®u(y).

Un morfism de monoizi inversabil se numeste izomorfism de monoizi.

b, Morfism de grupuri
Definitie: Fie (G,0) st (G,®) doud grupuri. O aplicatie ¢:G — G’ se nume§te
morfism de-grupuri dacd vx.y eG= ¢(x Oy} ={x)} B ¢{y}

Dacad (G,®) si {G'®) sunt doud grupuri cu elementele neutre e, respectiv e’ si
©:G -G este morfism de grupuri, atunci ¢(e)=¢ §i VxeG = q)(x"1) = (q>(>())’1

Un morfism de grupuri ¢:G — G’ se numeste izomorfism de grupuri, dacé ¢ este
inversabila, adics daca existd un morfism de grupuri w:G' — G astfel Incat poy =15
i yog=1g

Un morfism de grupuri ¢:G —> G se numeste endomorfism al lui G. Un endomarfism

al lui G care este si izomorfism se numegte automorfism al iui G. Un morfism de grupuri
¢:G — G este izomorfism, daci $i numai daca este o aplicatie bijectiva,

Exemplu: Pe multimea permutdrilor de n elemente considerAm aplicatia semn
{signatura unei permutéri) £: S, — {-11, n > 2. Ea este morfism intre cele doua grupuri
{grupul de permutdri considerat cu operatia de compunere a for si mulfimea {-11 cu
operatia de inmultire), pentru cd e(c e t)=2(c)-&(1), dar nu este i bijectiva pentru 3
exists mai multe permutéri care au acelagi semn (deci nu este o aplicaie injectiva).
¢.” Morfism de inele

Definifie: Fie (A+-) § (A®,0) douad inele. O aplicaie ¢:A—> A se numeste
morfism de inele, daca:

- ¥xyeA=olx+y)=o{x)® oy}

=YXy eA=q(x-y)=¢(x)O aly).
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Proprietafi: Daca ¢ este morfism, atunci:
o 9(04)=0,4 (elementul neutru in raport cu adunarea in primul inel este dus prin
aplicatia ¢ in elementul neutru in raport cu adunarea din al doilea inel);
o ol=x)=—g({x)
o ofty) =14
. (p(x’{) = (q)(X))"’, n cazul in care cele doud elemente exista.

Un morfism de inele ¢:A— A" se numeste izomorfism de inele, dacd ¢ este
inversabild, adica dacad existd un morfism de inele y:A — A astfel incat

poy =T §i yop=1, Aceeasi terminologie se foloseste si in cazul corpurilor,

Exemplu :
Aplicatia f:Z — My(Z), f(a):[; :j VaeZ este morfism de inele.

Solufie: Intr-adevar,

a+b O a 0y (b O |
f(a+b):[ 0 “b]:[o a)+(0 b]:i(a)«-f(b),

ab 0 a 0)b 0O |
l(ab):(0 ’ab]z[o a][o bJ:f(a)f(b),

10
£(1) :(0 1). Injectivitatea fui f este imediata.

d. Aplicatii liniare

onsideram doua spatii vectoriale V si V' peste un corp K. Spunem cé o apli=
catie f:V—V' are proprietatea de aditivitate, daca: f(x +y)=f(x)+f(y), Vx,y e V.

Aceasta revine la faptul ¢a f este morfism al grupului (V,'+) in grupul (V',+).
Spunem ¢ o aplicatie f:V—V" are proprietatea de omogenitate, daca:
flox)=a-F(x),YaeK.xeV.
O aplicatie f:V V' se numeste liniard, daca:
= flx+y)=f(x)+Hy)VxyeV;
- Flax)=a-f(x),VaeK,xeV.
Daca V =V', atunci f se numeste transformare liniard sau endomorfism al lui V,

Se noteaza cu End,V mulfimea tuturor transformarilor liniare.ale Iui V.
Exemple: '

1. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K si 1, :V -V aplicatie identicd a lui V.
Cum 1y (x+y) =1 (x) + (¥} § T{ax)=a (X}, VaeK, x,y €V, rezultd cd 1,
este o transformare liniara a lui V, numita transformarea identicd a lui V.

2. Aplicatia 0:V —-V,0(x)=0,¥xeV este transformare liniars, numitd transfor-
marea zero a lui V. In adevar, pentru Va e K, x,y eV, avem:

O(x +y)=0+0=0{x)+0(y);
ox)=0=a-0=0a-0(x).
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3. Fie AeM,,(R). A=(g;). De la spatiul vectorilor coloand R” =a1,,(R) la

spatiut vectorilor coloand R™ = Myq(R) considerdm aplicatia f:R” > R™, datd

prin: )
8y 88y X X
def 8oy Byy B, X X,
21 8973y,
f(x) = Ax=} "L lemm wx=) P RN
3m am2"'amn Xm Xm !

Folosind proprietiti ale operatiilor cu matrice, avem:
Fx +y)=A(x+y)=Ax+ Ay =f(x)+f(y}
f(ox) = Alox) = aAx = af(x),

oricare ar fi a eR, x,yeR”, Deci f este 0 aplicatie liniard de Ja R” la R™. Astfel,

X' X1
- 121 =X+ 2X; + X,
licatia F: R® —» R?, f(x)= x, |=| TR Vx = R®
aplicatj - (x) 3 1-2) %2 T ek s -20, X :z e
3

este linjara,
4. Scrieti matricea aplicatiei liniare definite prin 7 : R® — R®,
T (g, X2, X3) = (3%, + 4 + Xg, Xy — 2X5 + 2X3, Xy + X3 ).
Solutie: Dupa modelul exemplului anterior, avem

3 4 1
. Ar=l1 -2 2
101

5 ‘Se considera aplicafia T :R® - R, T{X;, X3, X5} = X, + XX, + 2%, + X3, S& se
verifice dacé este o aplicatie liniara.
Solutie: Verificdm proprietatile aplicatiitor liniare:
M: T+ y}=TX)+T(y),
(2): T(ax) = aT(x),Va c R,
Fie X = (X, %2 %,), ¥ = (VY 2.ys) € RS,
TOCHY) =T X X )+ (VY2 VoD = T(Xi + Yo Xo + Y2 Xa + ¥3) =
= (X34 Vi) (4 +YaXg + Y2 ) + 206G+ ¥2)+ (X5 + ¥3) =
=Xy H Yy XiXo + XY g+ Xo + YiYo + 2Xp + 2 + Xy + Yy
Pe de alta parte:
TONHT(Y) =T (X Xa Xa )+ TV Y2 ¥a) = Xy 4 X + 20+ Xy + Y1+ Yz + VX + Vs
Se observa ca in cea de a doua expresie lipsesc termenii xy, + Xy, deci

egalitatea nu este satisfacuta.
Nici cea de a doua proprietate nu este satisfacuta, dupd cum se poate observa:

T(ax) = T(a{Xq, X, X3 )} = Ty, X, 0X3) = 61Xy + 62X Xy + 20X, + 0.
aT(x) = aT{(x3, X5, X3)) = Xy + 04X Xq + 20X5 + CX3.
Atunci, aplicatia nu este liniara.
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11.1. Generalitati

Considerém doua multimi nevide A si B si o fege de corespondents (de asociere) f, care
face ca fiecdrui element x din A s3- corespunda un element unic y, din B. Spunem ca am definit
o functie pe A cu valori in Bgisciiem £ A — B.

Muliimea A se numeste domeniul de definitie al funciei, iar B, multimea in care
functia ia valori, codomeniul functiei. Se foloseste si notatia A8 Functile se
noteaza cu litere mici din alfabetul latin {sunt preferate literele £, g, h).

Dacé se stie numérul de elemente din multimile A i B, card(A) = m si card(B) = n,
atunci numérul de functii ce pot fi definite pe multimea A cu valori in mulfimea B este

card ({f )£ : A— BY)=n".
Exemple:
1. A={12) B={ab,c}=card({f|f: A B))=(card (B)"™ =32 =g,
2. card (3,(Z,))= 3%
3. card ({abc | a,b,c < {3,4,5,6))) = 4%
Definifie: Dacd f:A—>B §i g:A'>B cu A'c A §i f(x)=g(x),¥xe A", atunci fse
numeste prelungirea functiei g la multimea A, iar g se numeste restricfia functiei f
la multimea A". Notatie: g=f,.
Exemplu: Fie £:Z — R, f(x) = x* §i g:N - R, g(x) = x*. Se observa c& g = f,.
Definifii: .
« Doua functii f:A—B si g:C—o>D sunt egale, dacd A=C, B=D si
f{x}=g(x),¥x e A, adica daca au acelasi domeniu de definitie, acelagi codome-

niu gi valori egale Tn orice punct al domeniului de definitie.
+ Ofunctie f: A B, Ac R este o functie de variabila reala.

e Ofunctie f:A— B8, Bc R este o funcfie reala.

e Ofunctie f:A— B ABCR este o functie reald de variabild reald, sau functie
numericé.

« Ofunclie f: A B; AcC este o functie de variabild complexd.

» Ofunctie f: A — B, Bc C este o funcfie complexa.

» Dacd f:A->8 este o functie numerica, spunem cd «eR este o rddécind a
functiei f (un zero al functiei f), daca f(a)=0.

« O finctie £:A—>B,BcC pentru care f(x)=0,vx €A ‘se numesle funcfie
identic nul.

Sa observam c3, din modul de definire, o functie asociaza fiecarui element x e A un

element unic f(x)=y «B. Spunem ci x este variabila (argumentul) functiei f. Ele-

mentul y =f(x),y B se numeste imaginea ui x prin functia f sau valoarea functiei fin x.

Evident, multimea Imaginilor unei functii este submultime a codomeniului, Deci, daca
f:A— B, atunci f(A)={f(x)| x € A} < B. Muitimea imaginilor functiei f se noteaza Im(f)
si se citeste imaginea fui f. :

Exemplu: $a se giseascd imaginea functiei f:[-1.2] » R, f(x)=x+1.

Solutie: -1<x<2 |+1<0<x+1<3=Imf < [0,3]. Pe de alta parte, vy e[0,3]=
Wx [0,2] astfelincat y = x+1< y =f(x)=[0,3] c Imf. Deci Imf =[0,3). )
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Definitie: Se numegte imaginea reciproca (pre/magine} a unei parti B din B, notata
48", submultimea lui A formata din acele elemente ale caror imagini prin f apartin Jui 8'
o YB)={xeA|f(x)eBY.

Exemplu: Fié f:R - R,f(x)=x? - x. Si se giseasci preimaginea multimii 8' = {2).
Sofutie: Cautam {x ¢ A]f{x)=2}.

X ox=2o X2 o x-2=0e (x-2(x+1) =0 X, =2 %, =~1 = (D)= {-12}.

a. Moduri de definire a unei functii

Pentru a defini o functie trebule precizate domeniui de definitie A, codomeniul B si legea
de asociere. .
Legea de asociere poate fi daté explicit (sintetic) pentru functii cu domeniul finit (convenabil).
Exemplu: f:{a,b,c,d} - {0,12,3,4} cu f(a)="1, f(b)=0; f(c)=4 f(d)=2.
O functie cu domeniul finit se defineste:

— printr-o diagrama (fig. 11.1);

- printr-un tabel de valori Tn care pe prima linie sunt LA
elemente din A $i pe a doua linie elementele ,
y=1f(x); yeB A

X a b C d .
T 11 2 2 2 Fig. 111

— printr-un fablou in care pe prima linie sunt elemente f(x):[a b o d}
din A si pe a doua linie elementele y =f(x); y € B. 104 2

Legea de asociere poate fi datd implicit (anafitic) pentru functii cu domeniu nefinit:
— printr-o expresie algebrica, de exemplu: f(x)=2x+1
J—1 dacad x<0;
— prin mai multe expresii, de exemplu functia sgn{x): f(x)=4{0 daca x=0;
+1 dacd x>0
~  prin metode descriptive, de exemplu: ,f(x) este tatal lui x".

b. Reprezentarea grafica a unei functii numerice
Fie f:A—8 ABcR Graficul unei functi numerice se
defineste prin multimea: G, ={({x,f(x)}j x € A} §i se reprezintd

geometric printr-o submultime a pianului in care am considerat un
reper cartezian (fig. 11.2):

def
T ={M(x.y)|xe Ay =Ff(x}}.
Etape de reprezentare:

— fixarea axelor de cdordonate si a unitatii de masura;

— fixarea coordonatelor punctelor de pe grafic: argumentele
x €A pe axa absciselor gi valorile y =f(x), y € B pe axa

ordonatelor; cu paralele ia axe duse prin cele doud coordonatele se fixeaza fie-

care punct dat pe grafic;

— unirea punctelor obtinute anterior.

intersectiile cu axefe:
cu Oy: {M,(0,f(0)}}, daca De A
cu Ox: {M,(x,F(x))[f(x)=0}.
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c. Domeniul maxim de definitie al unei functii
Domeniul maxim de definifie al unei funcii f este o submulime D¢ R ale céarei

slemente respecta regulile de existenta a valonlor f(x) pentru argumente x ¢« D. Aceste
reguli provin din:

« numitori — diferiti de 0;

+ valori de ,sub” radicali de ordin par — pozitive;

« conditii de existentd a logaritmilor;

« conditii de existenta a functiilor trigonometrice.
Exemple:

1. F:DSR, f(x):ﬁ, Conditii: x+2%0 e x% 2 & D=R\{-2}.

2. F:DoR, f(x)=vx—5. Condiliit x—520 x25 < D=[5+0).
X+2>0e x>-2

3. f:D =R, f(x)=log,,,(x~1). Conditii: {X+2#1e x-1:= D=(1+0).
x=1>0e x>1

4. f:D-> R, f(x)= arccos{x +1). Conditii: -1< x+1<1 -2<x$0 e xe[-2,0].

d. Operatii cu functii

Daca f,g: A— R, Ac R sunt doua functii numerice si o € R, atunci:

— functia f+g:A >R, (f+g)x)="F{x)+g(x) se numeste suma functiilor fsi g.

—~ functia f-g: AR, (f-g)(x)=Ff(x)-g(x) senumeste diferenfa functiilor fsi g;
— functia F-g:A—> R, (f-g)x)=F(x} g(x) se numeste produsul funcliifor f i g;

)

— daca Vx e A g(x)=0, functia é:A - R [ )(x)_ se numeste cédtul func-

tiilor £ 5i g (in aceasta ordine);
~ functia of : A - R;{(af)(x) = f(x) se numests produsul functiei f cu constanta a.
Observafie: Daca notdm cu R’ mulfimea tuturar functilor reale f:7—R, atunci

aceastd multime Tnzestrata cu operatiile de adunare si Inmuitire a functiilor formeazé o
structura algebrica de inel comutativ. In plus, daca se ia in considerare si inmullirea cu

un scalar a funcfiilor, R’ capata o structurd de spafiu vectorial peste R."

€. Compunerea functiilor
Definitie: Fie A,B.C trei mulfimi nevide $i f:A—> B, g:B—C doud functii. Atunci
functia h: A C: h(x)=g(f(x)) este compusa functiilor g si f (in aceasta ordine!) si
se noteazd gof (fig. 11.3).
Observatii:
A a — Compunerea funcfilor NU este comutativa.

— Compunerea funciilor este asociativa.
’ " — Functia identicd a unei multimi se defineste astfe!:
1A Al (x)=x,VxeA
Daca A si B sunt doud muliimi nevide, f: A — B o functie

st 14 1g functile -identice corespunzatoare, atunci
foly=f gilgof=F.
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« Functii injective
Definitie: Daca A gi B sunt doud multimi nevide spunem ¢é functia
f:A— B este injectivd, dacd pentru x, = X, = f(x;) # f(x;).
Definitie echivalentd: Daca A gi B sunt doud multimi nevide
spunem ca functia f:A— B este injectivd, dacd pentru
f(x)=1(x,)= X, = x, .
Interpretare geometrica: O functie numerica este injectiva, daca
§i numai daca orice paraleld la axa Ox printr-un punct al Fig. 11.4
codomeniului intersecteaza graficul sau in cel mult un punct. )
Exemplu: Functia a carei reprezentare grafica este data n figura 11.4 nu este injectiva,
deoarece dreapta dusa punctat intersecteaza graficul functiei in doua puncte.

o Funcfii surjective
Definitie: Dacé A i B sunt doud muitimi nevide spunem cé functia Y
f:A-»B este surjectivd (surjectie), daca VyeB=13xeA
astfel incat f(x)=y.

Observatie: O funclie este surjectiva, daca f(A)=B. 0,
Interpretare geometrica: O functie numerica este surjectiva dacé x
$i numai daca orice paraleld la axa Ox printr-un punct at

codomeniului intersecteaza graficul sau in cel putin un punct.
Exempiu: Functia a darei reprezentare graficd este datd n
figura 11.5 nu este injectiva, decarece dreapta dusa punctat nu
intersecteaza graficul functiei tn niciun punct.

» Functif bijective

Definitie: Daca A si B sunt doua mulfimi nevide spunem ca functia
f:A— B este bifectivd (bifectie), dacd vy e B= 3l xc A astfel
incat y =f(x).

Observatie: O functie injectiva i surjectiva este bijectiva,
Interpretare geometrica: O funclie numerica este bijectiva, daci
si numai daca orice paraleld la axa Ox printr-un punct al
codomeniului intersecteaza graficut séu in exact un punct.
Exemplu: Functia a cérei reprezentare grafica este data n figu- Fig. 11.6
ra 11.6 este bijectiva.

« Functii inversabile
Definifie: Fie A si B doud multimi nevide si
B> A astfel incat Fof=1, 5i Fof”
se numeste inversa functiei f.
Observafii:
~ Dacé exist, inversa unei functii este unica.
- finversabild < fbijectiva, adica vy e B,AxeA a.i y=f(x)o x=f(y).
— Daca f, g sunt functii injective, surjective sau bijective, atunci g-f, respectiv
fog este functie injectiva, respectiv surjectiva sau bijectiva.

:A— B o functie. Daca exista o funclie
5 spunem cA f este inversabild si £~

f. Functii monotone
Definifie: Fie f: A > R;AcR ofunctiesi x> x, doud valori din A. Atunci functia f este:
' — monoton (strict) crescitoare, dacd f(x,) 2 f(x,) (F(x{) > f(x,)):
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— monoton (strict) descrescitoare, dacd f(x)) < f(x,) (f(x;) < f(x,)).

Observatie: O functie monoton (strict) crescatoare sau monoton (strict) descrescatoare
se numeste funcfie (strict} monotond.
Definitie: Punctul ae A se numeste punct de minim (respectiv maxim) refativ (local)

pentru funcfia f: A — R, daca exista o vecinatate’ V, (a punctului a), astfel incat

f(a) < f(x) (respectiv f(a)2f(x)), Vx eV,NA. Daca f(a)<f(x) (respectiv f(a)2f(x)).
V¥x e A, atunci @ se numeste punct dé minim (respectiv maxim) absolut al functiei f.
Punctele de minim sau de maxim ale unei funclii se numesc puncte de extrem, iar
valorile functiei in aceste puncte se numesc extreme ale functiel f.

Proprietafi:

« Orice functie numerica strict monotona este injectiva. Reciproca este adevirats
doar in cazul funcfiilor continue pe un interval.

« Fie fsi g doua functii numerice (strict) crescatoare, respectiv (strict) descresca-
toare. Atunci: suma functiilor, f + g, i compusa functiilor f$i g, adica gof, sunt
{strict) crescatoare, respectiv (strict} descrescatoare; — f este (strict) descresca-
toare, respectiv (strict) crescatoare.

« Fie f o functie numerica (strict) crescatoare si g o funclie numerica (strict) des-
crescatoare, Atunci f —g este (strict) crescatoare.

« Daci f este o functie numerica inversabild si monotond, atunci inversa sa, -,

are acelasi tip de monotonie.

« g functii cu aceeagi monotonie = gof functie crescatoare

« fgfunctii cu monotonii diferite = g of functie descrescatoare.

« Fie Juninterval si f:/ > R o funcfie numerica. Atunci f este strict crescétoare,
respectiv strict descrescitoare daca si numai dacé pentru orice

F=109) ¢ sty 104)=0)
X1— Xy Xq= X,

+ Daca pe / functia este strict crescétoare la stanga lui a $i strict descrescétoare la
dreapta lui a, atunci a este punct de maxim al funciei.

« Dac pe /functia este strict descrescatoare la stanga Iui a i strict crescatoare la
dreapta Wi a, atunci a este punct de minim al functiei.

g. Functii marginite

Definitie: Fie f:D—R,DcR’ o funclie. Dacd multimea f(D)c R este marginitd
(marginitd superior sau inferior) in R,, atunci spunem ca functia f este mdrginitd
(mérginitd superior sau inferior). In caz contrar, spunem cé feste nemérginits.
Proprietafi:

« Dacad f:D—- R AcDc R, A= esteofunctie, atunci marginea superioar (infe-
rioard) a multimii £(A) se numeste marginea supeﬁéaré, respectiv marginea inferi-
oaré, a functiei f pe multimea A si se noteazd iuAp(f(x)), respectiv )i(rgi(f(x)),

e

XpX pe b Xy # Xy ! <0.

Daca A =D, marginea superioara, respectiv inferioara, se noteaza sup(f), respectiv
inf(f). Metode de determinare a marginiri pot fi gasite in sectiunea Functil continue’.

o Functia f:R - R este marginita, daca gi numai daca existd M e R astfel Incat
xeD, [Fx)i<M.
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« Dacé f,g:D— R suntdoud functii, feste nemarginita si vx D, f(x)< g(x),
atunci gi g este nemarginita.

h. Axe si centre de simetrie

* Axe de simetrie
Definifie: Dreapta de equatie x =a este axd de simetrie (fig. 11.7) pentru reprezentarea
graficului functiei f:A— B, dacad fla-h)=f(a+h).vheR astfel incdt a—heA si
a+h e A Funcfia fse numegte functie pard, dacd -x € A, Vx e A §i f(—x)=f(x),Vx e A.

Dreapta Oy (axa coordonatelor) este axa de simetrie pentru o functie para.

* Centre de simetrie
Definifie: Punctut (xy,Y,) se numegte centru de simetrie (fig. 11.8) pentru reprezentarea
graficului functiei f:A— B, dacd f(xo—h)+Ffx+h)=2y,,VheR cu x,-hecA si
Xy +h e A Functia f se numegte impard, daca -x < A, vx e A §i f(-x)=-F(x), vxe A

Originea sistemului de coordonate este centru de simetrie pentru o functie impara.
Observalii: N
— Daca f,g functii pare = g o f functie para.
— Daca f,g functii impare = g of functie impara.
—. Daca f,g functii cu paritsti diferite = gof funclie para.

¥ Yi
f(xurl}) M
) e oty
o wnlah % o Fm a1
x=a
Fig. 11.7 " Fig. 1.8

i. Functii periodice
Definifie: O functie f:D - R,DcR se numeste periodicd, daca exists 7«0 astfel
incat x+T e A si f(x+T)=7(x); Vx « A Numarul T se numegte perioada pentru functia f.
Cea mai mica perioada pozitiva (daca existd) se numeste perioadé principals.
Exemple:
1. f:R—[-11],f(x)=sinx are pericada principala 2xn pentru ca
sin(x + 2kn)=sinx, vk e Z.

1x .
2. F:R->Rf(x)= €Q s VT eQ f(x+T)=f(x). Functia nu are perioads
-, xeR\Q
principald pentru ca nu exista un cel mai mic numér rational strict pozitiv.
Observatie: O funclie periodicd nu poate fi injectiva sau monotona.

j. Functii convexe si functii concave
Definifie: Funcfia f:D— R este convexd (fig. 11.9) pe intervaiul /< D daci pentru
orice x, Xy e/ §i 0y, a3 20 cU ay+ 0, =1 este adevérats inegalitatea:
FlogXy + €aXp) S agf(Xg}+ aof (X5).

Tn cazul in care floyx, +aoX;) 2 aqf(x)+ aaf(x;) funclia este concavd (fig. 11.10).
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Definitie; Punctul x, €D se numeste punct de inflexiune pentru functia f:D >R,

daca existd a < X, §i b > x;, astfel incat f este convexa (concavé) pe (a. xo) §i concava
(convexa) pe (xo, b).

Y

O
o)

o

Fig. 11.9 Fig. 11.10
Observatii:
— Daca funclia f este concava (convexd), atunci functia — f este convexa (concava).
— Din punct de vedere geometric, functia este convexa, daca deasupra graficului
cuprins intre doua puncte se afla coarda ce uneste respectivele puncte; atunci
cand coarda se afla sub grafic, functia este concava. Intuitiv, o functie convexa
are graficul care Lfine apa“, una concava are graficul care ,nu tine apa“.

k. Intersectia graficelor a doua functii
Exemplu: Se dau f:R >R, f(x)=2x+3 §i g:R->R,g(x)=2+x. S& se determine
coordonatele punctului de intersectie a celor doud functii.
Solutie:

, pe care

- [2x+3=
Etapa 1: Scriem ecuatiile atagate functiilor $i realizsim sistemuk: {2“;( Y
+x=

2x~y=-3 - 2x-y=-3
rezolvam prin metoda reducerii; {x -y =~2[(-1) - |-x+y=2
x =-1

= {i T;L 2% {X - P {; Z 1_1 = P(-11) este punctul de intersectie a- grafi-

celor functiilor £ i g.
Etapa 2 (reprezentarea): Luam fiecare functie si o reprezentam grafic; fiind functii
liniare, graficul fiecireia este o dreapté.

— Se reprezintd punctul P(—1,1);

- f(x)=2x+3; x=0=>y=3=A(0,3);

—g(x)=2+x; x=0=>y=2=B(0,2).

X —o0 -1 0 +0
fix) |-w -1 3 +00
gx) |-= 1 2 +07

Graficele celor doua functii vor fi
reprezentate in acelasi sistem de
coordonate carteziene (fig. 11.11).

Ty Mg = 4PV

Fig. 11.11
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11.2. Functii elementare
a. Functia polinomialad

a —

Definitie: O functie de forma f:R — R,f(x)= Zaix’; neN;aeRi=0ma, =0 senu-
=)

meste functie polinomiala de gradul n. Numerele reale a; se numesc coeficienti, n

se numeste gradul functiei, iar a, coeficientul dominant.

+ Funcfia constantd
Definifie: O functie de forma f:R — R,f(x)=a,ac R se numeste functie polinomiali .

de grad zero sau functie constantd. Graficul este o paralela la axa Ox, ce trece prin
punctul de ordonatd a.

e Functia de gradul 1 (liniard)
— definire: F:R >R, f(x)=ax+babeRa=0;

i

radacini: Fx)=0 e x = ,g;

- semn: b
X —00 - +o0
a
ax+b| semn contrar lui a 9 semnul lui &

— monotonie: pentru a.> 0 funclia este strict crescétoare, iar pentru @ < 0
functia este strict descrescatoare,
Observatii:

— Valoarea imaginii functiei pentru o anumitd valoare a lui x se obtine inlocuind in
expresia functiei necunoscuta x cu valoarea numerica respectiva.

— Atentie la domeniul de definitie considerat pentru fiecare functie in parte! Pentru
rastrictii ale funciiei cu care se lucreaza se vor considera doar anumite par{i din
graficul sau,

Reprezentare grafica: .

= Graficul unei functii liniare definite pe R este o dreapta.
Exemplu: Fie f:R — R,f(x)=3x +1. Graficul su este o dreapti (fig. 11.12) care trece
prin punctele de coordonate determinate in tabelul de mai jos:

X = -2 -1 0 +1 +2 oo 4D
) |- -5 -2 1 +4 +7 )

= Graficul unei functii liniare definite pe un interval din R este o semldreap(é sau
un segment de dreapta.
Exemple:

1. Graficul functiei f:(—a:»,1]»]R, f(x)=3x+1 este o semidreapts (fig. 11.13) cu
originea in punctul de coordonate (1,4). ’

2. Functia f:[4,m)—+lR,f(x)=3x+1 are graficul o semidreaptd cu originea in
punctul de coordonate {(4,13).
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4
3
2
1
-5 4321
-1
2
-3
”
-5
fiR—>Rf(x)=3x+1 fi(~0 >R f(x)=3x+1
Fig. 11.12 Fig. 11.13

3. Graficul funcliei f: [-11] > R, f(x) = 3x +1 este un segment de dreapta (fig. 11.14)
cu capetele in punctele de coordonate (1, — 2) si (1,4).

= Graficul unei functii liniare definite pe o submullime finitd a lui R este o multime
finita de puncte.

Exemplu: functia :{-2,-1,0,1 — R are ca grafic multimea de puncte: {(-2,-5);
{-1-2);(0,1);(1.4)} din figura 11.15.

Smow s

~54-3-2-1 10123 4

-1

. 2
M
"
L. -5
Fi-4 1o R A(x) =3x +1 Fi{-2,-1.0,1 > R, f(x)=3x+1
Fig. 11.14 Fig. 11.15

Aceste functii sunt restrictii ale functiei f: R -> R, f{x) =3x + 1 la submuliimi ale lui R,
graficele lor fiind incluse n graficul functiei liniare studiate initial.

o Functia de gradul dol

-~ definire: F:R-o R, f(x):ax2+bx+c;a,b,ceIR;avto;

— radacini: se calculeaza discriminantul A = b — dac §i apar cazurite:

-b+ VA

¥ A>0= doua radécini reale distincte x,, = 3
- a

v A=0= oradacina reald dubld x;=x, =

Y A<0= nuexista radacini reale;
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~ semn {conform tabelului):

X —o0 X +0
A>0 2 - n "
ax*+bx+c | semnulluia O -semnulliia 0 semnutlia
0 X -0 Xy =Xy +o
A=0 i bxsc|  semnuilia o semnul ui a
X —0 +0
A<0 2 "
ax‘+bx+c semnul lui a
~ monotonie:

v pentru a>0, feste strict descrescatoare pe (—w,—%] §i striot cresca-

toare pe ~i.+w N -
2a

v pentru a<0, feste strict crescatoare pe (m,—z—i] i strict descresca-

toare pe (—i +eo |3
P 23" B

~  punct de extrem: V(A%,—%} numit varf, acesta este

punct de maxim, daca a < 0 i de minim, dacd a> 0;

~ forma canonica: f(x)*a(x-v-i]z +i-
' 2a) 42’

— reprezentare grafica: parabold.

Exemple: S& se deseneze graficele funcfiilor definite mai jos.

1. FiR R, f(x)=x2-2x+1.
Solufie: f(x)= X2 -2x +1=(x —1)2, Atunci, -singura radacina
este x, =1, cea care determind i punctul de minim B (1,0).
Functia este strict descrescatoare pe intervalul (—w,1) i strict
crescatoare pe (1,4+w) (fig. 11.16).

2 fFIRoRAX)=—x3—x-1.
Solutie: Din faptul ca termenul de gradul doi are un coeficient

negativ, deducem c& parabola are ramurile indreptate Tn jos
(fig. 11.17). Cum discriminantul A < 0, nu exist3 puncte de

intersectie cu axele, iar punctul V(—%,—%] este punct de
maxim.
3 l:]R—»]R;f(x):%xz+5x+8,

Solufie: Dreapta paraleld cu Oy fatd de care f este simetrica
_este x=—5 (fig. 11.18).
Intersectia cu Oy: x=0=>y =8= A(0,8)eT,.

Fig. 11.16

Fig. 11.17

Fig. 11.18
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) X, =-8] [B(-8,0)eT;
Intersectia cu Ox: y =0:>A=9>0= =
- %, =-2] 7 |€(-2,0)el,
Punctul de minim este V(—S,—%} Functia este pozitiva pentru x & (-0, -8) U{~2:+o0}

3i negativa pentru x e (~8;-2). Functia este convexa pe intreg domeniul de definitie.
Tabelul de variatie pentru functia feste:

x |- o0 -8 -5 -2 0 +
fp+ + 0 - —% - 0 + 8 + +
60 6 0 6 m i B i i ii i

« Functia putere

= Functia putere cu exponent natural f R > R, f(x)= x",neN
1. n=2k (par, fig. 11.19)
— radacini: f(x)=0< x=0;
— simetrie: fats de Oy (functia este para);
- semn: f(x)20, VxeR;
— monotonie:
v x e{~x0,0], fstrict descrescatoare;
v x {0, +w), fstrict crescatoare;
— extreme: {0,0) punct de minil
— daca f:[0,0)—[0,) sau

0,0] - [0,m0) functia este bijectiva.

Yi 17
1 A o
o x x
Fig. 11.19 Fig. 11.20 Fig. 11.21

2. n=2k+1 (impar, fig. 11.20):
— r&dacini: f(x)=0= x=0;
— simetrie: fata de origine (functia este impara);
~ .semn:
v xe(-x,0)e f(x)<0;
v xe[0,w)ef(x)20;
— “monotonie: f strict crescatoare {nu are extreme);
- functia este bijectiva.

«  Funcfia putere cu exponent intreg negativ f 1R’ >R, Fx)=x"= l" neN’
X

1. n=2k (par, fig. 11.21):
— simetrie: fat& de Oy (functia este pard);
— semn: f(x)>0, vxeR
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—  nu are radacini; axa Oy e asimplota verticala': lim £(x) = lim (x)= +;
x>0 x>0
x<0 x>0
—~ monotonie: .
v xe(-»0)= fstrict crescatoare;
v xe{0,+n)= fstrict descrescitoare;

- lim f{x)=lim f(x)=0= axa Ox asimptota orizontald la +oo;
X0 X

— daca f:(0,0) — (0,) sau f:{—»,0})— (0,%) functia este bijectiva.
2. n=2k+1 (impar, fig. 11.22):
— nu are radacini; axa Oy e asimptotd verticala
(imF(x)=-o0; lim F(x)=w0);
x50 x=0
%<0 x50
~ simetrie: fata de origine {functia este impara);
- semn;
Y xe(-»0)sf(x)<0;
v xe(0w)ef(x)>0 Fig. 11.22
monotonis (0,0} (0,) = fstrict descrescétoare;
— lim f{x)="lim f(x)= 0 = axa Ox asimptota orizontala;
X0 xn

functia definita £ :R" > R’ este bijectiva.

Functia radical

4
Funciia radical de ordin par f:[0,0)> R, f(x)= Yx=x"ne N,n>1n=2k
-~ raddcini: f(x}=0 x=0; (fig. 11.23); s
- semn: f(x)20, ¥xe[0,+w);

— monotonie: f strict crescatoare;

- extreme: (0,0} punct de minim;

— functia f:[0,00) - [0,0) este bijectiva (este inversa functiei

g:[0,2) = [0,0), g(x)=x", unde n=2k). Fig. 11.23

1
Funclia radical de ordin impar f 1R >R, f(x)= Yx=x1,neN,n>1ln=2k+1
— radacini; f(x)=0 x=0; (fig. 11.24); ¥.
-~ simetrie: fatd de origine (functia este impara);

- semn:
v x<0ef(x)<0; %
v x>0 f(x)>0

— monotonie: f strict crescatoare;
— functia este bijectiva (inversa functiei putere). Fig. 11.24

Proprietéti:

2 5i g(x)=2Yx; ke N sunt simetrice fatd de pri-

graficele fungtiilor f{x}= x’
ma bisectoare (fig. 11.25);
graficele functiilor f(x)=x%* si g(x)=24x;k ¢ N" pentru x &[0,00) sunt simetri-

ce fatd de prima bisectoare (fig.11.26).
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Fig. 11.25

+ Functia exponentiald
Proprietéti:

. a’":in_VneN',aéo; =1 a=0

o @@ =", vx,yeRVa>0, a‘:a¥=a"" vx,yeR va>0
o (a-b) =8 b5, UxeRVah>0, (a:b)=a*:b*vxecR Va>0b=0

m
. @Y =a" WxyeRiva>0 an =4a" vn,me N, n=2,(a>0).

Definitie: Se numeste functie exponentiala functia definita:
fiR—>(04w), f(x)=a", ae(@NU({l+x)

Functia este bijectiva (si din injectivitate obfinem: a* =a” < x=y).

4 = Cazul a>1 (fig. 11.27):

(0,1) — nu are radacini;
i — semn: f(x)>0, VxeR;
G Ed — monotonie: f strict crescatoare;
Fig. 11.27 - XIL"L{(X):O: axa Ox este asimptots orizontala la —o.
4 » Cazul O<a<1 (fig. 11.28):
(©.1) — nu are radacini;
: -~ semmn: f(x)>0, VxeR;
3| Y - monotonie: f strict descrescétoare;
— lim f(x)=0= axa Ox este asimptoti orizontala la +co,
X

Fig. 11.28

* Functia logaritmicd

Definifie: Pentru a >0,a =1, x >0, definim numarut y =log, x cu proprietatea x = a¥.
Numim log, x logaritmul numarultui x in baza a.
Notatii: Ig=10gy, - (logaritmul zecimal), In=log, (logaritmul natural, e = 2,7182...
numarul lui Euler).
Proprietéti:

o a@%X=xvx>0log,a* =x vxeR;

+ log,1=0, log,a=1

o log,(xy)=log, x +log, y,¥x,y > 0;

o log,(x:y)=log, x-log, ¥, Vx.y >0;
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o log, x" =rlog, x,vx>0,vr e R; log, G] =-log, x, Vx> 0;

« log, x =log, x -fog,

1
. I‘aga b »m abe(0,NU(1+o).

Exemple:
1. 2°=8=3=log,8

3
2 log‘(125)=log1(53)=log1(1]
. H 3 5.8

3. ~l0g4(109,106,16)) = ~logy10g,(log, 2°)) = —1ogy(log, 4) = -log 1=

(g a(3) ()i 55135 700 -l 10" = 2

Definitie: Se numeste operatie de Jogaritmare asocierea dintre un numar pozitiv N i log, N
(de obicei, a=10 sau a = e ); cu ajutorul acestei operatii se transforma produsele in sume.
Exemplu: N=10(a® —b%), a-b>0, a+b>0

IgN =1g[10(a - b)(a + b)] =1g10 + Ig(a - b)+ Ig(a+ b} =1+ Ig{a - b) + Ig(a + b).

Observafie: Restrangerea expresiilor care contin logaritmi este operatia inversa celei de
logaritmare. Ea este folosita pentru transformarea sumetor in produse.

Exemplu: Igx = 2lg(a- b)- 3lg(a + b) < Igx =ig(a - b ~Ig(a+ b)* =

ng=lg[(aib)2]© x= (a=bf

(a+b)? (a+b)
Definitie: Se numeste functie logaritm functia definita:
f:(040) >R, flx)=log,x, ae(0)U(1+eo),
Functia este bijectiva (fiind inversa funcliei exponentiale a*).
= Cazul a>1 (fig. 11.29): 4
— radacini: f(x)=0o x=1
— lim f(x)=-w= axa Oy e asimptota verticald; 1.0)
51 —
— semn:
v xe(®1) e F(x)<0;
Vox>1eHx)>0;
— monotonie: f strict crescatoare. | Fig. 11.29
* Cazul D <a<1 {fig. 11.30):
— radacini: f(x)=0wx=1
— lim f(x) =+ = axa Oy e asimptota verticala;
X0
x>0 N A NG
- semn:
v xe(0)<f(x)>0; :
v x>1e f(x)<0; Fig. 11.30
— monotonie: f strict descrescatoare.
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Fig. 11.31
« graficele functitor f(x)=a* si f(x)=log, x sunt simetrice fatd de prima bisec-

Proprietafi: Pentru a > 1 au loc urmatoarele:
» graficele funciilor f{x)=2a" §i f(x)=a
trice fata de axa Oy (fig. 11.31).
« ograficele functilor f(x)=log,x si f(x)=log.x
sunt simetrice fata de axa Ox {fig. 11.32).

"~ sunt sime-

toare {fig. 11.33, 11.34).

¥ flog,.x

. (1.9)

loggx
Fig. 11.32

» Functia modul

Fig. 11.35

Fig. 11.33 Fig. 11.34

definitie: f: IR —>[0,).f{x}=max(x,—x). Notatia uzual2
pentru f(x) este §x|. Modulul mai poate. fi definit:
IX,:{~X, daca x<0;

x, dacd x20
semn: f(x})20,vxeR;
monotonie: pentru x <0 functia este strict descres-
catoare, iar pentru x 20 este strict crescatoare;
reprezentare grafica {fig. 11.35).

* Functia parte intreagd

Fig. 11.36

definitie: f:R->Z.f(x)=m neZ xelnn+1). Notatia
uzuala pentru aceasts functie este [x];

semn:

v x<0ef(x)<0;

v x20eHX)20

monotonie: functie crescatoare;

funclie constanta pe fiecare interval de forma [n, n+1)

reprezentare grafica (fig. 11.36).

o Functla parte fractipnard

4-3-2-100 12 34
Fig. 11.37

definitie: f: R —[0,+1),f(x)= x —[x]. Notatia uzuala pentru
aceasta functie este {x};

semn: functia este pozitiva;

monotonie: functie strict crescatoare pe fiecare interval
de forma [, n+1);

functie periodica, avand perioada principald Ty = 1.
reprezentare grafica (fig. 11.37).
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Functiile trigonometrice directe si inverse
Funcliile sinus si arcsinus

. Functia sinus:

- definitie: £:R —[-1,+1, f(x) =sin(x);

— domeniul de studiu este [0, 2x];
— periodica cu perioada 2r, deci nu este injectiva pe R;

- simetrii; fatd de origine (functie impara);
- r&dacini: sin(x)=0« x=kn ke Z;

~ semn:
v x €(2km, 2kn+n), k € Z = sin(x) > 0;

v xe(2kn+mn, 2(k+n), ke Z = sin(x)<0;

— monotonie:
v strict crescatoare pe toate intervalele de forma:

Rkn-Z, 2kn+ B vk e Z;
2 2
v strict descrescétoare pe toate intervalele de forma:
[2km + %, 2kn+ 3—2"], vkeZ

— puncte de extrem local: punctele x;‘ =2kn+g sunt de maxim, iar punctele

Xy =2kn + % sunt de minim, vk e Z; sinx, =% sinx, =-1,

— convexitate: functia este convexa pe intervalele de forma [2k=n + rr, 2kn + 2n]
§i concava pe intervalele de forma [2kr, 2kn + ), vk € Z;

-~ puncte de inflexiune: x, =kn, vk e Z; sinx, = (},_.

- functia este surjectiva;

— functia este bijectivd pe fiecare interval de forma [2kn f%. 2kn + %] sau
[2kn+§,2kn+3—;], Vk e Z, deci pe fiecare astfel de interval este si inversa-
bilé. Pe domeniul de bijectivitate [—%.g] se defineste inversa, astfel:

aresin:[-1,1] — [7%%}, Vyel-11] 3lxe [»;—,%] Cu. y =sinx < x = arcsiny;

- reprezentare grafica (fig. 11.38).

iy <

K
RN

[

Fig. 11.38
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. Funcia arcsinus:

vxe [*E,E] = arcsin{sinx) = x < arcsinosin=1__;
272 23]
vy &[-11= sinarcsiny) = y < sinearcsin =1_4;
semn:
v pozitiva pentru x <{0,1;
¥ negativa pentru x €[-1,0];
monotonie: strict crescatoare;
simetrii: fata de origine (functie impara);
punctul (0, 0) este punct de inflexiune (functia Tgi schimba tipul-de curburd“:
din concava devine convexa);

reprezentare grafica (fig. 11.39).

Fig. 11.39 : Fig. 11.40

Observatio: Graficul restrictiei functiei sin(x) la [—-g,%} ¢i graficul lui arcsin(x) sunt

simetrice fatd de prima bisectoare, pentru ¢a sunt functii inverse una celeilalte (fig. 11.40).

1.

Functiile cosinus §i arccosinus
Functia cosinus:

definitie: f:R — [-1,+1], f(x) = cos(x);

domeniul de studiu este [0, 2r);

periodica cu perioada 2, deci functia nu este injectivi pe R;
simetrii: fata de axa Oy (functie para);

radacini: cos(x)=0¢ x= i§+ 2kn,VkeZ;

semn:

v pozitiva pentru x e (¢§+2k1r,§+ 2kn),Vk e Z;

¥ negativa pentru x e (§+ an,%"wv 2kn), vk e Z;

monotonie:
¥ strict crescatoare pe toate intervalele de forma (2kn - m, 2knl, Vk € Z;

v strict descrescitoare pe toate intervalele de forma [2km, 2kn+n), VK e Z;

puncte de extrem local: punctele x;(=2k1r sunt de maxim, iar punctele
x; ={2k + ) sunt de minim pentru Vk e Z; cosx;( =-1 cosx; =1
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convexitate: functia este convexa pe intervalele de forma [2kx + % 2kn + %]
i concava pe intervalele de forma [2kn - % 2kn+ %], VkeZ, -

puncte de inflexiune: x, =§+ km, vk eZ; cosx, =0;

functia este surjectivé; .

functia este bijectivd pe fiecare interval de forma [2km—m, 2kn] sau
[2&n, 2kn+ 7], deci pe fiecare astfel de interval este gi inversabila. Pe
domeniul de bijectivitate [0,%] se defineste inversa arccos:[-11 —[0.n]
astfel: vy e[~11] M xe[0,n] cu y =cosx & x=arccosy;

reprezentare grafica (fig. 11.41).

Fig. 11.41

2. Functia arccosinus:

t

Vx &[0, 7} = arccos(cos X)) = x < arccose cos = o
Vy e [-11]= cos(arccos y) = y <> 08 arccos =_yy;;
semn: pozitiva pentru Vx e[-11;
monotonie: strict descrescétoare;

simetrii: fatd de punctul (0,-;—);

punctul (0.%) este punct de inflexiune;

reprezentare grafica (fig. 11.42).

Observafie: Graficul restrictiei functiei cos(x) la {0,x] §i graficul lui arccos(x) sunt si-
metrice fatd de prima bisectoare (fig. 11.43).

Fig. 11.43
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Functiile tangentd si arctangentd

. - Functia tangenta:

definitie: f: D — R, f(x)=tg(x); D= ]R—{antg ke Z}:

domeniul de studiu este (»n z

)

periodica cu perioada n, deci nu este injectiva pe R;
simetrii; fat4 de origine (functie impara);

radacini: tg (x)=0= x=kn ke Z,

semn:

2

v pozitiva pentru x € (kn.%+ kn), vk e Z;
¥ negativa pentru x e (—%+ knkn), VkeZ;

monotonie: strict crescétoare pe toate intervalele de forma (—% + kn,% +kn)VkeZ;

puncte de extrem local: nu exista;
functia este surjectiva;

convexitate: functia éste convexa pe intervalele de forma (krn, kvrf%), YkeZ i
concavé pe intervalele de forma (kn —%, kn),vkeZ;

punicte deinflexiune: x, =km, Vk e Z; 1g x, =0;

n punctele x;( = kn+g. vk e Z functia are asimptote verticale;

functia este bijectivad pe fiecare interval de forma (—% + kn,%+ kn), deci pe
fiecare astfel de interval este §i inversabild. Pe domeniul de bjjemivita(e (—g,%)

Z), -astfel: Vys(—%,%) AxeR cu

se defineste inversa arctg:lR—>(--:-

y=1gx e x=arctg y;
reprezentare grafica (fig. 11.44).
1 ¥y
I
I

1
)
1
v
T
'
'
1
\
1
'
1
1
'

Fig. 11.44
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2, Functia arctangenta:
- Vxe (»%,%) = arctg (tg X)) = x < arctgetg= 1(

e18
22
~ YyeR=tg(arclgy)=y < tgearctg=1p;
— semn: pozitivd pentru x e {0,) §i negativa pentru x &{-x,0);
~ monotonie: strict ciescatoare; ’
— simetrii: fatd de punctul (0,0) (functie impara);
— punctul x, =0 este punct de inflexiune;

~ dreapta y = —% este asimpfota orizontald la —o; dreapta y = +% este asimpto-

14 orizontald la +;
~ reprezentare grafica (fig. 11.45).

Fig. 11.45 Fig. 11.46

Observafie: Graficul restrictiei functiel tg(x) la (—%,g) si graficul lui arctg(x) sunt
simetrice fata de prima bisectoare (fig. 11.46). )

= Funcfiile cotangenta si arccotangentd

1. Functia cotangenta:

~ definitie: £:D— R, f(x)=clg (x) D=R—{kn|keZ}

— domeniul de studiu este (0, x);
~ periodica cu perioada 7, deci nu este injectiva pe R;
— simetrii; fatad de origine (functia este impara);

"~ radscini: clg (x)=0=x =12(—+k1r,k eZ:
- semn:

v pozitiva pentru x e (kn,g +km), vk e Z;

v negativa pentru x & —E-o-kn,kn , Yk eZ;
9 2

- monotonie: strict descréscatoare pe toate intervalele de forma (kn, (k + t)n), vk e Z;

— puncte de extrem local: nu exista;
— functia este surjectiva,

- in punctele x;( =kn, vk e Z functia are asimptote verlica'le;
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~ puncte de inflexiune: x, = g+ kn,VkeZ,

- convexitate: funcfia este convexd pe
intervalele de forma (kr, kn+%), vkeZ si
concav pe intervalele de forma

(kn- % kn), Yk eZ;

— functia este bijectivd pe fiecare interval de
forma (kmr, (k +1)x), deci pe fiecare astfel de

interval este gi inversabild. Pe domeniul de

Fig. 11.47 bijectivitate (0,n) se defineste inversa,
arcctg: R —(0,x), astfel:

vy e{0,n) AxeR cu y=clgx < x =arcclg y;
- reprezentare grafica (fig. 11.47).
2. Functia arccotangenta:
~ Vxe(0,n)=> arcctg (ctg x)) = x < arcctgoclg = Yoy
- VYyeR=clg (arcctg y) =y < clgearcetg =1y;
— semn: pozitiva pentru Vx e R;
- monotonie: strict descrescatoare;

— simetrii: fata de punctut (O.g);

— X, =0 este punct de inflexiune;

=~ dreapta y =0 este asimptotd orizontald la +w; dreapta y =n este asimptota
orizontald la —xo;

~ reprezentare grafica (fig. 11.48).

Fig. 11.48 Fig. 11.49

Observatie: Graficul restrictiei functiei ctg(x) la (0,n} si graficul lui arcctg(x) sunt si-
metrice fata de prima bisectoare (fig. 11.49).
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11.3. Limite de siruri

Fie ke N fixat. Notdm N, ={kk +1..}={neN[n2k}.
Definitie; Dacd M =@ e o mulfime, se numeste sir cu elemente din M orice functie
fiN oM. in cazul M =R sirul se numeste real. Termenii sirului se noteaza cu litere
mici din alfabetul latin, cu indice: a, =f(n); tntregu! sir va fi (a,),.. Termenul a, se

numeste termen general.

Definirea sirului se va face ca si in cazul unei funclii (tabel, diagramd, reguli de
calcul). Un caz special 1l reprezintd definirea cu ajutorul unei relatii de recurentd
{dependenta unui termen din sir de cei definiti anterior).

a. Modalitati de definire

— Ingiruirea de termeni;
Exemplu: $irul numerelor prime: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 etc.
~ Una sau mai multe formule de calcul:

1 n=2k-1

Exemplu: a,={" Y keN = m S Sooe
L n=2
n+2

— Relatii de recurenta:

Definifie: Fie keN fixat si sirul de elemente (a,) Pentru vn=1 expresia

el
8y =F(@p> @10 Bnig_y) SE NUMeste relatie de recurentd de ordin k. Un sir este
definit cu o relafie de recurentd, dac# termenii a,a,,...., 8, sunt dai si se cunoaste
expresia de mai sus.
Exemple;

1.. a,=a,.(+3,a, =2 {progresie aritmetica);

2. 8,=8,.4+8,2 8 =18 =1 (sirl lui Fibonacci);

8 J,x°>0,a>0.
-1

Principala problema in cazul acestor siruri este gasirea expresiei termenului
general, dac3 este posibil.

Exemplu: 8, =a, 1 +r =8, =(8,,+7)+1 a+(n-Nr,vn22

b. §iruri monotone
Definifie: Sirul (8, ),y
(8, <8,.1) §i (strict) descrescitor, dacs @, 2 8,.,, Y1 € Ny (@, > 3p,1)-

Procedee de demonstrare a monotoniei unui gir:
1. Folosind definitia.

se numeste sir (strict) crescdtor, dacad a, <a,,,vneNy

Exemplu: Sirul cu termenul general &, = -L1 este gir strict crescator.
n+

n n+1
Solufie: a, <a S < n(n+2)<(n+1? = 0<1,¥n20.
2, Compararea cu 0 a difereniei a1 —&,.

S 1
Exemplu: a,,_1+1—!+z+“.+m.
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1.1 1 1 1.1
Solutie: a,,,-a, _(1+1!+2|+“A+71—!+(,7+1)!)—(1+ﬁ+z —) (n+1)‘

= a,,; > &,, deci sirul este strict crescator.

. 8,
3. Compararea cu 1 a raportului —2t!
n

. pentru @, >0, vneN.

|
Exemplu: a, = %, vnz2,

Solufie: 8pat _ (n+1)!.§ii(n+1)-n!_£_ n+1
’ : - 3

a0 5 21,vn22 > a,,2a, adicd sirl
este crescator.
4. Inductia matematica.

Exemplu: $irul a, = J2+a, ,,Yn>2,a,= V2 este crescator.

Solutie: P(2): n=2:az:\/2+_a1:~/2—+.~/__27>x/—2—:ar
P(n)=> P(n+1): Presupunem ci a, ,<a, = 2+8, (<2+a, i apol deducem inegali-
tatea 2+, <2+a, =8, <A
5. Considerarea sirului ca o restrictie la N a unei functii monotone.
Exemplu: &, =n*.
Solufie: a, =F(n) < (a,),s, oste Testrictia la N a funcfiei f:(0,=)> R deﬁmla prin
f(x)=x*.
o >0= f(x) este strict crescatoare = (a,),,5 strict crescator;
o <0 = f{x)strict descrescatoare = (a,),,, strict descrescétor.
6. Artificii de calcul.

O e
Exompl: 3y =3 k1
XemplL: &y Z;(k-nk(kn)!

Solulie*a:i1—1—1_1+1_1++1_
I T L Dk ket 121 2281 2.31 3.4 (-1t

1 1 1
n{n+1) T2 nin +1)|

. De aici obtinem &, <a,,. Vn'22= a, gir strict crescator.

¢. Siruri marginite
Definitio: Sirul (a,),., ©ste marginit, dack 3o,pcR astfel incat a<a, <B, YneN,
sau IM >0 astfel ca |a,[<M,vneN,. Dacd (a,),, este crescitor (descrescétor),
atunci el este marginit inferior (superior) de primul termen. $irul se numeste nemdarginit
daca nu este marginit.
Procedee de demonstrare a marginirii:

1. Majorarea (minorarea).

1

Exemplu: a, 71+1+ 1 Fot—,N22.
7" 2! n!
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Solufie: Folosind inegalitatea n!> 2", vn >3, gisim:

1<a, <1+1+1+i

' <3. Deci, (a,),»o este marginit.

2. Folosirea monotoniei.
Exemplu: 8, =2+ 8,1, Vn228=v2.
Solutie: Am vazut cum a, < a,,4, YN e N,n>2= a, < 2 +a,. Ambit membn al inegalitatii
sunt pozitivi, deci putem ridica la patrat: 8,% <2 +a, < a,> -a,-2<0,vn 2 2. Prin ummare,

termenii din sir trebuie s3 fie In intervalul determinat de radacinile ecuatiel x2 — x -2=0.
3. Inductia matematica.

Exemplu: a, = (N2)%, 8, =2.

Solutie: Aratdim ca O <a, <2. P(1): a, <2 (adevarat).

P(n)=> P(n +1): Presupunem a, <2=> 8,4 =(¥2)» <(y2} =2 0<a, <2, vne N
4. Censiderarea sirului ca o restrictie a unei functii marginite.

T
LneN.
2+1J

Solutie: Sirul este restrictia la N a functiei marginite f:R —[-11], f(x)=s

Exemplu: a, =sin(
n

5. Artificii de calcul.
Exemplu. a, =‘L, VneN.
n+1

n+1»1:n_+1_L_1__<1 vneN, deci 0<a, <1, ¥nelN.

n+1  n+t n+d n+1

Solufie: 0<a, =

d. $iruri convergente

Definitii: Sirul (a,),z0 are fimita L e R U {too}, dacs oricare ar fi V, o vecindtate’ a lui

L, toti termenii sirului, de la un anumit rang incolo, apartin acelei vecinatati. Scriem in
acest caz: lima,=L sau a,—L In cazul in care LeR, sinul se numegste
[y

convergent. Un sir care nu este convergent se numegte divergent. Daca L e {tw}
sirul este divergent cu limita infinita.
e. Teorema de convergentd cu ¢

Teoremd: Sirul (a,),s este convergent si are limita L, daca gi numai dac oricare ar.fi
numérul &> 0, se poate gasiun rang N, (depinzénd de ¢ ) astfel incat pentru vn > N,
séavem |a,-L|<e

.
Exemplu: '!m 7 =0.
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Solutie: VVD=($,b),a,b>0,zlnsVua—a<0<21—"<b=21—"<b~:»2">%@

¢>n>[l092%]ﬁzlne\/D,VnZﬂ092%]+1.

Definifie: Fiind dat sirul (a,),0 §i siul de numere naturale ko, Ky,..., K, ... strict
crescator, atunci sirul (ak" Jnzo S€ NUMeste subgir al girului (a,),.0.

,k € N este un subsir al s3u.

Exemplu: Daca a, =L1, nel, alunc% ay = ka 5
n+ +

Proprietai:
» Daca un gir are limit3, atunci limita sa este unica.
« Daca un sir are fimitd, atunci orice subgir al s&u are aceeasi limita.
« Daca doud subsiruri ale unui gir au limite distincte, atunci sind nu are limita (aceasta
proprietate este folosita pentru demonstrarea divergentei anumitor giruri).

1
Exemply: a,={n" " =P

1 n=impar
Solutie: Subgirul (8,, )50 are fimita 0, iar {a,,,1),x0 are fimita 1, deci (&, ),.q Nu are limita.

f. Criterii de existenta a limitei unui sir
o Criteriul comparatiei |
1. Daca sirurile (@y)na0. (0n)naq Satisfac conditiile:
- b,>0,9nznyeN;
= limb, =0;

ey
- |a,-al<h, Ynzng
atunci lima, =a.
s
2. Daca sirurile (8,),.0 $F (b, )0 Satisfac conditiile:

- lima,=
now

- a,<b,¥nzneN,
atunci lim b, = co.
=

3. Daca sirurile (8,)n0 51 (5, )0 Satisfac conditile:
- lim b, =—
oo
= @,sb,Vnz2mel,
atunci fim a, = -,
o
Exemple:

1. lim snn(1) 0, deoarece]snn( ] 0= |sln[ Jl<-— i I|ml=0

n>w o n

2 '!lm 2" =, deoarece 2" 21+n>n §i I|m n =40,
>

3 llm( n? —1) = —oo, pentru.cad —n®—1<-n?s—n §i lim—n=-o,

o
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®  Criteriul ,clogtelui”
Fie girurile (2,)n0 + (Ba)nzo 81 (Colnao care satisfac condiiile:

- @, <h,<c,Vnznel;
- lima,=lim¢,=LeR

ey ey

Atunci girul {b,),,o are limita si lim b, =L.
=3

Exemplu: a, = + 1 Fot 1
T TPt n2e2 T nPen’
Solutie: 0 <a,<n- ! <‘nz— 1 0<a,,<1' Ilm 0< I|m—<0n lima,=0.
+1 n -0 n—ef] oo

* Criteriul raportului

Daca a,>0,Ynzn, §i existd lim Bty e R, U{0,}, atunci avem urmétoarele

e a,
situati:
- Lel0)= lima,=0;
P

- Le(lo]=> lima, =w;
a0

- L=1= nu putem decide asupra convergentei girului.
Observatie: Criteriul se aplicd In cazul limitelor de giruri care au fa numarator si/sau
numltor siruri obtlnule prin recurenta ca produse.

Exemplu. a,=

(')’

GRS i () Sy n+1 1
[n+DE A" =l O+ 17 [nj el

0.

s im @ ie.0-02(01) lim s,
n a, [
* Teorema lui Weierstrass
Teorema:
1. Orice sir crescator i marginit superior iIn R este convergent la marginea
superioard a multimii termenilor sai.
2. Orice gir descrescator si marginit inferior in R este convergent la marginea
inferioara a multimii termenilor sai.
3. Orice gir crescator (descrescator) §i nemarginit are limita +oo(—).
Observafie: teorema e folositd pentru demonstrarea convergentei sirurilor, dar ea
asigura doar existenta limitei, nu i un procedeu de calcul al acesteia.

o Numérule
o
$Sirul cu termenut generai a, = (1 + %J ,n 21 este convergent, limita sa se noteaza cu e,

care este un numar irational cuprins intre 2 gi 3, cu valoarea aproximativa e = 2,71828...
De asemenea, & cunoscuta limita e = lim [ 1+ 1+ L +o 1.
-] 12 nl
« Sirul modulelor
Daca sirul (a,),50 este convergent la a, atunci girul (| a, |}, ©ste convergent la |af.
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Reciproca nu este adevarata decétv pentru a = 0: dacd sirul modulelor unui sir este
convergent la 0, atunci sirut converge la 0.

»  Trecerea fa limitd in inegalitati
Daca lim a, =acR (R=Ruyfw}), Jim b, =beR §i a,sb,Vnzn, atunci
r!igla,, < rfimnb,,(c: ash).
e Proprietate
Daca sirurile (a,),,0 § (D,),,0 satisfac conditiile:
- &<a8;s.sa,sbysbhs..sh by
- llm (b ~28,)=0,

aluncu ele converg la aceeagl fimita.
Exemplu: a, = 1——, b, =1 +-—.
n n B
Solufie: Se observé ca (a,),,o este sir crescator si (b, ),,, este §ir descrescator. Mai mult,

a,sb, ¢ Ilm(b —a,)= I|m1+—~1+-5— I|m—=0 Obtinem Inma
By

* Teorema Cesar6
Orice sir marginit contine cel putin un subgir convergent.
* Teorema Stolz-Cesaré
Daca sirurile (a,),.0 i {b,)ns Tndeplinesc conditiile:
— (by)nso este strict crescator si :i_rgb,, © (sau (b)), este strict

descrescator gi lim b, =~ );
s

Bua 8y ¢ R fe),

)
atunci lim 2=(.
now b,

Observatie: Teorema se aplica in cazul limitelor de siruri care au la numé&rator si/fsau
numitor sume obtinute prin recurenta.
Exemple:

L B 1
"'n[ﬂ+:72<3 +’“+:in(n+1)]'

' . N 1 1 } 4
Solutie: Consideram a, = ot — b, =n= x,=-2. Calcu-
t " [T/1~2+'~72~3+ +,/n(n+1)] B =Sy,
1
i tim 8ot =% _ gy P00 ! =0= im x, = im & _y.

nswlb, =D, n=w  (n+1)-n _:Hm\/(nu)(,-,*,z) n=a b,
2. Fie (X,),.4 Un $ir convergent cu lim x, = L ¢ R. S& se calculeze limita:
=

lim
e

X+ Xp kX, . o
le‘l—" (sirul mediilor aritmetice).
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Solufie: Vom considera a, = X + X, +...+ X, $i b, =n. Atunci, aplicAnd teorema Stolz—
K+ X+t Xy 4 Xy =Xy +Xp +o b X,) i Xest

Cesard, avem: fim =L, de unde:
[y (n+N)-n © pee
Xyt Kyt X,
lin A =T2 7" %
e n

3. Fie (X, )pzq Un §ir convergentou lim x, =L « R. S3 se calculeze limita:
o

. n N . .
fim T (girul mediilor armonice).
e
X X Xn

Solutie: Vom considera a,=n si b, —l+l+ +l. Atunci, aplicand teorema

X1 X Xn
Stolz-Cesaro, avem: lim (n+1)-n :Iim——1— Ilm x,,,,—L de unde: lim 22 =,
050 (B )~ (By) o 1 b,
X+t
(G0l

Remarca: Teorema reciproca este falsa. De exemplu, pentry x, =~—— avem a, =(-1)",
n

Yl (=
I ] AP (=1, tim 221780 0y axists, dar 3jim x, =0.
b, (nel-n I oo,

o Criteriul radicinii (Cauchy)

Fie (8,)5:0 SV &, >0,YneN. Daca ahm - =M €[0,], atunci Elhm fa,
n

Exemplu: Fie (x,),,,un gir convergentcu him x, =L e R. S3 se calculeze limita:
nesn

lim ,”[x, Xzt Xy (girul mediilor geometrice).
=)

Solutie: Fie a, = X;- Xy - ... X,. Potrivit criteriului anterior, avem:

jim 2ot < i 2%

=lim X q=L= imgfx-xy-..-x, =L
aom @, Ao X Xpe. Bs e

n

g. Operatii cu sgiruri care au limitd
Fie (8,201 (Dylnze SirUriculima, =a eR, limb,=b<R.
R s

* Adunarea

Conventii: w+b=b+w=wVbheR; 0+ 0= w0
—o+b=b—0=—mVbeR; —0 0= —c0,
. Nu are sens operatia « — o,

Dacé operaiia are sens in R, avem lim (a, £ b,)= lim a, + lim b, =axb.
o S B i
o Inmulfirea

Conventii: w b= m,b>0; —w0-b= —0.b>0.
-0, b <0 +0,b<0’
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o000 = 00] () 00 = —0; (o0}« (~e0)=
Nu au sens 0w, :0,0- (-0}, (—0). 0.
Daca produsul fimitelor are sens in R, avem lim (a,-b,)=(lim a,)-(lim b,)=a-b.
L= N s

» impirtirea

Conventir L _ovber; 2[00
E=3 b |-0b<0
Nu au sens 2 2
20" 0
Daca are sens catul limitelor, avem lim Za.
nosan by,
* Ridicarea fa putere
Conventii: ac= +, a>1 ; o
0, ac(09)
b e +0, b>0 0°=0;
0, b<0

Nuau sens 0°, 1%, .
Daca au sens in R expresiile a, i a®, avem lim a,> =
e
* Proprietate
Dacé (a,)n,0 este un sir cu limita'egald cu 0 i (b,),,e este un gir marginit, atunci
lim a,-b, =0.
: o

Consecinfe:

o lima,=aeR ceR= lim(ca,}=ca

N e

o lma,=acR= lm(-a,)=-a
e i (e0)

N _ " X
¢ lma =acRkeN = lim(a)
. Iiman=aeIR',ak¢O,vkeRﬁIimi=l,
e a0y, @
Exemple:
a0 n n n
1. Iim[2 ;’3 ] ||m2—+l|m3—=l|m[2J +lim[%) =0+0=0.

outed 508 pmw§ nowl ol
2 ]|s1,
+1 .

2. hm1 s|n( ul
41

nsmn

’ 2.l ’ "umJJE.%;
3 lim(s—;) "=[|im(3——)]- =34,

N0l A0 n

]: @, decarece lim 1:0 si |sin(
[l n

1 md

4. lim %2 = lim an =am=n = g0 =1,

LY Do
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"

5. Verificali daca exista limita sirului a, =2—|, cand n tinde la oo,
[l

Solutie: Sirul este monoton §i mérginit, deci convergent. Notdm lim a, =L e R. Aplicdm
=

o 8, L 2™ ) 2 .
criteriul raportului: lim =21 = im —— . — = fim ——=0= lim a,
now @, ase(n+ 270 nsendt nown

6. S se studieze convergenta sirului’a, = \/m nz2 a= V2.
Solutie: Vom arata ¢a 0 < a, < 2, folosind metoda inductiei:

P(1): 0<a =J2<2.

P(n)= P(n+1): Presupunem c& avem P(n): 0 <a, <2 adevérat si demonstram
c& P(n+1): O<a,;<2.

Evident, a,,=2+8,>0. In plus, a,,=y2+a,<V2+2=4=2. Conform
teoremei inductiei matematice, girul e marginit.

Vom arata acum ca girul este crescitor: a,,;=y2+a, >a, ©2+a, >a,% &
=a,>-8,-2<0. Folosind semnul functiei de gradul al doilea, obfinem c&
a, €(—1,2), ceea ce corespunde situatiei noastre. Deci, a,,,>a,.

Prin urmare, girul (a,),, este monoton si marginit; conform teoremei lui
Weierstrass, el este convergent, adic exista I!i_r&a,, =1¢(0,2). Daca lrécem la fimit3

relatia de recurentd obtinem:
L=lima, = tm2+a, =J2+ ma, =vZ+Ll=L=2+L.
Pl s e

RezolvimecuatiainL = (2 =2+L o L=-15i L, =2.
Solutia care convine este L =2,

h. Limite frecvent utilizate

e« lima,=0 sia,>0(a,<0),vn2m= lim l=+co(—a.>);
now n—o 8 .

o« lima,=aeR= lim 5/; =4/a (daca 4 a, i a sunt definite);
[y

P
+ lima,=aeR= limsin(a,)=sina si lim cos(a,)=cosa;
now n i)
s+ lima,=agiaa,e ]R\(%-r— knk eZ},Yn2n; = lim (tga,) = tga;
ey ey
« lima,=2a §i 8a,>0,vn2n,= limlog, a, =log, a.
nso nn
Exemple:

1 — i
Cnswo{0,2)  moe(0,2)

=,

' { 1 11 2
2 lim32+—=lim@2+-) =23 =32
moeNS 0 T poe

3 fim sin[-s . 1) = sin(-3)=—sin3.
i, o
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i. Cazuri de exceptie
o Limita functiei polinomiale cu variabild naturala
Fie Situl (X, )pap Xo = 8y -n* +8q-0* "4 +a-n+ay, cu & eR,a #0,keN. Atunci:
Xo= n"[ak +ay »l+...+a1 »—:7+a0 ik) — -3y
n n ¥ Jnoe
Exemple:

1. lim(1+3n-3n%) = iim ns(—15-+iz—3)=oo-(—3)=—w.
n—w A I n

2. lim(3n? —4)= lim nz(ﬁ_ﬂ_z]:w,\/izw,
o s I

» Limita funcfiei rationale cu variabild naturald
anf+a_n' . ran+a
Byn® 4 by " b+ by
Dam factor comun ,fortat” n” la numitor, 1" la numarator $i apoi facem simplificarite.

Fie girul (X, )ps1, X5 = L8, beR,a, b, e R kpeN.

o k>p

* Proprietate

fima,=0 i @, #0,vn2py= lim trga, =1, unde trig e {sin, tg, arcsin, arctg}.
B noe @,
Exemple:
at]
1 sin| —
1. lim nsin(—]: tim — =1.
fise n) ase 1

n
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3. him 3(n2+1)~arctg( 21
Am nt+

* Numirule

1. lim x, =0 = lim [14-i

o oo X,

2. lim x, ==c0 = lim (H
fxies s
i
3. fmx, =0 lim (1+x,)x, =e.
fimes o

Exemple:

1. lim [3””)" = iim {[n—‘-)ﬂy]% R

ol

R N

1 iy 1y e i L
3. lim n~|n(1+——)= lim In[1+——] = lim in [14»—] =Ingmenl =1,
-0 n+1 n+1

s

* ‘Consecinfe ale criteriului raportului

»
1. Pentru a>1si keN fixat, im Zo o, *
i

a"
2. Pentru a>1, Ilm—"—O

Ly
&
Exemplu: X, = —————

men-3
lim a" ¢
Solufie: Cazul (a|<1 Ilma =0 fimx,=—2=22 =~ _0.
o tim (n2+n—3) ©
)

Cazula—1llm+
o +n-3 o




	[image: image142.png]146 Sinteze teoretice si algoritmi de rezolvare

J n
a" iz lim a_z
Cazul a>1; I|m X, = lim = lim n = N gy’ -
now g 1 3) nom, 1 3 N 1 3
"lle——— 14— lim|{1+=-"5
n n? n n? aew

Cazul a=-1 sirul (x,),. are doud subsiruri (unul pentru n par, celdlalt penteu n

impar) care au aceeasi limita: 0. Deci, sirul (x,)

21 €Ste convergent si ,5'.'.':0 x, =0

"

Cazul a<-1 pentru n par a">0, deci lim %:w; pentru n impar, a" <0, deci
Ao

an
I|m — == girul {X,)nsy are doud subsiruri cu limite diferite, deci nu este convergent.

n=e

* Proprietate:

X, >0,YneN gi Ilmx == lim —2% 1n(%,) =0.
o X,
Exemple;
2
1. im = in(n?) = im 00D _q,
e e gy
rllmz( 7 )v[In(n+1)+In(n41)]:Izmz(nz_o»ln(nﬂ)(n—ﬁ:
2
= fim “In{n? 1)7|.ml,'_’i’;_‘ﬂ=l.0=o_
0 2(n? ~1) 02 pf-1 2

» Proprietate:
X,,

a>0,a=1si Ilmx,,—O:llm =Ina,
e X,
Exemple:
1
1 371
1. lim n(¥3 - 1) = lim (37 —1)= lim =In3.
pat e e 1
n
) 1 1 1
27 -2 P 27 .2-2 2027 _1)
2. lim = lim = lim = fim =2-In2.
P A T S I
2 pr) 3 7
* Proprietate:
o .
Jm x, —0 im (X%l 21, -
s X,
Exemple:
3
[1+E) _1
1 im0 o3

n—m

3N
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o Ao

4
a (1 + 1] -1 ’
2. lim n[("—”) 71] Slm g
n 1
n
Observatie: Sirurile pot fi considerate drept restrictii la multimea numerelor naturale N
a unor functii, de aici si similitudinile care apar in tratarea limitelor. Ca o consecint3, in
caleulul limitelor de functii sunt folosite aceleasi artificii ca si la limitele de siruri, iar in
cazul acestora din urma putem considera restrictia despre care am discutat, deci
aplicam tot ce se poate de la limitele de functii', dupé care facem trecerea inapoi.

Exemplu: 84 se caiculeze lim lln[l]
san A0

Solutie: Consideram f:(0,+)— R, f(x)=x-In(x)= % . In(%] = f(—:—) Vom obtine:

lim 1-In(1)= lim x-In{x}=0.
n—w 1] n X0
J. §iruri recurente

Reprezinta siruri in care unul dintre termeni se exprima Tn functie de unu! sau mai
multi termeni anteriori. Pentru a putea afla expresia termenului general (cand este
posibil) avem nevoie de unul sau mai multi termeni initiali (conditii initiale). Dam in
continuare. cele mai des intainite relatii de recurenta.

* Recurenta liniaré de ordinul intai
Relatia este: x, =0.-x,(+8,vn>1 unde «,peR sunt constante fixate, iar x, este
dat. Facem precizarile:
— dacd a=1si =0, girul este progresie aritmeticd;
- daca a#1si p=0, girul este progresie geometrica.
Ne vom ocupa de cazul general, cand = 0. Se arata ca termenul general al sirului

ot
este de forma: x,,=xuu"+ﬁv11 % dach a#1si Xp = Xo + 1P, dacad o =1.

Exemplu: x, = %x,,_‘ + % n22 x=3.

:
RNl
s o33 53]
1-—
3

* Recurenta liniard de ordinul doi

Fie girul (X")neN’ Xpu2 =8 Xp+b-X,,3,b€R’ cu X, x; date. Se atageaza relatiei

urmatoarea ecuatie, numitd ecuatie caracteristics: r>=ar+b o r—ar-b=0.
Se pot intaini urmatoarele cazuri:
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1. dacd A=a’+4b>0, atunci ecuatia are doud radacini distincte f=r, <R, in

acest caz cautam termenul general de forma x, =c¢ 1 +d -3, unde ¢, deR
se afla cu ajutorul conditiilor initiale;
2. dacd A=0, atunci ecualia are radicina dubld r ¢ R §i in acest caz se cauté terme-

nul general de forma x,, =c-r"+d(nr") cu ¢,d e R obtinute din conditiile initiale;
3. dacd A <0, atunci ecuatia are doua radécini complexe: r = r{cose+ising) si
r; =r{cosp —ising), deci termenul general va fi de forma: .
X, =¢-r" -cos{ng)+d - r"-sin(ng) cu ¢,d e R deduse din conditiile initiale.
Exemple: :
1 (B =Vh=1 Fuz=ho+h (sirul lui Fibonacci).

1-5 1445
2

Solufie: Ecuatia caracteristica r2—r —1=0 are solutiile r, = 2 §in=

0 ﬂ[%]" +d(1+\/—

. deci

n
]. Pentru n=0 oblinem fy=c+d, iar pentru n=1,

2

ﬁ:c[1_£]+d(1+f]. Deci:
2 2

ced=1 aet c:‘/gJ‘J

ced= 235

0(1;2@]+d£1+£/— Q{c+d—~/§(c~d)=zc 541

d=
25

et A+
Atunci £, =%[(1+2‘/§J —[%] }

2. Afiati termenul general al sirutui (a,),,,,8 =3,8/=2. &,,, =48,,1-48,.

IneN
Solutie: Ecuatia caracteristica este r*—4r +4=0 si are radacinile 1 =r, =2. De aici
a,=¢-2"+d-(n-2"). Pentru n=0 avem g, =c, deci ¢ =3, iar pentru n=1 obtinem

ay=2c+2d < c+d =1 deci d=-2. Atunci a, =2"(3-2n).

31
3. (@) 20 =har= 2 2=, (& ap0—8y,1+8,=0)
Solufie: Ecuatia caracteristica: r2—r+1=0 are radacinile n= 1+;J§ st = 1_;‘/3

o i x n e T n - i T
sau sub forma trigonometrica: r, = cos(g] +i sm(sj;. = cos[g) —i sm(g].

Tn acest caz cautam a, de forma: a, =¢ ~cos(%) +d- sin(%’EJ.
n=0=¢=1

; Deci, a, =cos| ZZ |+ sin| 22
‘n:1:a1=cos(g)+d-sin(g]:d:1' P 3 X

3
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11.4. Limite de functii

a. Vecinatati

Definifie: Fie x e R. Se numeste vecindtate fundamentald a lui x orice interval deschis
de forma (a,b) care 1l contine pe x in sensul relaliei x  (a,b). Pentru orice ¢ > 0, o
vecindtate de forma (x - &,x + £) se numeste vecindtate centrata (simetrica).

Un-punct aeRU{Z=} se numeste punct de acumulare pentru mulimea AcR,
daca orice vecinatate a lui a contine cel putin un element din A diferit de a. Multimea

punctelor de acumulare din A se noteaza cu A"
Exemple:

1. A=[13]=> A'=[13];

2 A=(13)=> A'=[13];

3 A={13}=A'=0.
Un punct x e A se numeste punct izolat daca nu este punct de acumulare.

b. Definirea limitelor

Fie f:D>R,ae i punct de acumulare pentru D.
Definitie (cu vecinétéli): Functia f:D >R are limita LeR in punctul aeD', dacd
pentru orice vecinatate V, a lui L existd U, o vecinétate a lui a astfel incat f(x)el},
vx e DN(Y, \{a}).
Definitie (cu giruri): Functia f are limita L e R Tn punctul a, daca pentru orice gir (X dnats
ou x,eD\{a) §i limx,=a rezultd ca existd lim f(x,) si, in plus, lim¥(x,)=L.

nsn Ao N
Scriem lim f(x)="L.
x-a

Observatii: Prin negatie obtinem doua modalitati de a demonstra ¢a o functie nu are
limita ntr-un punct:
— Exista macar doud sirur, (X § (Yot  Xm¥Y,eD\{a} cu
lim x, = lim y, =a giexista limf(x,), lim f(y,), dar lim f(x,)= lim f(y,).
(= = %3 o L= a0

Exemplu: S se arate ca functia f:R - R, f(x) =sinx nu are limita in a=ow

Solutie: Fie x, =2nn cu limita « si lim f(2nm)= lim sin(2nn)=0. Daca y, = 2nm+ 2,
Heron ey 2

lim y, =w'§i lim sin(2nn+ﬁ)=sin 211, Deci functia nu are limita la .
s n 2 2

— Exista sirut (x,),»1 cu X, eD\{a} i lim x, = a, dar nu existd lim f(x,).
o -
Exemplu: Sa se arate c# functia f: R — R, f(x)=cosx nu are limitd in a = co.
Solufie: Fie x, = nn cu limita . Cum sirul #(x,) =cos(nn) nu are limita (termenii girului

sunt 1, -1, 1, -1,...), rezulta ¢ functia fou are imitd In &=,
Observafie: in punctele izolate nu se pune problema limitei unei functii.

+ Limite laterale

Definitie: Fie f:D—R si a un punct de acumulare la stanga (pentru multimea
Dy={xeD|x<a}). Limita la stinga a funcliei f in punctul a se defineste
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Is(a)=Fa-0)=lim f(x)= Ii;n f(x) si este limita in punctul a a restrictiei functiei f la
xa x’a
x<a
multimea D, Analog se defineste /imifa la dreapta raportatd la multimea
D,={xeDix>3a}: Iy(a)=fla+0)= lmf(x): ,I{Qﬁsf(x).
x>a
Functia f:D— R are imitd in punctu! a de acumulare pentru D, daca existd limitele
laterale in a i acestea sunt egale: lim f(x)= lim f(x).
xa x>a
x<a x>a
Exemple:
x4+t x<0
—x+1* x20
Solutie: Verificam daca functia are limitd in a=0.
~ i = lim{x? -
3/,(0)= )l(l}r:)f(x) = )I(l%(x +x+1)=1

1. f:iR—HR.f(x):{

, , = lim f(x)=1.
3/,(0)=)I(|\nlif(x)=ll(|\n-|o(fx+1)=1 x=0

2 FR >RfAx)=1, a=0.
X

Solutie: Calcutam limitele laterale in punctul specificat.

3,(0)= fim £(3) = i U
x x7ex = 1,(0) # 1,(0) = functia nu are limita in 0.

0= 00y =

1
in[ 1) x 20
3 [R-R f(x)= s'"(x) **? a=0.
0, x=0
- o _rmsinf 1) h ) - "
Solutie: /5(0)7l|/q\0f(x)7)l(|}rrz‘sln[)(), /,(0)—)|(l\rrz’l(x)—)l(|\rr|os|n[x). Nici una dintre
aceste limite nu exists, deci nu exista nici Iirr:)f(x).
pe
» Trecerea la limité in inegalitafi

Dac3 f,g:D - R aulimitd in punctul de acumulare a e D §i existd U, o vecinitate
a lui a astfel Incat f(x)< g(x), vx e DN (U, \{a}), atunci lim f(x}< lim g(x).
xg x-a

o Operaii cu functii care au limité intr-un punct
Daca functiite f,g:0 - R au in a (punct de acumulare. pentru D) limitele /, R,
respectiv /, <K, consideram o,p <R §i au loc:
— dacé of, +pl, are sens, atuncl of +Bg: D — R are limitd In a i
fim (of + Bg)(x) = lim[(af (x)+B(x)] = & lim £(x) + B lim g(x) = o)y + Blo;
x-8 x-a x-a X8 A
— dacd /- /, are sens, atunci f-g:D >R are limita In a §i
lim (F - g)(x) = lim{(F(x)- g(x)] = lim £(x)- im g(x) =1, -1,
raie) X8 x-8 ey
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— dacéd I, =0, existd o vecindtate U, astfel incdt g(x)=0, VxeDN(U,\{a}) si
I1

-1 are sens, atunci lim ﬁx—)=l—‘;
LY x=ag(x) Iy

— dacs I are sens si existd o vecinatate U, incat [F(x)]*™, cu f(x)>0,vx D,

sé fie definitd pentru orice x ¢ DN(U, \{a}), atunci lim [F(x)]?) = 12,

X
Exemple:
1. lim(x®2+9)=lim x? +lim1=4+1=5,
L x=2 x=2 x-2

2. lim x3(x+1)=lim x? - lim(x+1)=9.4 =36.

X3 x=3 x=3

i 2

o im X o B8

x=3x+2 lim(x+2) 5

x=3
L mt

4. lim 3% =(lim 3y~ =3" =,

x=0 x=0

¢. Criterii de existenta a limitelor de funcii
o Criteriul 1 (Criteriul ,clegtelui”)
Dacé functiile f,g,h: D — R indeplinesc condiiile:

- limf(x)=lim h(x)=L;
X8 X2
— existd o vecindtate U pentru aeD' astfel incat f(x)<g(x)<h(x),
vx e DU {a))
atunct h are limita in punctul a si fim g(x)=L.
x—a

. -1 -1 -
Exemplu: lim x-sin—=0, deoarece —-x < x-sin—<x si lim+x=0.
x>0 x X x=0

* Criteriul 2
Dacé functiile f.g:D - R indeplinesc conditiile:
= imf(x)=oo;
x-a

— existd o vecinatate U pentru a astfel incat 7(x) < g(x), vx e DN(U\{a)),
atunci g are limitad in a i lim g{x}=oo.
xor2

Exemplu: lim (x +cosx)=oo, ciici Xx-1< x+cosx,vxe R §i lim(x—1)=o.
X X

o Criteriul 3

Dacé functiile f,g:D — R Indeplinesc conditi
- lim g(x)=—w;
x-a
— existd o vecindtate U pentru a astfel incat f(x)<g(x), Vx < DNU\{a}),
atunci f are limité fn a si lim f(x) = -,
Fa)

Exemplu: im (=X + 08 x) = —co, pentrucé —x + 12 ~x +Cos X, YX € R §i lim (—x + 1) = ~w,
e x>
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s Criteriul 4
Daca lim g(x)=0 si existd U, astfel incat |f(x)-L|<g(x), YxeDN(U,\{a}),
x~a

atunci lim f(x)="L.
xe
* Criteriul 5
Daca )!irr;l(x):L, atunci lim [f(x)|={L][. Réciproca este adevaratd in cazul in
care L= 0," -

+ Criteriul 6
Dacd lim f(x)=0 si g(x) este o functie marginitd intr-o vecinatate a lui a, atunci
X2 4
fim f(x): g(x) = 0.
x=e
s (2) e e w '
Exemplu: lim sin| = |-e™ =0, decarece lime™ =e™ =0 si |sin| =||<1.
x pavy x

X%

« Limite de functii compuse
Fie functile u:A— 8 ¢i f:B—C, iar a un punct de acumulare pentru A. Daca
exista I|m u(x)= Yo ||m fly)=L, atunci exista Ilm flu{x))=L.

1 1
Exemplu: lim In(1+ x)x = In[lim(1 + x)XJ =lne=1.
x=0 X0

d. Limitele funcfiilor elementare
Pentru intuirea tuturor limitelor este indicat s3 fie folosite graficele functiilor. Nolam
D; = multimea punctelor de acumulare ale funcfiei f.
o Functia constantd
© FRoRAx)=c.ceR= limf(x)=c vacR D, =R
x>0

» Functia putere
«  Functia putere cu exponent natural
IR R f(x)=x"keN = limx* =a* vae R0, = R.
x-a
= Functia putere cu exponent intreg negativ
PR RA(K) = ke N D =R
X!

' 1
- k-2p(kpar)=l@07—0.

, 1 . |
- "-2/’*1("""93'):1',"1,77%,1{17—% nu exista mx—k:
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Exemple:
7. im L=t
w232 4
2 limtew
x—0 x°

3 lim 1. —0, Ilm l =0, deci nu exista ||m 1
X0 X

* Funcfia radical
1. k=2p f:[02) >R f(x)=4x.peN;D; =[0,x].

~ lim {x =42, va ¢ [0,4);
iy
- im&x =

X

2. k=2p+1 FRSRAx)=Yx,peN;D, =R
- im¥x=4a,vaer
fald
—lim &x =0,

Xt
Exemple:

1 im¥2x =1
x=+1
2. limJx =o;

X

3. lim ¥x =,

xormin
*  Functia putere cu exponent real pozitiv f:(0,1w) - R, f(x)= X", r > 0; D; = [0,%0}.
- lim x" =a", Vae(0,+x);
X2

- lim x" =
x40

* Funclia putere cu exponent real negativ f : (0,+0) = R, f(x)= x",r <0; D} =[0,].

- limx" =a", Vae(0,+x);
X

- clim x"=0;
X
- limx" =
x50
X0 .

* Functia polinomiat
PR R AX)=a,x"+a, "+ . +ax' +8,8,%20,neN; D, =R.
- limf(x}=f(r)vreR,; .
xor

. 3 a | a
- lim f(x)= ||mx(a B LTI
X-r x X
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81

- ||m f(x)= I|m Xx"(a, 4 2ot i"")z(_m)"ran,
S X X

Exemple:
1. lim(2x2 —x+5)= () 2= o0
KXo
2. lim (2 + 1) = (-} 2=,
P R
* Functia rationald
8, X" 8, X"+ b ax+a _ px)
Bk + by X et b+ by QL)
D=R\{X e R | byx™ + by X 4ot bx +by =0 0y = R,
- limfx)=F(r), vreD,
P
~ dacd g(r)=0 si p(r)=0, atunci apar dou3 situatii:
« reste ridacina de multiplicitate 2k, ke N’ -

=900 =(x="g(x) §i mf(x)_wgm W' %‘w

= reste rad4cing de multiplicitate 2k +1,k e N

unde

f:D-Rf(x)=

- 1 : 1 :
= Q(X)=(X—,r)2“”~q1(x) gl ’I("*“'th )I(I—I’I\’(X—m , deci fnu are
k= ey

limita in r;
— daca q(r)=0 si p(r)=0 se simplificd fracﬂa cu (x~-r) si se obtine unul

dintre cazurile anterioare;

-
x"(a,,+fL1+A..+ ) am
- fim fix)= lim b" b b S (o)™ n>m .
X by + =L +T+% m
X X X 0, n<m
Exemple:
3_
1.0 "_1 M fim{x -1)=1.
x=2x% +x+1 X—>2 X ex+1 X2
- —2¥ -
2 Iimx 3x-v-4=“m (x22) i 2x 2 -
-2 x’ -8 o2(x -2)(x> +2x+4) x-2x?+2x+4
o -
3 tim 22X it rel cazuri posibile:
e O+
f -
o n<Bm lim 20t

e X741

3 -
- n=3:1imﬁ;ﬁl_
xow X% 41
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- 4x"+2x-1
- n>3= MM ——a——— =
xow o x% 41

» Functii trigonometrice
s SR o[-0 =R,
—~ limsinx =sina, VaeR;

x-a

— dim sinx nu exista.
Xt

* cos: Ro[-11,0 =R
- IlmCOSX cosa vaeR;

- llm COsx NU exista.
i
. (g:R\(§+kn|keZ)—>R;D;=ﬁ

- limtgx=tga VaeR\{Zikn|keZ)
i) 2

~ lim tgx=e lim tgx=-0= lim tgx nu exists;

x/'g#m X5gekn x-;%m;
- lim tg x nu exista.
Xerko
" ctg:R\{kn|keZ} > R;D, =K.
— limctgx=clga, VaeR\{kn|lkeZ},
x-8

— lim otg x =—o; lim ctg x =0 = lim ctg x nu exista;
x k. XNk Xk
— lim ctg x nu exista.
)
Exemple:

1. hmsm(——x) sin(1)=1;
X0 2 2
2. lim cos[x~£] cos(———j cos[ ) cos(ﬁ)
,_% 3 6 3 8 6
- lim tgf x- 2] =g ﬁ_.’!]= (1]:
.3 Xl_f:lgg(x 4) tg(z ) (94

s Functii trigonometrice inverse

« aresin: [-1n—>[-5 5] Dy =[-11.

— lim arcsinx = arcsina, Va e [-11].
x—a

= arccos: [-11 - [0.7]; D] =[~11.

- lim arccos x = arccos g, Vae[-1,1).
X0

» arctg: JR-;(—— -J 0, =R
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— limarctg x =arctga, vaeR;

X2
. .

- ll_'n';arc!g X =2

— limarctgx=-Z,
fae 2

+ arcctg:R - (0,n); D =R B

- lim arcctg x =arcetga, Vae R;
X8

~  lim arcctg x=0;
X

— lim arcctg x =m.
Py

Exemple:

1. lim arccos(x? - 1) = arccos(0) = Z;
x1 2

2. )I{iTlarcsin(% -x%)= arcsin(% —%) = arcsin(%) =

3. limarctg(3-tg x)= arclg(3 . (g(g)) = arctg[&

X%
3

o Funcfia exponentiald f: R —(0,®), f(x}=a", ac(0)U(l+o)D; =R

- lima*=4a", vreR
X
— dmar=]® >1
x50 0, a<t
- limar={™ 2
- X0 0, a>1.

Exemple:

1. lim e gt S gt
x>-1

2. lim 47 =a;

X

3. lim 4° =4 =0,

A

e G

« Functia logaritmicé :(0,0) >R, f{x)=log, x,

— limlog, x=log,r, VreR;
X

imlog, x=] #>1
o 0% X = >, a<t

ae(0,1)U{1,+0); D] = [0,%].
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imlog, x={ > < !
%X ", st
Exemple:

1. lim logy x =log [1)409 [ ]—1
- 1 x=logy o= 2z |=7"
fatioaae a3 e

2. lim log, x = —o0;
+5h 0%

lim logy x = w;

x50

4. limlog, x2 = —;
Falaed]

5. limiog, x =,
N0 og%

e. Limite remarcabile
o lim 9)
x-0 X

=1, unde trig(x} € {sin x, tg x, arcsin x, arctg x}.

_ daca lim u(x)=0= im NN 4
xoa xoa 0x)

Exemple:
1. iim sindx _ im sm3x.3=1'3:3;
x50 X x50 3x
2 0im—* e im— 14
x-0arcsinx  x-0 &rcsinx 14
X
X X X 2
gin?| 2 io2f X X
. 1-cosx . 2-sin (2) .1 sin (2] 4 sm(zJ 1
3. lim =im 5 =lim—- £4= lim - 1
X0 X X0 x =02 X 02 (5 2
[5] 2
1\ 1
o lim (1+—) =e, lim(1+x)* =e.
xesgo) X x-0

. w(x)
— daca lim u(x)=1w= lim (1+—) =g
xa xoal - u(x)

1

- dacd limu(x)=0=> Iim(1+u(x))m =e
x>a )

Exemple:
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4 lex-ig2x
"
2. lim (tg x)%%* = lim (1+tg x =192 = fim | (1+ tg x - 1)'9*~ =
X X% x2
4 4 . 1
_.21gx (gx-9) 2Mgx . 219x
ImxNTE e tien  dtegx 2 .
=e * =e7% ="t e Maglo_,
e
lim M =1.
x-0 X
— daca limu(x)=0=>lim In(t+ulx)) 1
X2 xva u(x)
In(t+sinx) i In{1+sinx) sinx — i 1 1

Exemplu: lim - - =i =
x-0  sin2x x-0  sinx 2-sinx-cosx ¥-02cosx 2

e lim

im&—=ina, ac(ONU().

U

— dacé limu(x)=0= lim
xor xor

x? _ X2 _
Exemplu: lim 2 -2 = lim Aa” 1) = lim 8
x=0  2x% x50 2x X0

P —
im 1+ x)° -1
x-0 X

.

=p,peN.

.
— dack lim u{x)=0= tim XU =1 _
st )

u(x)
in X1 — i x) —
Exemplu: IimM= i m—l~wsx=3-1:3.
X0 tgx x>0 sinx
&
* keNgia>1=lim—{p=on
X ¥
Exemple:
x
1 1m &8
xom X

s a>1= lim ==
X2 X

- dacs lim u(x) = co = lim 129el80D o
xor o u(x)

1
fog, [—2)
Exemplu: lim x2 -log, (_2_} =lim—X2_0.
X0 X > 1

2
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f. Cazuri exceptate la operatii cu limite de functii.
Metode de sliminare a nedeterminarii
0
Cazul —
: 0
» Funclii rafionale (limite in puncte acR )
- se fac simplificarile cu (x~a), keN".

-2x oo x(x-=2) . x _
X2—dx+4 2(x-2f xs2x-2

Exemplu: lim
x=2
x>2

= Functii rafionale in compunere cu functia modul

- se expliciteaza moduiul.
tim X0 iy =X

x=50 1%
X X20, x<0 x x

Exemplu: lim m; | x |={ = limita nu exista.
x>0 X

—%,x<0 L fx]_.oX

|Iﬂ1‘——|=|lm-=1
x20 X xNOX
o0 s

» Rapoarte de expresii irafionale
1. aceeagi expresie sub radicali de ordine diferite
— se descompun expresiile, se fac simplificarile posibile.

Exempiu: fim Y=~ im J_21 I et D
xo1 x—1 xm(\/') -1 H1(f NWx+1) ity o
2. expresii diferite sub radicali
— se amplificd numaratorul sau numitorul cu expresia conjugata.

1
>

Exemple:
1 "m«/1+x-~/1—x="m(~/1+X—J1-x)(J1+x+~/1—x)=
*=0 x=0 X1+ x +1-x)
- lim 1+ x)-(1=x) - lim 1+ x-1+x B 2 2 1

Hﬂx(«/1+x+«/7—x) X~>0x(\/1+x+~/1 x) X-%\/1+X+J1 % 1e1
Pex-1 Y x - 1)[(\/1+x)2+«l1+x+1]

m = lim

0 X =0 )2+ P x )

—im @1+ xp -1 im 14x-1 _1

LY T e e It P P P R

2.

Observafie: daca apar radicali de ordin diferit, se scriu ca radicali de acelagi ordin gi
apoi se face amplificarea cu expresia conjugata.

= Fundfii trigonometrice

— se utilizeaza limita remarcabila lim M 1 unde
w0 u(x)

1rig (x) e {sin x, tg x, arcsin x, arctg x}.
sinax i sinox ax _o

Bx x50 ox Px B’

Exemplu: lim ape R
x=0
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«  Functii exponentiale

'™ 1
— se utilizeaza limita hm =lna, a>0.
o(x}=0  t(X)
sinx _ _
Exemplu: lim lim 1 slnx =Ine-1=1.
x=0 X -0 sinx X
= Functii logaritmice
~ seutizeazalimita jim MUUX)
w0 u(x)
- In(1+2x) i in(1+2x) R
Exemplu: Ilm-—-— e L =1im .
Xemp) N0 4x? x‘\,o 2x 2x x\DZX =
o Cazul 2
©

«  Functii rafionale
— 56 da factor comun fortat” x la puterea cea mai mare atat fa numitor, cat
i la numdrator, dupa care se fac simplificarile.

5 5
3 2
e T )
Exemplu: lim A o5x lim "1 = lim ;‘ = -0,
o Xt w0 Ym0 1
X
«  Functii irafionale
— se procedeaz3 ca la functiile rationale.
Exemplu:
of, 3. 1 3.1
5 Jx (1+—+—2) [x[\f1+—+—
T X +3x+1 im xsx = lim X x* _

ke x(—z + E]
x

= Funcfii exponentiale
— se da factor comun fortat exponentiala .cea mai mare”, atat la numérator,

¢4t si la numitor $i apoi se fac simplificarile.

Exemplu:

) e* +ez &M (e 41) o 8% 41

tim =— gy = M e = =
xon @2 4% x-me (e +1) xoe e +1

»  Functii logaritmice
— se procedeaza ca la funcfiile exponentiale sau rationale.

In(t+e®) . infe®*(e™¥ +1) n(e®)+In(e™> +1)
= lim =

Exemplu: Iim = lim
fraicy X Xt X
-3x -3x
< im 2 Dy i 3 i D 503,
X X X X g X
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Observafie: In cazurile +2 i ) existd si varianta folosirii regulilor 'Hospital (vezi
f s g

sectiunea Functii derivabile™). | 5

P
= *: . S ___| -
Exemplu: Ilmxlnx )!1\0 ) "‘{I‘Ai l"\‘,':) s XI{.M x}=0.
x x*

Generalizare: Daca 3)lim u{x)=0,u(x)>0,vx eV, atunci fim u(x)-Inu(x)=0.
- x—a xa

s Cazul w—w

= Functii rationale
— se aduce la acelagi numitor.

3 . Tx+x2 3 e x+x*-3
5 |=tim T 3 |=1m T
1-x 1~x 0 (1-x)(T+x+x%) 1-x =11~ x)(1+ x + x7)

Exemplu: I|m [

X2+ x-2 im0 A 2)  {1+2) 3o

= lim
1A= X1+ x+ X7} (A= XYt e x+x2) oMex+x2 1+1+1 3

= Functii irationale
- se fac amplificéri cu expresia conjugatd, considerand numitorul egal cu 1.

Jx? 242
Exemplu: im (x—x +1)= lim. AR NP ) X2
x+dx2 41 Taon e
= lim -
iy

= Funcfii exponentiale
— - se da factor comun fortat” exponentiala cu baza cea mai mare sau, in
cazul bazelor egale, cea cu exponentul cel mai mare (in cazul fractiilor, i
la numitor si la numitor).
e -2e% eXe®-2)_0-2 2
Exemplu: tim > 55 = Ilm 3 (e ) - ==
x>0 _36%  x=w e%(eX-3) 0-3 3

= Functii logaritmice
— se face transformarea intr-un singur logaritm; nedeterminarea se va

wmuta” in interiorul logaritmului i va fi de tip 2,
o

Exemplu: lim[In(2x ~1)-in{x +2)] - lim In(zx -
X0 xow \ X+2

.
« Cazul -0 :
— unui dintre factorii din produs va fi fortat” s& treaci la numitor; asa se

face transformarea In nedeterminarea = sau % {f(x)- g(x):@ ).
o

909
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Exemplu: I|m x-ctg x = lim x- cosx tim _L-cosx=1v1=1.
x=0" sinx  x-0sinx
s Cazul 1°
L
~ se utilizeaza fimitalim (15 u(x)** = e..
u(x)-0

1 1 1
Exemplu: lim(6- x)¥-5 = im(1+5 ~ x)*-5 = lim [(1 +(5-x))5-¢
x=5 x5 x5 .

e Cazal 0°

~ se utilizeaza scrierea 9 =69 si lim u(x)-In(u(x))=0.
x}0

lim x-In{sin Xi llm sin x4 In(smx) 0 1
Exemplu: I|m(s|nx) = g0 =g

» Cazul ©°

- se utilizeaza scrierea 9 = ¢9™.

_ sin(ll iim sm( }m im xlnxlsln(i]
Exemplu: lm x ‘¥ = =g ¥ Wa
ey

g. Limite de functii cu parametri

Rezolvarea acestor tipuri de probleme se face analizand pur $i simplu cazurile care
apar pentru diverse valori ale parametrului.

Exemplu: Sa se détermine parametrii reali a,b, dacd lim (sz +1+ax+b)=2.
) e

. T +w, pentru 1+a>0

Solutie: Iim(\lx2+1+ax+b)=lim x( 1+—Z+a+£]= —0, pentru 1+a<0.
pae) X \J X

X ?  pentu 1+a=0

Se observa ca in primele doud cazuri limitele sunt infinite, deci nu corespund
cerintelor. Prin urmare, singura solutie rdmane cazul al treilea, ceea ce inseamna
1+a =0 a=-1. Atunci limita devine:

_hm(\lx +1- x+b) Ilm( K41 =x+ YA +1 ~(x+b))

xom (X +1—(=x+b))

X| 2b+~—
K+l (-x+bfP = .
= lim lim
fratesy =
o (@i1ex-b x[ 1

nsis

Deci a=-1gi b=2.
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11.5, Functii continue

a. Definirea functiilor continue

Fie f:D—> R.Dc R o functie. Spunem ca f este continud in « € D, daci, pentru orice
vecinatate V a lui f{a), existd o vecinatate U a lui o e D’ (mullimea punctelor de acu-
mulare) astfel incat f(x)eV, oricare arfi « < /N D. Scriem acest lucru lim f{x) = f(a).

xorer

Daca f este o functie continua Tn orice punct al domeniului maxim de definitie, spu-
nem ci f este o funcfie continud. Intuitiv, notiunea se leagd de cea de curba
neintrerupta. Tn punctele izolate, orice functie este continua.

Corespunzator limitelor laterale distingem continuitatea la sténga si continuitatea
Ia dreapta, definite astfel:

fla-0)= lim f(x); - F(ou+0) = lim £(x).
X xoe
o xoa
Funciia fva fi continua In « daca este continua gi ta stanga si la dreapta:
3F(0 - 0), 3f(c + 0) §i Nim F(x)=Flo.— 0) = F(et) = F(ct +0) = lim F(x).
sy o

Proprietéti
« Dacd f,g:D—R,Dc R sunt doua functii continue In « e D, respactivpe Ac D,

st ae R, atunci:

— functiile f+g, fg, a-f sunt continue in o, respectiv pe A;

- functia g este continua n «, daca g(a) = 0, respectiv pe submultimea

A'cA unde A'=A-{xcA|g(x)=0}
« Dacd frA— B ABCR este o functie continud in « & A, respectivpe Ec A, si
g:B—R este o functie continug in B =f(a)e B, respectiv pe f(E)< B, atunci
compusa functiilor f$i g, gof:A—»>R este continua in o, respectiv pe-E.

b. Puncte de discontinuitate

Definifie: Dacé o functie nu este continua intr-un punct o din domeniul de definitie se
spune c¢& funcfia este discontinud in . Un punct de discontinuitate in care exista
limite faterale finite se numeste punct de discontinuitate de spefa intdi. Celelalte
puncte de discontinuitate se numesc puncte de discontinuitate de speta a doua.
Exemple: X

X

1. R R A= 0
0,x=0

Solufie: Functia este continua pe (~,0) si (0,»), darin o =0 avem

x<0

firn () = lim 2~ = —1 §i lim £(x) = fim X =1,
x=0 X0 —x -0 x=0 X
x<0 - x>0 x>0

deci acesta este un punct de discontinuitate de speta intai.

: ix=0
2. fiR->R f(x)=4x%’
0.x=0

Solutie: Din nou, functia este continua pe (—x»,0) §i pe (0,) dar in a=0 avem
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lim f(x) =+ $i lim f(x) ="+, deci punctul e o discontinuitate de speta a doua.
x—=0 x20

x<0 x>0

" ¢. Functii continue pe un interval inchis
Proprietati: ‘
« Fie f o functie continua pe intervalul { gi J=R/). Functia f:f — J este bijectivé, daca
si numai daca este strict monotond si, in acest caz, functia £':J -1 este conti-

nua §i strict monotona.
+ Orice functie continud si injectiva definita pe un mterva! este strict monotona.
« Orice functie f:D—R,Dc R care este monotona pe D i

pentru care f(D)c R este un interval, este continua pe D.

» Teorema Weierstrass: Orice functie continua pe un inter-
val inchis este mdrginita si isi atinge marginile.

+ Daca f:[ab)—>R este o functie continua si f(a) f(b) <0,
atunci existd cel putin un punct ce(ab) astfel incat
f(c)=0 (fig. 11.50).

1/ + Proprietatea lui Darboux: Fie [ un interval §i f:/>R o

Fig. 11.50

o)} functie. Spunem ¢ f are proprietatea Iui Darboux pe
oo intervalul /, daca pentru orice puncte x, < X, din / gi oricare
o= valoare A situatd intre f(x;) §i f(x,) existd cel putin un

f(%a—;_ﬁ:y_'x punct ¢ e(x;,x,) astfel incat f(c) =2

« Orice functie continud pe un interval are proprietatea lui
Fig. 11.51 Darboux pe-acel interval (fig. 11.51).

Exemple: -~
1. Functia f:R — R,f(x)=sinx este continud pe orice interval de numere reale,

deci are i proprietatea lui Darboux.

2. Fie £:[0,]- R.A(x)= {;‘ "550 . plegem x,=0, x,=1 i x_—. Pentru
xe[0.1)=f(x)e[0,1), iar dacd x =1=>f(x)=2, deci nu existd ce(0,1) astfel
ncat f(c)=A.

« Semnul unei funcfii. Daca f:1 — R este o functie continud pe un interval / si nu se
anuleaza Tn nici unul dintre punctéle intervalului, atunci f pastreaza semn constant.

d. Asimptote ~

Asimptotele sunt drepte care aproximeaza comportamentul reprezentarii grafice a unei

functii f: 0 — R n punctele in care nu existd posibilitatea precizavii clare a coordonatelor.
"« Asimptote verticale
Se calculeaza in general in punctele ae D\DNR. Daca intr-un punct de acumu-
fare x =a exista limitele laterale i cel putin una-este infinita, atunci dreapta x=a este
asimptota verticald. Putem avea urmatoarele situatii:
1. lim £(x) = lim f(x)=to0 (fig. 11.52); 2. lim £(x)=lim f{x)=—o (fig. 11.53)
X8 X8 x-a x—a

xea o X<a s
3. lim £{x}=—w; lim f{x)=+oo (fig. 11.54); 4. lim f(x)=-rev; lim f(x) = —o (fig. 11.55);
xa x—o xoa xoa
x<a e X<a s
8. lim f(x)=o sau lim f(x)=—w; 6. limf(x)=» sau lim f(x)=
xo08 xa xo8 xa

x<a x<a x>8 . oa
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Fig. 11.52 Fig. 11.53 - Fig. 11:54 Fig. 11.55

+ Asimptote orizontale

Se caiculeazd catre +wo sau -, In cazul n care acestea sunt puncte de
acumulare pentru domeniul D. Daca lim f(x)=b e R, atunci dreapta de ecuatie y=b
X -

este asimptotd orizontald la -+ pentru reprezentarea graficului iun‘c;iei f. Analog se
defineste asimptota orizontald la ~wo . Putem avea cazurile:
7. dim f(x)=b (fig. 11.56 5i 11.57);

e

8. lim f(x)=»b (fig. 11.58 gi 11.59).
X0

¥ ¥,
. / \ .
I X X
Fig. 11.56 Fig. 11.57 Fig. 11.58 Fig. 11.59

* Asimptote oblice -

Au acelagi statut ca si cele orizontale, dar modul de definire
pleaca de la ecuatia generald a unei drepte in plan: y =mx +n.
Cei doi parametri reali se calculeaza astfel:

fx)

m= lim ——<eR; n=tm {f(x)~mx)eR.
xevkn X P

in cazul in care m=0, asimptota este orizontals. Remarcam

faptul ¢a graficul functiei f nu poate avea si asimptote orizontale, i Fig. 11.60
oblice catre aceeasi directie: +w sau —«. In figura 11.60 este
reprezentatd asimptota oblica spre +eo pentru graficul unei functii.

Exemple:
1 FIDR f(X)=—; D=R\{-1.
x+1

Solufie: Avem Jiirj'f(x)=éw § JE’]J(X):*w:' dreapta x=-1
x<-1 x<=1

este asimptotd verticald atat la stanga, cat si la dreapta. Pe de alty

parte, X!im f(x)= ’irr:vf(x) =0, deci y =0 este asimptota orizontala

\

D=R\{Y. Fig. 11.61

gila -0 sila 4o (fig. 11.61).

2
2. f:DoR, f(x):zii-:i;
e
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Solutie: Avem Iim1f(x) = i Iim‘f(x) =+0 = dreapta'de ecuatie x=1 este asimp-
= =
tota verticald. Apoi, lim f(x)=+ow, deci nu avem asimptote orizontale. Cautam asimp-
Xt
f(x) -t 2%+ x+1 -

tota oblica y =mx +n, unde m= lim =-~2= fim =————=2 si
xosm X xowe x(X~1)

2 2
n= tim (f(x)—mx)=lim 204X+ wn, L g 2 X201
Pl yodo X1 Pl X1
2 o2
i 2ERXHA=2 X 3XHT g e dreapta de ecuatie y =2x+3 este
payesy x-1 o X =1

asimptota oblica la .

11.6. Functii derivabile

Fie f:D>R,DcR s x,e€D punct de acumulare. Functia f are derivatd in

o i HX)=F)™ s N X

punctul x,, dacs exista limita lim ————"2" = f'(xy). In cazul in care aceasta este si
% XXy

finita (reala), functia f este derivabiid in x,. Dacé functia este derivabila in toate punctele

unei multimi, atunci ea e derivabild pe acea multime. Derivata lui f se noteaza cu f'.
Pentru puncte de acumutare din DN {(-x,x,) definim derivata fa stdnga a lui fin x,:

fx)-1(xg)
o

. Daca g(xn) e R, spunem ca functia f este derivabila la stanga
x

£(x,)= lim
RS
by

in X, Analog putem defini derivata la dreapta a Ui Fin Xy : fy(x,)= lim ﬁ—w
X% X—Xg
xoxg

Functia f este derivabild intr-un punct x,, daca £,(x,)=f3(x,)-

a. Interpretare geometricd
1. Daca f:{a,b)—> R este o funciie derivabild in x, ¢ (a,b), atunci f'(xy) este panta
tangentei la graficul functiei fin punctul x,. Ecuatia dreptei tangente este:
Y= Fx) = xg)x = ).
Observatie: f'(x,) este coeficient unghiular al tangentei la graficul lui-f. Aceasta
corespunde relatiei g(a)=f'(xy) (fig. 11.62). ’
2. Dacé feste continud Tn x, i avem I;(x0)=+oo $i fc',(xo)=—oo {fig. 11.63) sau

filxo) = -0 §i f(xo)=+o (fig. 11.64), atunci x, se numeste punct de infoarcere.
Y,
v ,

¥

fx)

o|

Fig. 11.62 Fig. 11.63 Fig. 11.64
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3. Dacé feste continua In x,, dar £(X)=F;(xy) =+ (fig. 11.65), respectiv f,(x;) = —o
si ﬁ;(xa)=~aa {fig. 11.66), atunci x, e punct de inflexiune.

y § . ,
)

of

Fig. 11.65 Fig. 11.66 Fig. 11.67
4. Daca f este continua in xp, iar cele doua derivate laterale exista si cel putin una e
finité i diferita de cealalté (fig. 11.67), atunci x, este punct unghiular (cele doud
semitangente formeaza unghiul propriu a <[0,) ).

Exemple: -
1. S& se arate ca punctul A(0,0) este punct de inflexiune pentru graficul functiei

J;, x>0
Yx, xs )
Solufie: Se verifica ugor ¢ f este continud n x, =0 gi avem £ (0)=F'4(0) =, ceea

ce aratd ¢ punctul (0,£0)) este punct de inflexiune pentru graficul functiei.
2. $4 se arate ¢a punctul A(1,0) este punct de intoarcere pentru graficul functiei

iR R, fx)=x-1].

Solutie: Functia este continud. Calculdm derivatele laterale in x = 1.

fR-R, f(x):{

f (1)—nm‘HX S o LI
x-1 x/i_J —(x-1). J (x 1) o
x-1

5
L mnr o oy o =
Cum derivatele laterale Tn x = 1 sunt infinite §i diferite, deducerm ¢a punctul A(1,0)
este punct de Intoarcere pentru graficul functiei f.
b. Reguli de derivare
1. Fie f,g:D > R,Dc R, derivabilein x, €D si a,peR constante.
— Functia of + g estederivabildin x, si («f +Bg) (%) =af’(x,)+Bg’ (%)
— Functia f-g este derivabili in x, §| {F-9)" (%) =F"(xp)- g{Xo )+ £(X0)- " (Xo).

— Daca g(x,}#0, atunci functia L este derivabild in x, si
g .

), (%) glxo) —F(%5)- 9" (Xo)
= [{xp) = oot Bt "Rl T o),
g 9%(%)
2. Fie fil—>J s g:/>RLJ<R functi derivabile in x,, respectiv f(xp).
Atunci g<f:/ > R este derivabildin x, §i avem:
(gof) (%) =[g(fO ' = 9" (F(X0))- " {Xo).
3. Fie f:/—J continua si bijectiva, derivabild in x, ef. Presupunem f'{x3)=0.

Atunci g =f":J > 1 este derivabila in Yo=f(Xo) si 9'(¥p)= f( )
. Xg
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c. Tabloul de derivare a functiilor elementare

Functia Derivata Doneniul de derivabilitate
¢ {constanta) ] R
X 1 R
x".neN nox™! R
x.reR rox! 0,+=)
1
+
Jx 2 (0,4)
1
Inx = 0+
p )
1
loge(x),a>0,a=1
95 (X). g (0,+%)
e* e” R
a%,a>0a#1 a’lna R
sinx COS X R
oS X —sinx R
1
tax =1+ tg®x cosx =0
cos® x
1
ctgx -— :—(1+clgzx) sinx #0
sin’ x
i ! 11
arcsinx -1,
1-x*
arccosx - -1,1)
1-x* |
arctgx ! R
1+ x%
arcetgx _L R
1+ £

Exemple: Sa se calculeze derivatele functiilor in punctul indicat.
1. fiR R, f(x)=sinx+x>, x5 =0.

Solutie: f(x}=(sinx)"+(x)' = cosx +3x? = F(0)=cos(+0=1.
2. £:(04+0) > R A(X)=(1+x) Inx, xp =1.

Solutie: I'(x)=(1+x)‘-Inx+(1+x)-(lnx)':lnx+(1+x)~l:> f'Y=In1+2=2.

X
3. f:m\(1)->m.f(x)=;‘2”:"1.x0=2, )
T (X+2) (=)= (x+2)-(x2-1)"  x2-1-(x+2)-2x —x°—4x=1
lufie: = - - ;
Solutie: f*{x) IR, - 17 [T

4-8-1_ 13

ra=-— 3
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Functii
d. Tabloul de derivare a functiilor compuse
Functia Conditii Derivata
u(x) u'(x)
()" neN n-[eOu (xy
o)y reRub)>0 | rpugar e (x)
u(x)>0 1 .
Ju(x) 200 -u'(x)
) u(x)>0 )
in(u(x)) w9
u(x}>0,a>0,a=1 u'(x)
. (0ga{ux) u(x)ina
gttx) a>0a=1 &y (x)
2™ a*Ina-u' (x)

cosul(x)-u'(x)

sinu(x)
cosu(x) —sinu(x)-u'(x)
0
g (w(x) costubx» —COSQU(X)u' )
ctg (u(x)) sin(u(x)) =0 Sm X” %)
inu(x) -1gu(x}<1 o (%)
arcsinu(x 7—===2=
11— u(xy
” Zi<u(x) <1 [
arceos u(x =
Ji-u(xp
arctg.(u(x)) TL:(;)?UI (x)
arcetg (u(x)) —mu'(x)

()9 = w() P Hnugx) v i) + v - (x) Kt (x)

derivare ca functie  derivare ca functie
exponentiald putere n

Exemple:
1. (sin?x)" -((smx)z)' 2-sinx-(sinx)'=2-sinx-cosx.

2. (x4 )‘=7=-(x 1) :ﬁ'

3. (arctg (x2))' = o (,)2( 2y =

1+x

4. (@)= (-X)=-€
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5. (In(xz))'=l2~(x2)‘:%=%,x¢0,

6. (cos’(2x))' = ((cos(2x))*)' = (3-cos*(2x))-(cos(2x)) =

=3-c082(2x)- (—sin(2x)) - (2x)' = -6 - cos*(2x) - sin(2x).
70 (XY =X O XX () = X5 (Inx + 1), x> 0:

e. Derivate de ordin superior
Fie f:D->R,DcR o functie derivabila pe D;<=D §i x, punct de acumulare
pentru Dy. Functia f are detivatd de ordinul doi in punctul x,;, daci existd

L () - ot L, "
X'L”)q(—xx)_;@"’ Y ) =1 (x0) = F¥ ).

Analog, func1ié f are derivatd de ordinul n in punctul x,, daci este de n—1 on
00 ) — F5( ) ot

derivabila gi-dacs existd lim — 22— 707 ") Daca f")x;)eR, atunci
Xy X~ Xy

functia f este derivabild de ordinul n in punclul x,. O functie care este derivabila de
orice ordin n e R npunctul x, se numeste infinit derivabila.

f. Operatii cu functii derivabile de ordin superior

* Adunarea

Pentru £,g: D — R funcii derivabile de ordin n avem: (f + g} = £ + g vne N.
« Inmultirea cu scalar

Pentru f:D - R functie derivabils de ordinn avem: (af}”) = af*™, vne N, va e R.
»  Formula lui Leibniz

{70900l = 32.GE- 1) g
k=0

unde fO(x)=f(x) si f*)(x) este derivata de ordin k a functiei f.

Exemplu: $4 se calculeze (x? - )“o).
10 -
- St () ("
(xz)' =2x (52)" =2 (xz)(") =0,vn=3.
(eax)- _36%% (eax)- — 326, (esx)(”) ~3nedx.

Ultima relatie se verifica prin inductie matematica dupa n.
P): (%) =3' 6% =367,

P(n): (€)M =3"% = P(n+1): (6%)™ Y =3""6™, Intr-adevar:

(GBX)(A~1)=((G3)()(H))| :(3:: .eax)- - 3n_(e:|)<). =37.3.3%% =3+ %%,

Solufie: (x* -ea")“m

Prin urmare, (x2 g% )(m) = 399:‘)‘(1&2 +20x +30).
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9. Proprietét,i ale functiilor derivabile -
o Teorema lui Fermat’
Fie f:D > R,Dc R astfel incat:
— X, €D este punct de extrem locaf pentru functia f;
— exista F'(x,). ‘
In aceste conditil rezults £'(x,)=0 (fig. 11.68).

) Fig. 11.68
Observaie: Atentiel Reciproca nu este adevarata. i
Exista functii care au puncte in care derivata se anuleaza, dar nu
sunt puncte de extrem. o
Exemplu: f:R >R f(x)=x £ (0)=0, dar 0 nu este punct de *
extrem (fig. 11.69). )
De asemenea, existd puncte de extrem in care nu exist derivata funciei. ﬁg. 11.69

o Teorema lui Darboux
Derivata unei functii derivabile pe un interval / are proprietatea fui Darboux.
Consecinfe:

— dacad f:/>RJ/cR este derivabild pe / §i pentru a,be/ cu a < b avem
f'{a)-f'(b) <0, atunci existd ¢ <(a,b) astfel incat f'(c)=0 (derivata functiei f
are o radacing pe intervalul (a,b); .

— daca f este derivabild pe intervalul / si f'(x)=0,¥x e/, atunci f'(x) are acelagi

_semn pentru orice x & [,
Exemple: .

1. Funcia £:[0,2] > R, f{x)=3x2 - 6x este derivabila gi are derivata £'(x)=6x~6.
Cuth f'(0)=-6 §i f(2)=6 rezultsd ca F'(0)-F'(2)<0, deci existd ¢<(0,2) cu
f{c)=0. Seobservaca c=1. N

2. Functia £:[0,3] > R, f{x)=2x" + x este derivabild cu derivata f’(x)=6x"+120,
¥x €[0,3] = derivata are semn constant.

« Teorema lui Rolle *
Fie functia f:/ - R,/ c R, linterval si a < b doud puncte din /
(fig. 11.70). Daca:
— functia feste continua pe [a,b]; fa)=fb)
- functia f este derivabila pe (a,b);
- flay=f(b),
-atunci exista cel putin un punct ¢ e (a,b) in care f'(c)=0.
Exemplu: S& se studieze valabilitatea teoremei lui Rolle pentru
functia £:{0,2] > R, f(x)=| x-1].

9

Fig. 11.70

—x+1)=-1 t 0,1
Solufie: f(x) continua pe [0,2] si f(x)}= xet) pontru x < )
(x=1)'=1 pentruxe(12)

Studiem derivabifitatea in x = 1 pornind de la definitie:
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=x+1
=-1 L
3 Fa(x) "“|X 1

r0=
x<1

Cum f'y(x)=f',(x), nu se poate aplica teorema Iui Rolle,
Consecinta: daca functia f este continua pe [a,b], derivabila pe (a,b) si f(a)=f(h)=0
(adica a si b sunt raddcini pentru £ ), atunci existd macar un punct ¢  (a,b) astfel incat
f'(c)=0 (c este rdddcina pentru f'). Aceasta consecinta sti la baza separdrii raddci-
nilor ecuatiilor folosind metoda construirii girului lui Rofle ™.

» Teorema lui Cauchy *

Fie 7, g doud functii definite pe un interval / §i a < b doua puncte din acest interval. Daca:
— fsi g sunt continue pe [a,b);
— fsi g sunt derivabile.pe {a,b);
- g x)=0, vxe(ab),

f(b)-fa) _1'(c)

9b)-gl@ g'te)’
Exemplu: 83 se aplice formula lui Cauchy urmatoarelor perechi de functii pe intervalul
specificat, determinand punciul ¢: f(x)=e*; . g(x)=2x+1% [0,1].

atunci g(a) = g(b) si 3c e (a,b) astfel incat

Solufie: Conform teoremei Cauchy, avem: H(b)-f(a) = ﬂ unde & =0 §i b = 1, Atunci
9(b)-g(a) g'(c)
1 . c '
z_;11=;((i)) @Tq:%@e—1=e‘aln(e—1)=c|ne:x=ln(e—1)e(0,1)‘ .

« Teorema lui Lagrange * (a cregterilor finite)
Fie f o functie definits pe un interval / i a < b doua puncte din acest interval. Daca:
© — ‘feontinua pe [a,b];
~ fderivabila pe (a,b), *
atunci 3c e(a,b) astfel incét M =f'{c).
B . -a
Observatie: Teorema lui Lagrange este caz particular al teoremei lui Cauchy daca se
considera.functia g:/ > R, g(x)=x.
Exemple: )
1. Sa se studieze aplicabilitatea teoremei Iui Lagrange in cazu! functiei
X, dacd 1< x<2
f:[13] >R, f(x)=
[ ] ® 2+1dac52<x<3

Solutie:
lim x =2
x2
x<2
— Verificam continuitatea functiei: =~ x2 = F(2)= lim f{x)=lim f(x)=2:
im —+1=2 X2 X2

x22 4 x<2 2
X2
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. 1

— Verificdm derivabilitatea: £'(x)=1 x
2

In punctul x = 2 avem: f*,(2) =

F+1-2 1

=g ST
Am obtinut '(2)=F"4(2) =1, deci, functia este derivabila si atunci se poate aplica teo-
£(3)-£(1) 3411 g
rema lui Lagrange: =TT - 4 5<% Se observa aparitia a doua cazuri:
Cazul 1: dacd c<(12) = f'(x) %@ 1 =§, ceea ce este imposibil.

Cazul 2: daca ce(23):f(c)—2 % edc= 9@0-—5(23)

.

2

2. Sa se demonstreze inegalitatea: ﬁ <In{1+x)<x; x>0.
+

Solutie: Aplicam teorema Jui Lagrange functiei f{)=1n (1 + t ) pe intervaiul {0, X]:

e _f(a)zf'(c) devine ,(X)‘f(o)zf'(c), deci ln(1+x)= .Cum0<c<x
b-a ; x-0 x 1+¢
; 1

T<c+t<x+1gi 1o —>——,
avem i < § 1 —3>
De aici 1,>ln—(1—+i)>—17a x>|n(1+x)>L.

x+1 x+1

Consecinfe:

— Daca funclia f este derivabild pe un interval / si f'{x)=0,vx e/, atunci f este
constanta pe /.

— Daca functiile f §i g sunt derivabile pe intervalul / 5i f'(x)=g'(x),vx !, atunci
cele doud functii diferd printr-o constanta.

—. Fie f o functie derivabild pe un interval /. Daca f'(x) > 0 pe /, atunci f este strict
crescétoare pe /. Dacd '(x) < 0 pe /, atunci f este strict descrescatoare pe /. Acest
rezultat este folosit pentru verificarea monotoniei unei functii pe un interval.

— Fie functia f:/—>R $i ae/. Daca funclia f este continua pe /, derivabild pe

1\{a} siexistd imf'(x)=b e, atunci functia f are derivata in punctul a (daca
Xz

beR, este chiar derivabila In a) si f'(a)=b. Acest rezultat este folosit pentru
calcularea derivatei intr-un punct folosind derivatele Jaterale in acel punct.
. 2 .
Exemplu: f:R— R, f(x)= ¥ xs1 . Se observd c& f este continud pe R si
Inx+x,x>1

2%, x <1
fx)=11 . Cum 3lim f'(x)=2= 3f'(1)=2, analog, f'y{x)=2=7F"(1)=2.
—+1,x>1 31
X

Observatie: Réciproca acestei proprietati nu este adevarata.
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. 2 (1
csin| L) x#0
Exemplu: f:R > R, f(x)= x sm[x] X0
0, x=0

Solufie: Péntru x <0, respectiv x >0, derivata este f'(x)=2xsin (%) - cos[%), pentru

care nu existd nicio limita laterala in punctul 0. Totusi, functia este derivabila in 0.

* Regulile lui 'H6spital-Bernoulli R
Fie / un interval (marginit sau nemarginit), & un punct de acumulare (finit sau infinit)
pentru { si functille f,g:/\{a} - R. Daca:
— fsi g sunt derivabile pe /\ {a};
— g'(x)=20,9xelsi x=a
- 3lim f(x): lim g{x)=0 sau lim | f(x}|= lim | g{x}]= +o;
o Xre xoa X2
- 3Jm—— '( )
x—a g'(X)

atunci:
- g(x)=0,vxel\{a)

=beRU{tx},

—functia L are limita in a gi lim —— fo) mw=
g xag(x) xaag'(x)

Regulile- sunt folosite pentru calculul limitelor in care apar cazurile exceptate g sau +2
o
{pentru exemple, vezi sectiunea ,Limite de giruri").
h. Aplicatii ale derivatelor in studiul functiilor

* Rolul derivatei intsi
= Intervale de monotonie
Daca f:D > R,DcR functie derivabild, atunci:

f'#0 peuninterval / < D=f pastreaza semn constant pe /;
— f'>0 peuninterval / = D= strict crescatoare pe /;
— {'<0 peuninterval / c D= f strict descrescatoare pe /.

* Puncte de extrem
Fie f:D - R, Dc R siaun punct situat In interiorul unui interval / c D.

- Daca pe / functia este strict crescétoare (descrescatoare) la stanga lui a
i strict descrescdtoare (crescitoare) la dreapta lui a, atunci a este
punct de maxim (minim) local al functiei.

— Daca f este derivabild pe /, atunci punctele de extrem local se cautd
(conform teoremes tui Fermat) printre solutiile ecuatiei £’ (x) =0, iar natura

extremutui (maxim sau minim) este data de semnul derivatei f'.
Exemplu: f:R — R, f(x)=x%-3x.
Solufie: £'(x)=3x* - 3. Calculam radacinile Iui £ f'(x)=0¢> 3(x* — ) =0 &> x = +1.
F(=1)= (1) =3(-1)==143=2, f()=1"-3.1=1-3=
,"j[‘mf(x) = —o0; lim f(x)=.

pare

Alcatuim urmatorul tabel:
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Functia este strict crescatoare pe (—=,~1} si pe (1,+=), iar pe (-1,1) este strict descrescétoare.
Valorile f(—1)=2 si f(1)=-2 reprezintd maximul, respectiv minimul focal al functiei.
* Rolul derivatei a doua

= Convexitate (concavitate)
— functia f:/— R derivabild pe / este convexid (concavd) pe |, dacé si
numai daca derivata ei (f') este crescatoare (descrescétoare) pe /;
— daca feste de doua ori derivabila pe /, atunci:
f"(x)>0,vx el < f convexd pe f;

f(x}<0,Vx el < fconcavd pe .
* Puncle de inflexiune
Definifie: Fie f:D—R. Se numeste punct de inflexiune al Iui f un punct x,eD
pentru care 3a, b e D astfel incat a < x, < b i fconvexd (concava) pé (a, xp), respectiv

fconcavé (convexa) pe (xo, b). Daca:
— feste de doua ori derivabil;
— £'(x)<0,Vxe(axy) si £"(x)>0,vx e (x.b) sau
— " (x)>0,vxe(ax).§l f"(x)<0,Vxe(xX,b),

atunci X, este punct de inflexiune pentru f. Punctul My(x,.f(xy)) este punct de

inflexiune pentru reprezentarea grafica a functiei f.

Exemplu: TR > R, f{x)= Fxxz0 (fig. 11.71). ¥
—~J=x,x<0 o
f 1 %
—=, x>0 S X o
Calculm £1(x)= Nf = F(x)= 4‘{; g 1171
—=,x<0 e, X <0 g
2 x 4Jxy

Se observd ¢ f'(x)<0,¥x>0 si f'(x)>0,vx<0, deci x=0 este punct de
inflexiune. Functia f este concava pe (O,*m) i convexa pe (—=,0).

= Puncte de extrem local

n cazul in care nu putem afla semnul lui f* in vecinitatea unui punct X, folosim
urmatoarele: f:[a,b] - R, f derivabild de nori in vx e (a,b) si
Fxg)=f"(Xp) = im P Nx5) =0, 7 (x5)% 0. Dupa cum:
~ nesle par = x, punct de extrem local: maxim daca f (x,) < 0 si minim daca £ (xp) > 0;

— neste impar = X, nu este punct de extrem local.
Exemple:

P ) o F ) = FO )
1. fiR > RE(x)=x% Pentru x, =0 avem ) =1"10) = 7x0) 0}:)(0:

) (xy)=24 20
este punct de minim local.
2 FR>RAx)=x" Tn x5 =0 avem F(0)=F"(0)=0 si f"(0)=650=x,=0"
nu este punct de extrem local.
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11.7. Constructia graficului unei functii
Fie functia f:D-— R si reprezentarea ei graficd T, = {(x,f(x)}| x e D}.

Etape de lucru: £:D R, f(x)= "—;

1. Determinarea domeniului maxim de definifie (vezi .Domeniul de definitie").
Conditii de existentd: x-2#0 x22= D=R\{2}. Functia nu este periodica.
in cazul functjifor periodice se delerminé perioada principald T si se studiaz3 varia-

tia pe intervalul [, T) sau pe [_E Z)

2, Gasirea punctelor de intersectie cu axele sistemului de coordonate (daca exista).

Intersectia cu axa Oy: x=0eD = f(0)= g;

Intersectia cu axa Ox: f(x):O:»%:OoxA:Uc:x:kD = B(1,0).

3. Gasirea eventualelor centre sau axe de simetrie (vezi ,Axe si centre de simetrie”).
Functia datd nu are nici centru, nici axa de simetrie.

4. Calcularea limitefor in punctele de acumulare care nu sunt in domeniul de definitie.
in cazul nostry, In x =2 avem:

X1

1(2)= hm f(x)= Ilm% :61—:—@; 14(2)= llm f(x)= l\ T:%

X<2 X>2 X>Z
5. Gasiea asimptotelor (verticale, orizontale §i oblice) (vezi sectiunea ,Asimptote”).
— Asimptote verticale: [ {2)=—o, [;(2)=w= dreapta x=2 este asimptotd
verticald i la stanga, §i la dreapta.
d
=12 im

— Asimptote i ale: l = m— —
simptote orizontale: Il'ﬂ !(x) 2 am =7 2] 1

x1-=
‘ U
y =1 este asimptota orizontala gi la +oo sila —0,
— Asimptote oblice nu exista (pén(ru ca existd cele orizontale).
6. Studierea monotoniei functiei f.
a} Se calculeaza derivata fui f.
. X=1,, (x-1)(x=2)-(x-1)-(x-2) (x 2)-{x- 1) -1
=)= > 5 5
x-2 (x=2) (x=2F " (x-2)
b) Se calculeaza derivatele laterale in punctele -in care functia nu este

derivabila, ca si in punctele in care ea devine infinita.
In exemplul dat, nu existd, pentru c& functia nu este definita in x = 2.

=,

=1= dreapta

X2

c) Se cauta radacinile Iui f'. f'(x)=0 < { -1 7 =0 xe@.

d) Se studiaza semnul lui f*, cu ajutorul caruia se gasesc intervalele de monoto-
nie si punctele de extrem (vezi ,Proprietétile functiilor derivabile”).

~ punctele de extrem nu existd (f nu are radacini);

— intervalele de monotonie se stabilesc dupa semnul primei derivate:
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f'{x)< 0= funclia este strict descrescatoare pe (—o,2) §i (2,+0).

7. Studierea convexitatii / concavitatii funcfiei f (daca f' are o expresie mai compli-
catd, se poate renunta la acest pas; de obicei, ins3, nu este indicat).

a) Se calculeaza £ (in punctele in care f* este derivabila):

" 2Py 2% 2 o
0 G e e O
b) Se studiaza semnul Jui f™. f*(x)= 0:( 22)3 =0 xed;

f'(x)>0, dacd x>2; f"(x)<0, dacd x<2

— se determina intervalele de convexitate folosind semnut Jui " (vezi secti-
unea ,Aplicatii ale derivatelor in studiul functiilor’).

— se determind punctele de inflexiune {dacad existd) (vezi secliuinea

JAplicatii ale derivatelor in studiul functiilor’).

Functia data nu are puncte de inflexiune.

8.

Alcétuirea tabelului de vaiatie pentru functia f.
— tabel cu 4 linii (3 linii daca renuntam la f");

pe prima linie se trece domeniul maxim de definitie, marcandu-se valorile
remarcabile gasite Ja punctele anterioare;

pe linia a doua se trece semnul lui ', valorile ei in punctele remarcab!le,
limitele laterale acolo unde f* nu e contmué

pe linia a ireia se trec valorile lui f" In punctele remarcabile §i semnul ei;

pe linia a lpatra se trec intervalele de monotonie pentru f (marcate cu
simbolurile .~ sau ), valorile lui £ In punctele remarcabile, limitele laterale
_acolo unde functia nu este continud; dedesubt se trec intervalele de
convexitate (simbolizate cu ) gi concavitate (simbolizate cu ).

X —0 0 1 2 +o0
'(x) - - - - - - - - - -
() - - - - - - ~|+ + +
fixy |1 N a1 Ny 0 N Al N 1
2 —0
TN
9. Schitarea graficului funciei (fig. 11.72):

axele de coordonate;

eventualele axe i centre de simetrie;
asimptotele;

punctele remarcabile;

tangente sau semitangente Tn punctele remar-
cabile (puncte de extrem local, puncte de
intoarcere, puncte unghiulare sau puncte de
inflexiune);

trasarea graficului.

L1172
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11.7. Functii integrabile
a. Primitive
Definifie: Fie functia f:7/— R,/ cR interval. Spunem c& F:/ —» R este o primitivd a
functiei f, daca:
- F este derivabild pe /,
- F'{x)=f(x),vxel
De asemenea, G{x)=F(x)+c este o primitivaa lui f, YceR.
Observatii:
— Daca functia f:/ >R nu are proprietatea lui Darboux, atunci f nu admite
primitive,
- Orice functie continua pe un interval admite primitive pe ace! interval.
Multimea tuturor primitivelor functiei f se noteazi jf(x}dx =F(x)+C,xel, unde C
este multimea tuturor functiilor constante definite pe /. Multimea primitivelor se mai
numeste si integrala nedefinitd a functiei f.
In notatia jl(x)dx sunt obligatorit I$i dx, care incheie si care desemneaza

variabila de integrare. Spre exemplu, integralele J(xm+m2)dx si _[(xm-v—mz)dm nu

reprezinta acelasi lucru, degi expresia funciet de integrat este aceeasi, insa variabilele
de integrare difera.

Proprietafi: Fie f,g:{ - R functii care admit primitive si ae R’ Atunci:
« Frg:l>R admite primitive si [(f £ g)(x)dx = [f(x)dx 2 fg(x)ix;
e af:1 >R admite primitive gi 'f(af)(x)dx = aJ‘f(x)dxA

b. Tabel de primitive uzuale

Integrala Conditi
=
’ jx"dx:xn +C neN,xeR
n+1
Xa+1
[xdx=2—+c aeR\{~1), x (0,+x0)
a+1t
_f%dx:ln]xh-c XeR\{(0}
v
J'a"dx:la—+c ae(0,HU(L40), xeR
na
Iexdx=ex+c xeR
[tgtxydx =—Infcos(x)|+C xe/cR\(kH%),ksz
Jetabx)dx =In[sin(x)| +C xelcR\kn}keZ
[leazdx:-:;arctg§+c xeR,a=0
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dx-—ln|

|+c xefcR\{#a},a>0
2a

\lx2+a2)+c xeRa%0

X -

'[72=azdx=ln(x+

X%+

J'%dx:lnkw}xz—ath-c x &(~0,-a)U(a, o), a >0
X~ :

I;dx=arcsin(i)+c xe(-aa)a>0
a* ~x? a

Exemple:

o
j‘xsdx=T+C: xeR.

I

Icos(ax)dx = 1 J’a cos{ax)dx = %sin(ax) +C;xeR,a=0.

1
5 dx = —arct +CixeR.
[Pt 9()+Cixe

ES

1 .
dx = —dx :arcsln(—) +Cixe(-22).
'[\/4 - x? \122 —x* 2
¢. Metode de aflare a primitivelior
* Metoda 1

Daca pulem scrie. f(x) = F'(x), avem If(x)dx jF (x)dx F(x)+C

Exemplu: f

By = {{tg 2x; dx-—l x+C.
cos' (2x) f(g y 9

o Integrarea prin parti

* — Poate fi folositd pentru functile integrabile care se pot scrie ca produs de doi
factori dintre care unul poate fi adus la forma de functie derivata.

J’f(x)‘g'(x)dx=f(x)»g(x)~ jf'(x)~g(x)dx.
Exemplu: Ix-e’dx: jx-(ex)'dx= x.e¥ - jx'- e*dx =x-e* - Je*dx =
=x-e =~ fe*ydx =x-e* ~&* +C. :

— Exista §i varianta in care functia integrabil3 e formata dmtr un singur factor ce ar
putea fi tratat mai ugor daci se lucreazi cu derivata fui. Atunci presupunem
subinteles al doilea factor ca fiind egal cu 1 i aplicam metoda anterioars.

Exemplu: flnxdx = I1‘ Inxdx= fx‘~ nxdx=x-tx- j‘x~(ln’x)'dx =
=x-Inx- J‘x»ldx=x-lnx4 j1dx=x-|nx7 Jx'dx:x-lnx7x+c.
X
Observafie: ,Candidatii” preferali pentru g{x){cei care se afla in integrala initiald ca
g'(x)) sunt functile e* i cele trigonometrice (sinx, cosx ).

~ Un tip special de functie este f(x)=+vx?ta® sau f(x)=va®-x?. Pentru
integrarea ei se considerad functia ca fractie cu numitor 1 gi se rationalizeaza
numaratorul.
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Exempiu:
x*-9

7 =~ dx = 2 _ 9
j\/x ~9dx = | 324 j‘/ — ijz_Bz
~Ix (¥x2-9)'dx~9- IT==dx x-dx?- Ix -x? —9dx~f InjX=3)

dx =

dx:Jx~

x+3
=x-\lx2—9—_[ 2 odx-2n[X23
2 |x+3
Dacé notam / = ‘Nxz—gdx:I=x~\/x279—/—— rn"—i
2
e2 x93 In ol =XX 8 3 lx -3.c.
3| 2 4 +3

s Prima metodd de schimbare de variabild
Teoremd: Fie ¢:1—J o functie derivabild cu derivata continua si f:J - R o functie
.care admite primitive, cu f gi J intervale. Atunci functia (fo¢)-¢’ are primitive pe / gi,
daca F este o primitiva a lui 7, are loc relatia:
JFalx)-o'(x)dx = Flg{x) +C.
numitd formula de schimbare a variabilei. :

— E folosita atunci cand identificam in structura functiei de integrat 0 components
o{x) care ,schimbd” variabila; de asemenea, e necesar ca, odatd cu acea

componentd, sa apara gi derivata el. Atunci, formal, notdm ¢ = g(x) si, formal,
t'dt = @(x)dx = dt = ¢'(x)dx.
— Integraiele obtinute dupa schimbarile de variabila se ‘numesc infegrale asociate

celor initiale.
Exemplu: Sa se calculeze | = J‘ﬂ'xz_
1+ 008" x
Solufle: Notam £ =cos x, x R, f &[-11] = dt = —sinxdx. Putem scrie: /= - [——2%_
1+cos® x

Asociem integralatn ¢ /; =— % =-arctgf+C .
+

Deci, /= 1’15#—
+COS

—. Se cautd mereu structuri care s& se asocieze cu tabelul de primitive uzuale
devenit, la schimbarea de variabila, in forma:

dx =-arctg (cosx}+C.

Integrafa Conditii
Iu”(x)~u'(x)dx=Lm+C neN
n+1 .
o o0 wionpax =4 ¢ reRU-1u(x)>0
r+1
I‘L((;)dx =in|u(x)|+C . wx)=0
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ja“‘*’<u'(x)dx= e ae (0.1} (1+o0)

je“"" -u'(x)dx =% +C

Icos(u(x))~ u'{x)dx = sin(u(x)) +C
Isin(u(x)) u'(x)dx = —cos(u(x))+C

Jrguix) - u'(xydx = -in | cosuix) | +¢ u(x)e R\ (kn+%),k ez

Jetg(u(x)-u'tx)dx = In] sin(u(x)) +C U e R\knyk e 2
I-C%dxdg(u(x»w 'u(x)em\(kmg),kEz
I%dx:mg(u(x))-vc  |oerim ez
it Z:lx()i)a arctgu(x) a0

f sy zz‘xgx)a 'Z n zg;:: w(x)#{xa}a >0

j\/%dx In(u(x) + Ju(x)2+a?)+C |4 20

J‘V_i'_(%dx =In|u(x)+ Ju(x? —a2|+C u(x)e(-m,—a)ulaw),a=0

u(x)—

j‘ﬁdx=af®i;‘(@)+c u(x)e(-a,a%a>0

» A doua metodé de schimbare de variabild
Teorema: Fie ¢:/—J o functie derivabild cu derivata continua, bijectivd i cu
®ft)=0,viel si f:J—>R. Funclia f are primitive pe J, dacad i numai dac# functia
g={fog) ¢ areprimitive pe /. Daca F gi G sunt primitive pentru £, respectiv g, au loc relatiile:
fottat =Flon+C, vtet; JFixex =Gl (x)+C, vx e J.
— Se foloseste atunci cand, desi am identificat in structura functiei de integrat o

componentd ¢(x) care ,schimba” variabila, nu regésim in respectiva structura i
derivata ¢'(x). Atunci procedam astfel: cautdm functia inversa a lui ¢(x) si din
ea vom obtine, formal, ,trecerea” de la ,dx™ Ja ,df".

ex)=te x=¢ () > dx = [qf'(r)]'dr,

1
Exemplu: | = Iﬁdx, x>0.
Solufie: Motam r=m,te(lm)@tz=1+x®x=(2—1=dx=21df:>
|
e

b= oy ~2tdt=2[t2 d-2.2 +C.

2 -t
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Deci, = fj—dx-ln \/::—zJ +C

s Primitivele functiilor rafionale

Fie f:D> R, f(x)= gzx;. P.QeRlx], D=R\{xeR|Q(x)=0}.

Daca grad P = grad Q se face Tmparfirea cu rest si se separa catul:
P-QH+RgradR<grad@s 8 _ i+ B aottel, o suficient s se studieze

Qfx) Q)
cazul grad P < grad Q. Apar dou3 situatji:
~ functji rationale simple:

V. f(x)= neN, aan:—S'

_A
(@ax+by"’
Ax+B
(ax? + bx+¢)" "

— functii rationale compuse:
Q(x)= produs de factori ireductibili in R[X].
= Primitivele functiilor rafionafe simple

v f(x)= neN,b%-4ac <0, xeR;

A-In|ax+b|-»C. n=1
a

A
[———dx= -
(ax+b)" A (ax+by"™

+C, n>1
2 —n+t
I Ax+8
'(ax® +bx+c)"
B 8

Cazul1: A=0,B=0=> =

B,[ at B

b
Facem substitutia £ = x +——,xfeR=/ = =
23t E = ERy a "

dt + k3,

dt £ 4i?
fha= I(,z LKAy - I(,z +k2)n .[ 2+ k2)n

1 1
dx= d
@ ax o I((2x+1)2+1)2 *

Exemplu: = I

11 1
t=2x+1=dt =20 fy = [ = ——dt.
X+1=> x= 1y I(t2+1)2 3 '[(t2+1)1
1 41 1
Plecéim de la dt = t= |t df + dt =
L2+1 I(t2+1)2 f 2+ 17 j(ﬁn)’

2+’ 1 -1\
dt+2h = ~Itr((2+1)2dt+211—5-jr~ ) e 2h=
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1 B -1
=—.|t- t——df |+2], &
2[ 41 1 ] e

1 —t 1 -t
dt= W1 w21 vor,
IFow 2+ 2 e ‘Q Izzu Ty

Pe de alta parte, [ df =arctgt, deci =3 2®9f, _t i,
241 2

2 A2+

Atunci: l=l~[arctg(2x+1)+‘22x—+1]+
4 4x° +4x+2

Cazul 2: Ax+B=(ax? +bx+c)
Injax? +bx+c|+C, n=1

J‘zm(i*‘B X =1 (ax? +bx +cy™! .
(ax?+bx+c)" =7 _4C,n>1
-n+1
2x+1 (2 +x+1)‘ 1
Exemplu: = +
P J‘(>r2+)(+1)2 J‘(x -.«-x+1)2 X ex1

Cazul 3: Ax +B=(ax? +bx +c).

in acest caz se folosesc artificii de calcul pentru a separa termenut (ax? + bx+¢)',

dupd care se separd si cele doud integrale rezultate. Acestea corespund -celor doud
cazuri anterioare

1 2x+1-1
Exemplu: x=— dx:—»
s I 2+x+1)3 2 I(x2+x+1):’ (e x+1
1 2x+1 1 [t +x+1)' 1 1
== x - == . X =
'[(x2+x+1)3 J‘()(24—)(+1)3 '[(x +)<+1)3 I(x2+x+1)3
1.<X_+X+f;‘_1, o
2 -2 P x P

Cea de a doua integralé se rezolva prin recurent, ca in cazul 1,

= Primitivele functiilor rafionale compuse

- Intr-o prim# etapa se descompune Q(x} (numitoru! functiei rationale) in produs
de factori ireductibili.
Pix)

— Etapa urmétoare este cea de descompunere a fractiei rationale m n fractii
X

simple avand ca numitori fiecare factor din descompunerea Iui Q(x) la puteri
variind ntre 1 i multiplicitatea factorului respectiv in. Q(x). Numaratorii fractiilor
simple vor fi de grad 0 (constante) pentru numitorii de grad 1, respectiv de grad
1 pentru numitorii de grad 2 (netinand cont de gradul de multiplicitate).
Exemple:
2 PO __ A B .
A= = T e

P(x) - Ax+8 . C

Qx) X241 x+1

~ Cea de a treia etapa Inseamna aflarea parametrilor aparuti in etapa a doua.
Pentru aceasta se vor aduce fraciile simple la acefagi numitor, se vor grupa

2 Qx)=(F+Y(x+ > —=2
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termenii de acetasi grad la numarator, dupa care polinomul rezultat va fi egalat
cu polinomul P{x). Metoda folosita e cea de identificare a coeficientilor.

3x 3x _A . B _Ax+2)+B(x-1) _
Kux-2 (x-Dx+2) x-1 x+2 (x—1)(x+2)

:(A+B)x+2A-B:SX:(MB)HZA_BQ{&MB {3=A+B

Exemplu:

=4 <>

(x-Nx+2) 0=24-8" |24=B -
3=A+2A [3=3A [A=1 3x 1 2
= = = S =
2A=B 24=B " |B=2 x?+x-2 x-1 x+2

— Ultima etapa este cea de rezolvare a integralelor fractillor simple obtinute, dupa
algoritmul prezentat anterior.

* Reducerea calculului primitivelor unor functii nerationale la calculul
primitivelqr de functii rafionale
= Calculul primitivelor functiilor cu radicali

2 3 2
J’R((ax + b7, (ax+ b)% ..., (ax + b)¥ ) ax + b > 0.

Se face substitufia ax+b=t* unde k =[91.92.--»9,] {cel mai mic multiplu comun
al numerelor ¢;,qy,....9,).

Exem Iu‘l*‘f%dx x>
P T

6
Solufie: 2x-1=1%,t>02x =P +1e x =‘—2*1 < dx =35t (formal)

h= [ttt 3 ot a3 el
=h= [t =a e =aft e

»  Calculul primitivelor functiilor irationale IR(X, Vax? + bx + ¢ )dx
Se folosesc substitutiile lui Euler in urmatoarele cazuri:

v Dacs a>0 facem substitutia JaxZ+bx+c=xJa+t,cu atentie la conditiile de
existenta pentru x st t. )

oaxdebx+c=ax? + 24 2xta o bx-2xtVa = ~c e x(b-2Ja) =2 - ¢;

t-c ¢ ” " "
X=———==>dx= "dt . Dupa inlocuiri se ajunge la cazul unei functii rationale.
b-2tVa [b—zﬂa . ) e el

1

Exemplu: | = | ———=dx.
jx+«lx2—x+1
2 2 . 2y 2y
Solufie: N3 —x+1=x+1 e x= r-1 _1-t SPTON (il ol PO S 20 IR
12t 2t+1 2t+1 (2t + 17
—{1-t3)2t + 1) dt'_—21(2t+1)—2(1»12)d'v-412—2t—2+2t2 [_—212—2(—2 _
(2t +1° @t+1y? 2t +1? (2t +1?
=_2_r2+t+1d ) =}. 1 2Pt _ '.[ ot
@+ 2.1-8” (2t + 17 e+t +2)

26 +1
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v Dacd c>0, facem sﬁbstitugia vaxt+bx+c=xt+\Jo cu conditia ca 0 sa& nu
apartind domeniului de definitie al functiei de integrat.

ax? s b+ o= X +2xt«/E+cc>x[x(a 2)+(b- 2{«/—)] 0= 2t\/— b
a-
in continuare se procedeaza ca in cazul anterior,
Exemplu: | =
'[x +o-x?+3x+ 4
Solufie: N-x2 +3x+4 =xt+2 > -x*+3x+4=x*1? +4xt + 4= x = 3;41‘.
+

a8y 2 —{(3-41). 2
dX:(32 M]dt: —4A(¢ +1)2 (32 41) 21dt=4t Gtz4d t
241 (7Y (2 + 1
Se fac inlocuirife si obtinem o functie rationals sub integrata.
v Daci ax®+bx+c=a(x-x{x~-x,), unde x,x, sunt radicini reale pentru
ax? + bx +c , facem substitutia: :
Jax? £bx+¢ =H{x - x;) & ax? + bx + ¢ = 3 (x - x, P = alx - x)(x - xp) = t3(x - x,}*
—t*x
2 il

= a(x~x,) = t3{x — x;) > x(a— )= ax, - thx & x = ax. 7
a-

Exemplu: | = IL
. Vx?-3x+2
Solutie: xzn3x+2=0c>(x—1)(x—2)=0«:x1=1,x2=2;
_op? _2e2Y E
Vi Taxr 2 =tix-yes x= 2 x| 12 g 2y
1-f 1-f (-3

Acum se fac toate inlocuirile i se calculeaz integrala rezultata.
Atentie! Aceste substitutii se folosesc atunci cénd nu se gaseste o solutie mai simpla.

= Calculul primitivelor funcliilor binome
jx’"(ax" +byPdx ax0,ax"+b>0,mnpeQ

Se folosesc substitutiile Cebagev:
Dacd peZ, se face substitutia x=2z" unde r este cel mai mic multiply comun al

numitorilor lui m $i n, atunci dx =7 -z "'dz (formal).

Exemplu: | = I(& + 1 dx, x> 0.

Solutie: m=—%,"=%,8=b=1,13=‘262, deci facem substitutia x =%t > 0= t = ¥x.

3
Formal, dx =6t°dt =1, = j" 1f 6%t =6 f(£° + 2" + )t = 6( +2_+33—)+c

1.2 21 2
Agadar, I=6(7x6 +gv){6 +§»x2]+CA
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v Dacs I

+1 < Z, seface substitutia ax” +b = Z¥, unde k este numitorul lui p:

1 1
_ 5 _p\n b _pV g
Lx=fh x:[z b]n :dx:l(z D]n 2z (formal).
a a al a a )

Exemplu: | = Ixs Y —1dx, xeR

Solufie; Identificam m=5a=1b=-1n=3,p= % eZ, m: ! eZ; facem ‘substitutia

=t teR= x =Y +1 5 dx= T:’—Td(. Atunci obtinem:
3L +1

7 4
2 7 g4 ERP I S
-'—‘—dt:jta(z3+1)dt:t—+’—+c:/=u+u+c
P 7' 7 )

v Dac3 p+m+1

h= [+ 17 -

&Z, atunci notam a+ bx™" = z*, unde k este numitoru! lui p.

1 1
K e K =
a Z-a Z*-a\" 1(2-a\" 1, 44
- - =] ~kzd X
=X 5 =X [ 5 J =dx n[ 5 ] b z*"'dz (formal),

Exemphu: IXJX‘ +2dx, x>0,

m+1 7 m+1

Solutie: m=1a8=1b=2,n= 4p4—eZ— £Z, +p=1eZ. Facem substitutia
P =2t
] e
2= = X (P - )=2t> 1= x= X2+2;dx=l. =) g

X 2 {K,zz_ 1]3

3 1 1 3
—t 2 Y4 2 Y 2 3z —t 2 Y3

dt =1 = ot . . dt =
oy [r’ ] ' j(z*—J (,2_1] -1 (F—J

@ .
df. Descompunem in fractii simple: £ A 8 ¢ o

) j(l2 7 TG T T AT A T AT

1. 1 1 1 1
A A = Ming-1
4{:-1"«-1)2 l+1+({+1)2}21 4[n( )

—In(t+1)~l—17}+0 -
+

X +2
:1|n[1*—1)+—t—+c sy dp[dXa2e) THE e
4 -1 28 -1y 4 |\ fr2-22 X2,
X‘
- 3
(«)x +2+x2) N
f=—Inte——— s ——— 24 C.
4 2 4
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= Caloulul primitivelor functiilor trigonometrice

v Daca R(sin x, —cos x) = -R(sin x, cos x) {expresia de integrat este impara in cos x),

atunci se face substitufia sinx=t= cosxdx =dt (cu prima metod# de schimbare
1

de variabild) sau sinx =t & x = arcsinf = dx = dt (cu a doua metods de

schimbare de variabila).

sin® x

Exemplu: $3 se calculeze j dx.
X

Solufie: Daca inlocuim pe cos x cu — cos x Tn expresia de integrat, obtinem

3 ;3

sin® x sin® x . . e .
——— =, deci facem schimbarea de variabild, sinx =t. Integrala devine:
(~cosx) €os” X .

sin® x sin® x sin’ x
_[ 5 Cosxdx = I = cosxdx =
cos® x 2 in?
(cos x) (1fs|n x)

= cosxdx. Cum cos xdx = dt,

3
avem: /= I (1!_12)3"“ Dupé descompunerea in fractii simple, se integreazs fiecare dintre efe.

v Daca R(-sinx, cos x) = -R(sin x, cos x) (expresia de integrat este impara in sin x),
atunci se face substitutia cos x =t = ~sinxdx = df (cu prima metoda de schimbare

de variabild) sau cosx ={ <> x =arccost = dx =

. s

< sin® x

Exemplu: S& se calculeze f 5 dx.
cos® x

Solufie: Dacé Inlocuim pe sin x cu - sin x in expresia de integrat, obtinem
(=sinx)®  sin®x

= —— deci- facem schimbarea de variabilda cosx ={. Integrala devine:
cos® x cos® x

IS'n Xslnxdx— f1—99u sinxdx. Cum —sinxdx =dt, avem: {;
cos® x
T T S S Y
4" 2t 4cos” x 2008 x

v Dacd R(-sinx,—cosx)=R(sinx,cosx) (expresia de integrat este pars in sin x

i cos x), atunci se face substitulia tgx=t = 12 dx =dt (cu prima metoda
cos’x

de schimbare de variabil3) si tg x =t <> x =arctgt (cu a doua metod3 de schim-
bare de variabila).

i3
sin” x- :
Exemplu: S3 se calculeze I z—dx.
cos® x
Solufie: Dacé inlocuim pe sin x cu — sin x §i pe cos x cu — cos x In expresia de integrat,
smx) sin® x

(- cosx) oostx’

obtinem . dedi facem schimbarea de variabild tgx = 1. Integrala devine:

o 4
de Atunci 1= [PPat=Sac = -8 X g,
2 x 4 4

Isin3 X

dx = ftg’x -
cos>x cos? x
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v Dacd R(sinx,cosx) nu e nici para, nici impara, folosim mai intai identitatile tri-
gonometricé de mai jos, cu conditiile de existenta pentru funciia tg:

tg X gt X
2 tg(zJ. 1-1g [2)

2 1' 2( X
1+1g (2) 1+tg (2]

i apoi substitutia { = tg[gj < arctgt = g < x=2-arclgt = dx= 7 2[2
¥

sinx =

cosx=

dt.

Exemplu: = j—‘1—dx, X% kn, Vk € Z.
sinx

2

Sotufie: 1, = )’—-21— 2
"

1 X
dt = I;dt:ln]t|+c :I=In]tg(§J|+CA
P
v R(sin? x, cos® x) . Pentru aceste functii existd doua modalitati de integrare:
1. folosim identitati trigonometrice pentru reducerea” puterii la care apar sin x, respectiv cos x.

1-cos2x . . 1+c0s2x
e 2sinxcos x = sin2x; coszx:T.

sin’x =

Exemplu: = J’sin2 xcos® xdx = % I(4 sin? xcos? x)cos? xdx =% I(sinz 2x)cos® xdx =

1-cos4x

-%j"sinZZXv(ucost) dx :%J‘ 5 d“—%jsinz 2x -cos2xdx =

sin®x | x sindx

+
3 16 16-4

-%Isin22x‘(sin2x)‘dx+%x~?1gjcos4xdx=%- +C.
M Y tgzx 2 1 . o
2, folosim formulele sin® x = 5=, COS“ X = —— gisubstitulia ¢ =tgx < x =arctg!.
1+tg°x 1+1tg°x

Exemplu: | = .f 1

n
—————dx, x={0,=)
sin x - cos? x @)

2 2 4
Solutie: sin‘x:( ! J:( £ cos?x = 1 ) 1 gt

; s dx=

Z 142 1+ 12) 1442 1+£2

1 17 1+ 12 2 1 2 1

= | T -1”2:.11:[ o dt:J’1+t—2+?-dt=t—7*§{—3—-oC=>

{1+827 1+8 :

27 1
=l =tgX—-——————+
9 tgx 3tg’x

«  Calculul primitivelor functiifor care permit substitufii trigonometrice
v R(x,.Ja?-x?);,x e[-aa],a>0.
Se face substitutia Va® — x* = acost, ¢ E[

Exemplu: IJQ —x%dx.= I 32 _ x2dx.

f%%] < x=asint = dx = acostdt.





	[image: image185.png]Functii 189

Solufie: Facem substitutia x = 3sinf = V9 - x* =3cost §t dx =3costdt. Deci vom avea:

1+ cosZt 9

focos?rat =9 11209 dt=5t+%sin2t+c.

v R(x.\/;(_:_a_),xe(-w,-a] sau x &[a,+wo).
Se face substitutia m =a-lgttfe [0
v RV +x2) xeR.
Se face substitutia «/m =F te {

n a sint
,— | x=—=dx=a
cost [

df.
2 0s? t

ZZJQX atgt=dx= a(1+tg‘t)dtr

= Calculul primitivelor functiifor exponentiale R(x,a*), x e R

dt.

Se face substitutia t =a*, r>0©x Iogatadx_t |1na

X
Exemplu: | = I1+esax dx; t=e"=x=Int=dx :;dt

=h= '[1; ! ! dt. In continuare integreaza functia rationala.

= [—————
£t I(1+t)(1 t+2)
» Artificii de calcul

Exista integrale / care se pot obfine mai uéor daca li se asociazj alta integrald J
i se calculeaza expresiile /+J §i /—J, aceste integrale fiind mai simple.

sinx N cos X
Exemplu: | = j',————dx . Consideram J = j——————
SiNX + 608 X sinx +cos x

/+J=J‘de=j1dx=x+c;

sinx +cosx

sinx ~ cosX sin x +cos x)' .
I-Jd= I =7I(, )dx=~ln|slnx+cosx|+c.

smx+oosx Sinx + 08 x

Daca adundm cele doua relatii, obtinem 2/ = x —In| sinx +cos x | +C

:I:%(x—!nisinx+oosx|)+c Ell J=%(x+ln|sinx+cosx|)+(.‘...

d. Calcutul integralelor date prin formule de recurenta
Aceastd metoda se aplica la determinarea primitivelor functiilor f care depind $i de
numirul natural n, F:IxM >R, McN, (x.n)—f(xn).

Folosind o altd metoda de calcul af primitivelor (de pilda metoda integrérii prin parti),
suntem condusi la determinarea unei primitive pentru f(x, n—1) sau f(x,n-2). lterand

procedeu! ajungem la determinarea primitivelor functiilor £(x,0), f(x,1) sau f(x,2) care
se pot calcula ugor,
Exemplu: Fie f:IxN >R, f(x,n)=x"e"

84 se stabileasca o formula de recurenta pentru caloulul lui /, = fx"e*dx.
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Solutie: Integram prin parti luand f(x)=x" = f*(x)=nx""
Gasim 1, = x"e* 7njx”"e"dx sau I, = x"e* ~nl,_,. Evident I, =e*. Din relatia de

vecurents de mai sus dedugem: 1, = xe* —e*; I, = x*e* —2(xe* - e¥) etc.

Formule de recurenyé utile in calculul primitivelor

§i g'(x)=e* =>g(x)=e"

1 1 1 2n-3
. 2. Ay n22.
I 2ia )" = T28*(n-1) (Erady & 2n-2 " n
dx 1 X 1 2n-3
B = . B, =— . - ‘B4 nz2.
DTSy T T 2an 1) (-t & 202
21207 (h_1a?
Co= | dx G, =X NE X N o s
R " n n "
n na [7_ 2 a2 ‘
D, = [ X dx b, - XN O e
" «/a"—x2 " n n "
val+x? n-2
E,= E,=— - Eppnz2.
f ~Ja I "

dx Vx2-at n-2
F. = s F =
r Ix"sz-az P00 (-t

x"dx 1 s1fz 2,01 2
- . —— - — >
G, I el G, SXNE - ——a Gpp N22.

H _I dx _ Va2 - x2 . n-2
R an-h" an-1)
Jp= j(lnx)"dx; Jo=xIn"x-nd,,, n21

Foanz2.

H,, n22

y 1. a n-1
K,= Isln"xdx; K,,:—;sln" Txc0s X + ——K, 5 n22.
n
1 e n-1
L, = feos"xex;  L,=—cos” 1xsmx+TL,,,2. nz2
n
8

M, = fg"xdx M, =—-—1:—1tg""x—M,,_2, nz2

N, = jclg”x dx; N, = —Lctg""x -N, 5 nz2.

_,[ dx | _ cos x n- 2 2o
sin"x " (n-Tsin"x  n—1 Fon .
dx sinx n-2_"
= d = Qe N22.
Icos x' " (-Ncos"™ ' x  n-1 2

R,= Ix sinxdx; R, =-x"cosx+nx""sinx-n(n-1NR,,, nz2.

S, = Ix" cosxdx, S, =x"sinx+nx""cosx-n(n-1S,, nz2.
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e. Calculul integralelor prin metoda coeficientilor nedeterminati

Daca f(x)=e“F(x), f:/->R, cu P, un polinom de gradul n, atunci o primitiva a
lui feste F(x)=e-Q,(x), unde Q, este tot un polinom de gradul n.

Penfru a determina pe F(x) este suﬁcjent s4 determinam pe Q,(x). In acest scop,
dupa definitia primitivei, avem (e**Q.{x))" = ™ F,{x). De aici rezulta coeficientii lui
Q,(x). deci F(x) este cunoscuta.

Exemplu: 84 se afle o primitiva a lui f(x)= (x3 —2x%+ 5)93".

Solutie: Din egalitatea J‘(x3 - 2x% 4+ 5)e™dx = (Ax* + Ax? + Ax + Ay )e™ +C,
prin derivare gasim (dupa suprimarea lui 6% ):

X =2x% 5= 34007 +3(A) + Ag)x? + (34, + 24X + 34, + Ay

34 =1
=2
De aici rezulté sistemul: 331132‘:1 0 cu solutia: Ay =%, A=-1A; =§§i Ay :gA
34,4 A, =5 :

3
Deci I(xa ~2x% +5)e¥dx =(%— x? +§x+§]e°" +C.

Observatie: Aceeasi metoda este aplicabila si la calcularea primitivelor functilor de
forma g(x) = R, cosax $i i(x) = S (x)sinax cuR, $iS, polinoame de gradul n.
Exemplu: Sa se afle o primitiva a functiei f(x)=(x* - 2x + 3)cos2x.
Solufie: Forma generala a primitivei este:

JOx¥ -2+ 3)c0s 2x dx = (Agx* + A+ Ay)sin2x + (Byx + By)cos2x +C. Prin derivarea
termenului din dreapta egalitatii anterioare obtinem: ’
(240X + Ay - 2Box — 2B,)SIN 2 + (2A9X% + 2A + 24, + By )cos 2x = (x? - 2X + 3)COS 2X.
de unde prin identificarea coeficientilor avem sistemul:

24 - 28, =0
A-28,=0

T 1, g A__1, 3-8 5
280=1 o A=siB=A=sA=-tB =214 =3
242 2 2 277372 Ty
24, +By=3

Deci, primitiva c3utata are forma: (% x*-x+ %] sin2x + [% x- %Jcos 2x+C.

11.8. Integrala definitd

a. Diviziuni

Fie [a,b] un interval inchis si marginit (compact).
Definitie: Se numegte diviziune a intervalului [a,b] un sistem de puncte notat
A =(Xg, Xy, Xgrn X, ), € N astfel INCAt =X, <Xy < X, <... < X,
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L 1
a=xL. X, X, Xy X db=x,
Fig. 11.73
Numérul f| A |[=ma,x ) X, = X, 41 (fig. 11.73) se numeste norma diviziunii (maximul
lungimilor intervalelor [xy, X4]. [xs, x2] coor X X 1)
Exemple:
1. Pentru intervalul [0,1] putem gési diviziunile
1 1 111 1
=(0.5.1 Mil=5 T Ap={0zs ) WA=
O30 inlleg  8=Oqg50 A3
12 1
B3 =(0,~ 51 Agll==;
5=0330 14 ll==

2. Daca a<bh, notdm L=b-a §i A"=[a.a+%,a+%.....a+@,b].

A, imparte intervalul {a,b] in n intervale egale ca lungime (% } §i, de aceea, se

numeste diviziune echidistanta.
L

A, ||=max] x, — X,_q |= max| .
118, ll= |, = s ;

o 4] 2] -

Pentru valori diferite ale Iui 11 se obtin diviziuni diferite (sirul de diviziuni (A, )nxy
atagat intervalului [a,b].
Definitie: Se humeste suma Riemann asociata functiei f :[a,b] - R, diviziunii A
{A =(Xg, X3 Xa...., X)) §i Sistemului de puncte intermediare (gk)k:ﬁ {unde

Eelxo X, & elXp Xl -y B €[Xn Xeb, o By €[%54, X,] )y UM
n
o, lf. &)= Zf(gk XX =X} In forma desfgurats, suma este:
k=1

6, (F &) = FEX = Xo) + FER)(Xp = Xy} o+ FLEN X = Xy} + oot FER WX = Xy
Exemplu: F[0 >R, f(x)=x2 A =(o,%,%,..., "7’1 1). Se observa ca

Hall=— fud 0. Consideram &, =— (capetele din dreapta ale subintervalelor)
2 2 2 2 2 2
1 2 1 n 1 1417 2 "
30‘A('-§k):[;] ;+[;] ;++(;) ﬂzzz»[?+?+...+?}=
11 e 2 M+ D20 +1) 2_1
R [ +2°+..+n]= B njm6_3

.

Interpretare geometrics:.
E Pentru functii cu valori pozitive £ :[a,b] > R, suma
o U il f x Riemann (ep.rezimé ar[a unei reupiuni dg .
= — = dreptunghiuri ce aproximeaza aria cuprinsa intre
= " curba ce da reprezentarea grafica a functiei f, axa Ox
§i dreptele dé ecuatii x=a §i x=b (fig. 11.74).

Fig. 11.74
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Definitie: Fie functia f :[a,b] » R . Se spune ca f este integrabild Riemann pe [a,b], daci
$i numai daca 3L ¢ R a. 1. oricare ar fi girul de diviziuni A, = (a = x§ < X{ <...<xy=b)cu

1A, |l > O sioricare ar fi sistemul de puncte intermediare (éz) U X SE <Xy,
Ao

vk=1n, girul sumelor Riemann cA"(f, £7) este convergentla L.

b
Notatie: Jim cA'(f, é:)’zr jf(x)dx '(se citegte integrala definits a functiei f pe intervalul
e
i
[a,b] sau integrald de Ja a la b din f{x) dx}.
Observafii:
~ Integrala definitd a unei functii integrabile pé [a,b) este un numar real (unic de-
terminat), pe cand cea nedefinits este o multime de functii (multimea tuturor
primitivetor Iui fpe [a,b] ).
~ Orice functie integrabild pe un interval este marginita pe acel interval.
— Valorile a §i b se numesc limite de integrare.
~ Daca o functie fintegrabild pe [a,b] se modifica intr-un numar finit de puncte si
se obtine functia g , atunci functia astfet obtinuta este tot integrabila si integrala
ei definita coincide cu cea a functiei date pe [a,b).
11

Exemplu: Fie functia f:{0,1) —» R, f(x)= X i multimea A= {0 i

X xe[0i\A
0, xeA
Solutie: Functia f este integrabila pe [0,1], A este o multime finita de puncte, deci $i g

verifice daca functia g:[0,1—> R, g(x):{ este integrabila.

1 1
este integrabila pe [0,1] si If(x)dx =J‘g(x)dxA
0 e

Observatie: Este foarte important ca A s fie multime finité. Altfel, concluzia anterioara
nu mai este adevarata.
Exemplu: f:[0,11> R, f(x)=0, fintegrabila;
. 1xe[01NQ
MOAIES:S X)=

g:l0N= R g0 {Oxe[OﬂﬂR\Q
Se arata ugor (alegand punctele intermediare fie in Q, fie th R\ 0) cé gnueste o
functie integrabila,

(functia lui Dirichilet).

b. Clase de functii integrabile

* Proprietate:

Orice functie monotona £ :[a,b] > R este integrabila."
X, xe[-10)

g -1 x=0

Functia este strict descrescatoare, deci integrabila.

Exemplu: f:[-10]- R, f(x)= {
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* Proprietate:
Orice funclie continua f:[a,b] - R este integrabila.
Exemplu: Verificali integrabilitatea functiei f:[0,1] > R
sin(n - arccos x)‘ X1
fix)= i .
n x=1
Solutie: Funclia este continua pe [0,1). Se verifica si continuitatea fn x, =1.
m Sin(n-arccos ¥) _ o singn - |@rCCOSX) N-8rECOSX _ .\ o ArGCOSX _

x~v| 2 X1 n-arceos X X1
<t V1-x a1 V1= a Vi-x?

:n-limlzn:f(1),
xo1X

X<l

Deci funciia este continua pe t0,1] i, Tn concluzie, integrabita.

* - Proprietate:
Dacé functia f:[a,0] > R este marginita pe [a,b] si continua pe {a.b} sau (a,b].
atunci ea este integrabila pe [a,b].

(1
Exemplu: f:[-101-> R, f(x)= sln[;]. x#0
1 x=0
Solutie: Functia este marginita pe (—1,0] si discontinua doar in x, =0, deci este inte-
grabila pe [-1,0}.

¢. Formula Leibniz-Newton
Daca functia f:[a,b] - R are primitive si este integrabila, atunci

]'f(x)dx ;(b)—F(a),

L)

unde F este o primitiva a functiei f (se mai scrie jl(x)dx =F(x)[: ).
a

Exemple: .

In? (x)

1.

jlnx dx -Ilnx (Inx)'dx =
1

-1 x=0
Solutie: Functia nus admite primitive pe [-11] ( nu are proprietatea Iui Darboux). Totugi, ea
este integrabild, deoarece difera intr-un singur punct {x, =0)de functia g:[-11] >«

2 jf(x) ox f(x)z{e", Xe[-1,1]\(0)'
. -1

g(x)=e". Atunci: If(x)dx Ig(x)dx Ie’dx el
-1
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d. Proprietiti ale integralei definite
Fie f,g:[a,b] » R functii integrabile.

o Liniaritatea:

) P) b
I(af +Pg)(x)dx =« _[f(x)dx + ng(x)dx, Vo,peR

a

3 x ox 2[* 2
Exemplu: I(x+3sinx)dx = J'xdx+3j'sinxdx =x7 -3cosx(; :%-3(0051:—0050):
0 13 0 lo .

2 2
k3 n
=—-3(-1-1)=—=+86.
7 =g
¢ Monotonia:
b b
Daca f(x)< g(x), vx e [a,b] = [f(x)dx s fg(x)ix.
M a
z
2
Exemplu; Demonstrati ci: I Joos xdx < %+ %
¢

Solutie: Din inegalitatea mediilor avem: vcosx =+/1-cosx £ k%, xel0, g]

sin x|2 =

* Proprietate:
Daca f:[a,b] > R este o funclie integrabita, atunci si |f [:[2,6] > R este integrabild

si are loc inegalitatea

b
jf(x)dx

)
< fifoolax.
a
Exerplu: Fie f:[0,] > R o functie integrabils. Sa se arate c& $irul cu termenul general
1
a, = Jx"f(x)dx converge ka 0.

Solutie: Functia x” - f(x) este integrabila (produs de functi integrabile). Tn plus, pentru ca £
este integrabild, ea este i marginits, adica: IM > 0 astfel incat | f(x)|< M, vx «[0,1].
m1 i M

S| 100 dx & [x° - Mdx =M [x"dx=M- —
-ﬂ I1fxplax JX = IXX n+tly n+1

=la, = Ix"f(x)dx

M
Deci Ilm la,]< Ilm——v—0= lim a, =0.
n+1 o
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« Aditivitatea integralei ca functie de interval
Fie f:[a,c] >R §i be(ac). Daci feste integrabild pe [a,b] si pe [b.c], atunciea

¢ 5 B
este integrabila si pe [a,c], iar J’r(x)dx = jr(x)dx + jf(x)dx.

Reclproc dacd f:[ac]—> R este integrabild si be(ac), a(uncl ea e integrabild gi
pe [a.b] sipe [bo].
-x+2,x€[01]

Exemplu: Fie 7:[0,2] >R, f(x)=
2 028 1t {x2-1,xe(1,21

2
. Calculati jl(x)dx.
I
2 1 2 1 2
Solufie: [f(x)dx = [FOx)ax + fFx)dx = f(-x + 2)dx + J(2 ~Nydx =
0 9 1 0 1

: ) 3 Fa 8 1 17
==X o]+ X——x =——+2+[—72]—[——1]
: 2 E , 2 3 3 s

* Proprietate: Daca f :[a,b] - R' este o functie integrabila, atunci:

T[f(x)dx =0; ?r’(x)dx = —i[f(x)d)c
a a b

« ExIstenta primitivelor funcfiilor continue

x
Daca f:1 > R,/ c R este continua, atunci o primitivd a ei este F(x)= jf(.‘)d(.
o,
unde x,x €/ cu proprietatea F(x,)=0.

Exemplu: Fie F:R> R, F(x)= smt

‘).

Salut:e Fie g:R> R, g{t)=

Considerdm G o primitiva a sa. Atunci F(x)= G'(t)dt =G(t)} = G(x)- G(0)
1]

SX Degi, F0)= ——T'"g -0.

= F'(x)=[G(x)-G(0)]'= 6'(x) = g(x)-
« Proprietate:
Daca f:[a,b] >R este continua, neidentic nuld si pozitiva (respectiv negativa),
b b
atunci [f(x)dx >0 (respectiv [f(x)dx <0).
H a
8
Exemplu: Daca f:[a,b] >R este continud, diferitd de functia nula i If(x)dx:O,

H
atunci existd x,, x, €[a,b] pentru care f(x,)-f(x,)<0.
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5
Solutie: Presupunem prin reducere la absurd ¢ f(x)>0, Vx [a,b] = If(x)dx >0, ceea
N

)
ce contrazice ipoteza. Analog, daca f(x)<0, Vx & [a,b}= If(x)dx <0.
2
Deci 3x,, x; e[a,b] astfel incat f(x,)<0 sl f(x,)>0 (sau invers)= f(x,)-f(x;) < 0.
* Formula de medie (Cauchy) .
Dacé f,g:[a,b] > R sunt doud functii continue, g(x)20, ¥x €[a,b], atunci 3¢ e fa,b]

astfel incat

b b
Jfe0)-g(xex =(2)- fotxydx.

Tex
Exemplu: Sa se calculeze Iirno _[ Int di.
0 ]

e
Solufie: f(t)=Int, g(t)=1= 38, €(11+x) astfel incat lim {Int d¢ = lim (|n(§) . r|1‘“) =
x-20 § X0
= lim (&, )-(1+ x—1} = lim x - In{&, ) =0, pentru ca In(&,) < (0,In2).
-0 x=0

Remarcd: Pentru cazul particular g:[a,b] > R, g{x)=1
obtinem o formuld de medie mai cunoscuts, scrisd sub for-

b
ma: jf(x)dx =f{¢)-(b—a). Ea are gi o interpretare geo-
: .

metrica (fig. 11.75): daca f este o functie continua si pozi-
1ivé pe [a,b], atunci exista cel putin un punct & <[a,b]

astfel incat subgraficul lui f s aiba aceeasi arie cu drept- N
unghiul de baza (b-a) si inalime f(z). Fig.11.75

e. Metode de integrare
» integrarea prin parti
Dacé f,g:[a,b] » R sunt doua functji derivabile cu derivate continue, atunci:
b b
JF)- 9" (x)dx = £(x)- gL} ~ [0 gldx.
a a
1

1 4 1 1
Exemplu: jx»e"dx: jx~(e")'dx=x.e"’ - jxf e'dx=e- Je"dx =e—e"; =1
o 0 0 0 o

¢ Prima metodd de schimbare de variabild

e 1
Dacé [a,b]>/ >R ( I < R interval) cu:
— @ derivabila pe [a,b], cu @' continu;
— (fo9) 0 integrabila pe [a,b],

b @)
atunci {fle(0)-e'(tldt = | Fox)dx.
a oa)
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Procesul de schimbare a variabilei este la fel ca In cazul integralei nedefinite; in
plus, schimbarea se va aplica gi asupra limitelor de integrare.

=
3o

Exemplu: Calculati j——s'ﬂ(?—dx.
§1+c0s”x

Solutie: Se identifica ¢:[0, %] —[01). ¢(x)=cosx. Functia este derivabila gi
9'(x)=-sinx.

Deci schimbarea de variabila va fi { =cos x = df = —sinx dx. Noile limite de integrare

sunt obtinute astfel:

=01, =¢(0)=cos0=1, Xy =Eot,= 0| &|=cos| Z]=0.
2727 RT3 2

=
! i )
UL S sm>2< XD~ J» dtz’_[ dl2

5 1+60s2x g 1+cos®x FAES el AL s

Remar cd:

[
o mla

:arctg(t)|:) :%: 1= %

a
— daca feste funclie impara = Ii(x)dx =0;
-a

~ dac3 feste functie pard If(x)dx 2. If(x)dx

“a

* A doua metodd de schimbare de variabild

@ f
Daca [¢,d]—{a,b] >R sunt functii cu proprietatile:
- fcontinua pe [a,b)];

3

~ ¢ bijectiva, ¢ si ip" derivabile cu derivate continue §i ¢'(t)=0, vt e[c.d];
o it)
= Jf(x)dx— I () o'(t)dt:
@'(@)
Formal, se ,infocuiesc” x cu ¢{f), dx cu ¢*{(f)dt, iar [imitele ds |ntagrare asibou

o @) s ¢7'(b). )
2
Exemplu: 8a se calculeze I\)az -x%dx, a>0.

-2
Solutie: Consideram ¢: [—% %] —[-aa), ¢{f)=asint. Schimbarea de variabila va fi
. . X L x
x=asinf= sint =—=>1 =arcsln(—).
a a
Pe de alté parte, dx = ¢"(f)df < dx = acost dt. Limitele de integrare:

Xy =—a =t = arcsin [:3] =arcsin(-1)= -L
a 2

. {a . b
=a=t, =arcsin} = | =arcsin{1)=—;
Xy=a=ly |n(a] {1) 3
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x x
z E
= f a? - x*dx = I\Ia —a®sin’t -acostdt = Ia cos?tdt = J‘cha;sﬂ
3
2 "2 b
12 @1 5 ax (=)]. & . ’ na’
=a2»§4t|_?§+-2—-E-sm21|_7£=? E—(—E] +T»[sm(u)—sm(—n)]=T.

f. Aplicatii ale integralei definite
* Calculul fimitefor de giruri
Ne referim la sirurile care reprezinta sume Riemann atagate unor functii integrabile.

Exemplu: Fie girui a, = ﬁ + - 1 5
+ +

1 s "
+...+——. Sase calculeze fim a,.
2n o

ot
1+ = 1+=
n n

Soluie: Scriem sirul sub forma a, =1 . De aici vom con-
n

1+

S | -

strui: F:[0, >R, f(x)= T functie continud,care are primitive §i e integrabila.

B ==, Iim 118, 11=0 si punctele intermediare &, =

il
n

13
o0 (10}~ e -5 ) S B2 31
k=t 1 2

k= +_ n =10 14,5

1 1
= lim a, = lima, (fE)= jf(x)dx = Ide= In(1+x) =In2.
now T A 3 HEX o
* Stabilirea unor egalitati sau inegalitifi

Procedeul se bazeaza pe urmatoarele doua proprietéti: pentru f,g:[a,b] > R inte-
grabile pe {a,b}, avem relatiile:

b b
- daca f=g= [f{xkx= Jotxiax;
i H

b b
— daca f(x)< g(x), vxe[ab]= jf(x)dxs Ig(x}dx,

Exemple:.

yr+1
1. Sasearate cd 2~

1+%C,'. +%C,f st

n+1
Soluffe: Plecsm de la binomul lui Newton (1+ x)" =1+ Clx +C2x2 +...+ CIx".

Consideram: - f:R—->R, f(x)=(1+x)",neN"

gR>R, g(x)=1+Clx+Cix* +...+ CIxX".
Functiile f, g sunt integrabile pe R si, in plus, f(x) = g(x); Vx € R. Deci §i integralele
lor definite pe intervalul [a,b] vor fi egale. Dupa integrare obfinem: i
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g
+1

_Qeby™ -(ra
n+1 !

j’ F(x)dx =

a

b
x? 3

& X
Jotxydx = x| G2 i
H

p?-a p-a pm-amt
=(b-a)+C}- > +C,2,- 3 +..+Cf - FwE

2741 _q

Pentru a=0 si b=1 gasim identitatea:

P
2. Demonstrati ca: e 21+ x+ > + 5 ¥x20,
Solufie: Plecam de la inegalitatea cunoscuta: & =1+x, Vx20.

g:[0m) >R g(x)=e"
fi0w)>R Ffx=1+x
¢

b b
Consideram: } =>f{x}<g(x)= _[l(x)dx < Ig(x)dx.

x? At e,
Pentru a=0, b=t= x+—] sel of+—<e -1,
2 lo 2

Reluam procesul pentru aceastd inegalitate §i o integram pe intervalul [0,x]:

2 3 2 3.
t—+1 £ ~t| 2’+X—se"—1—x@1+x+x—+i—se’.
2 2 3 6 2 6

« Calculuf ariilor unor suprafefe plane

Dacé functiile f,g:[a,b] —» R sunt integrabile si are lo¢ ine-
galitatea f(x)2 g(x), vx e[a,b], atunci multimea:

Tor={M(xy)|a<sx<b g(x)sy <f(x)} are arie (fig. 11. 76) si

b
aria se poate calcuta dupa formula: Ty, = j[f(x)A g(x)]dx.

Fig. 11.76 K
4 Cazuri particulare:
o ! £ = Daca g{x)=0,vx<[a,b)] (deci f(x)>0,Vxelab}), atunci
_m" b
¢ * ariaTy, este egala cu Ii(x)dx (g este portiunea cuprinsd
3 & N
Fig. 11.77 intre graficul functiei £, axa Ox si dreptele de ecuatii x=a §i
x=b cainfigura 11.77); .
¥
« Daca f(x)=0,Vx e[a.b] (deci g{x}<0, ¥x e[a,b]), atunci
ol a b b
W aria Ty =~ [g(x)dx (fig. 11.78).
g a

Fig. 11.78
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Exemple:
1. $4 se calculeze aria suprafetei marginita de gral'cul functiei f gi axa Ox, unde:

f: [0—]—>R f(x)=sin? x.

= =
Soluie: f(x)20, Vxe[—f.l]m aria = j‘sinzxd ?1 002X 4
22 0 4
x
:1)4%—1 lf[ fn2x) dx= S sm2x[ =———(smn sing)=2.
270732 o
2. 84 se calculeze aria mulfimii I'; g, unde f(x)— ~Jx, g(x) = x, x [0.4] (fig. 11.79)

. 1 &z 8 a2

=I(J;+J;)dx=2jx2dx=2v1 =2[—-42]=—.
9 0 —2-+1

Fig. 11.79

3. $4 se calculeze aria multimii T'g, unde:

£1[-V2,2] 5 142 -1 f(x) =1+ 2 x%
g:[-11- 0.1, glx) = Vi- %,
Solutie: incercam si reprezentam graficele celor doua functii {fig. 11.80):
- y=tV2- R e y+i=V2- X o (y+ 1P+ =2 ¥
graficul lui f reprezinta un semicerc din cercu! de centru
(0,-1) siraza J2; A
- y=\/1—x2 4::»}/2=1—x2 @y1+xz=1¢ graficul lui ¢
este un semicerc din cercul de centru (0,0) si raza 1;
— secere aria [, ; pentru portiunea in care f <g.

Fig. 11.80

Cele dou3 grafice se intersecteaza in puncte care au coordonatele solutii ale sistemuiui:

(y+1PexP=2 {2y+1=1 y=0 !
A(-10) $i B(10);-
{y2+x2=1 et y2+x2=1c> x=1" (-10) si B(10)

1 1 1
aria [y = I(J1 X 12 xP)dx = 2{]«/1 —xPdx+ x|:) - sz xzdx:|.
i 0 0
Pentru rezolvarea celor doud integrale se folosesc schimbdrile de variabila
x=sinf,te [0,%} , respectiv x = VZ2sint te [D,g], dupa care obtinem:
=

. .
2 a

arialy, = J‘osztdt+2—2_|l(~/§)zcosztdt=2 —+2- 2[4 ;] 1
[ [
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o Lungimea graficului unei functii
Fie functia f:[a,b] = R derivabild cu derivata continua. Atunci {f) (lungimea repre-
zentarii grafice a [ui f) se calculeaza dupa formula:

»
)= I‘,1+[f'(x)]2dx.
Exemplu: Fie f: [0 2]—>]R £(x)=1- x. Calculati lungimea graficului functiei f.

Solufie: Daci notam y =f(x)= y =¥1-x? o y? + x* =1 (ecuatia cercului de centru

0,0) 3iraza 1. Calculam £(x)= (Vi-x2y = —2X— ==X
{0,0) siraza alculam f{x)=( x°) ﬁ ,_1 =
1

0

11}»[f'(x)]2 =1+ 3 LS dx arcsin )(|D

* Volumul corpurilor de rotatie

Definifie; Pentru f :{a,b] — [0,%), notdm

G ={(xy.2)eR® | Jy? + 22 <f(x),a<x<b}
f corpul de rotaie determinat de functia f sau corpul obtinut
§ prin rotirea subgraficului lui £ In jurut axei Ox (fig. 11. 81).
i Daca f:[a,b] > R este o functie continu3, atunci volu-
mul corpului de rotatie determinat de f se calculeaza
2 dupa formula:
Fig. 11.81

1y
vol (C;) == [f2(x)dx.

Exemp/u fi [0 ]—HR f(x}=cosx.

= =

Solufie: vol (C;) = NIcoszxdx KJ‘chst

+ Aria suprafetelor de rotatie .
Definifie: Pentru f :[a,b] — [0,c), functie continui, multimea:
S ={(xy,2)e R’ |{Jy? +2* = f(x), x e[a,b]}
se numeste suprafafa de rotafie determinatd de f sau suprafata obtinuté prin rotirea

graficului lui fin jurul axei Ox.
Dac3 f este derivabila,cu derivata connnué aria suprafe\el de rotatie se calculeaz

dupa formula: aria(s,)=2nj/(x)-J1+[f'(x)] dx.

Exemplu: f :[O,g] >R, f(x)=cosx.
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x

2 ’
aria(S;)=2n Icosx -1+ sin? x dx. Facem schimbarea de variabild ¢ =sinx,t <[0,1]=
)

=dt=cosxdx; f=sinx=sind=0; A‘2=sinx2=sin(g]=1

dz+jz

;
= aria(S,) = 2an1+( dt—zq'“' dt=2n(IJ1 ‘/1”2 ]

_zn[m(n 1+12), J’t (J1+l2)d!] 2n[|n(1+\/_) 2+t «/1+r2”
1

—2n {1+ €t = 2n[in(1+ ¥2)~In2 + 2| - aria($,)
19

=aria(s,)=n[|n(1+J§)-|n2+Ji],

* Centre de greutate

Fie f,g:[a,b]-» R integrabile. Considerdm
Tor={M(x.y) @< x<b g(x)<y <f(x)} oplaca omogena. Centrul i de greutate este

un punct de coordonate G(}g %) obtinute prin formulele:

1 b
jx[f(x) g(x)]dx 5 f[r20-g00]ax
L. -Ca
X= B Tamm— Ye=—F— -
j[f(x)—g(x)]dx I[f(x)—g(x)]dx
a a
Exemplu: Fie o> 0 i o placa omogena de forma: Y
A={(xy)eR*[0< x <& y? <ax} {porfiunea din plan cuprinsa intre 29
parabola de ecuatie yi= a'x §i dreapta paraleld cu Oy ce taie axa Ox 2 e
in punctul & {fig. 11.82). Pentru calculul centrului de greutate al lui A se
considera functiile £,g:[0,8] — R, definite prin: i
F(x)=—Jax §i g(x)=+/ax. Remarcsm c& f(x)< g(x). Fig. 11.82
Coordonatele centrului de greutate al lui A'sunt: \
s|?
a 2 4
Jx[Vax -~ Ja_x)]dx 2ijdex jx?dx x2 s
a 5 382 3,

ol

3P 5

][JE—(-Ja‘x)]dx ZIJa_xdx szdx iXE 5a2
0

[
lo

e - ox
Ya==t = =7 ° =0.
2{axdx [Vaxdx
Q o

Deci éentrul de greutate se afta pe axa Ox, care este §i axa de simetrie a multimii A.
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12,1, Vectori

a. Definirea notiunilor

Fie #multimea punctelor unui plan.
Definitie: Se numeste directfie a dreptei d multimea formata din dreapta d si toate
dreptele paralele cu d (fig. 12.1).
Definitie: Fie [AB) un segment. Dreapta AB pe care este situat segmentul [AB] se
numegte dreapta suport a segmentulul. Se numeste directie a segmentului [AB],
A =B, directia dreptei AB (fig. 12.2).

/A

Fig. 12.1 Fig. 12.2

Parcurgerea unui segment [AB] se poate face de la A spre B sau de la B spre A.
Definitie: O pereche ordonata (AB), A.Be® se numeste segment orientat sau vector

legat (de A) si se noteaza AB. Punctul A se numeste ongmaa vectorului, iar B este
extremitatea sa (fig. 12.3).
Definitie: Doi vectori legati AB si CD au aceldsi sens dacd au aceeasi direciie, iar

extremitatile 8 si O se afta in acelagi semiplan fatd de dreapta determinata de originile
AsiC (fig. 12.4).

B Al__,8
7
A/ ch D
7
Fig. 12.3 Fig. 12.4

Definifie: Se numeste modulul (lungimea sau norma) vectorului AB, lungimea
segmentuiui [A8].

Notafie: Moduluf se noteaza | AB | sau AB. Pentru vectorul nul AA , avem |TA|= 0.

: Se numegte versor sau vector unitate, vectorul de lungime egala cu 1.

Doi vectori legati AB i CD sunt egali dacd A= Csi B=D,

: Un vector liber este muitimea tuturor vectorilor legati care au aceeasi
directie, acelagi sens gi acelagi modul.

Notatie: Daca AB este un vector legat, atunci AB este vectorul liber care reprezinta

toti vectorii legati, cu aceeasi directie, acelasi sens si acelasi modul cu AB. Multimea
tuturor vectorilor liberi se noteaza cu v.
Definitie: Dol vectori se numesc ortogonall daca au directile perpendiculare. Doi

vectori legati AB, CD se numesc echipolenti dacé au aceeasi directie, acelagi sens

i acelagi modul. Echipolenta se noteazd AB~CD.
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b. Operatii elementare

* Adunarea vectorilor

» Regula paralelogramului

Consideram doi reprezentanti ai vectorilor liberi & §i b (fg 12.5), reprezentanti

care au originea comuna O, Fie A si 8 extremitatile vectorilor a $i b. Construim para-
lelogramul cu laturile neparalele OA si OB gi obtinem punctul C, al patrulea varf al sau
(fig. 12.8). Vectorul liber ¢, ou reprezentantul OC , este suma vectorilor a El b.

ol

—_—

b
Fig. 12,5
= Regula triunghiului
Consideram doi reprezentanti ai vectorilor liberi a §i 5 {fig. 12.7), astfel Incat
extremitatea unuia sa fie originea_celuilalt (A este extremitatea lui a §i originea lui E).
Atunci vectorut suma a+b 1l are ca reprezentant pe OB (fig. 12.8).

o

—

B
Fig. 127 Fig. 12.8

Proprietéi: .
+ -Adunarea vectorilor este asociativa: (a+b)+c=a+(b+c),va,b,ce?.
. Aduﬁarea vectorilor este comutativé: a+b=b+a va, be .
« Vectorul nul 0 _este elementul neutru pentru adunarea vectorilor: R
0+a=a+0,vaecw
« Orice vector ae ¥ are un vector opus notat -a, care are aceeasi directie, sens
opus lui a §i acelagi modul: vae¥,3(-a)e ¥ astfel incat a+(-a)=-a+a=0.

* Scdderea vectorilor

* Regula triunghiului

Se aplicd alegand doi reprezentanti ai. celor doi vectori
care se scad, reprezentanti care au aceeagi origine.
Vectorul diferentd se obtine unind extremitatile celor doi
reprezentanti,

Originea vectorului  difereritd va fi extremi-tatea
vectorului scézator, iar extremitatea vectorului desca-zut va
deveni extremitatea vectorului diferenta (fig. 12.9).
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* Regula paralelograhu/ui
Se aplicd regula pentru adunarea vectorilor a §i —b (fig. 12.10).

5
2, P
@

>

Fig. 12.11

o inmulfirea vectoritor cu un scafar
Pentry ac ¥ siaek, vectorul produs (fig. 12.11) este aa, un vector cu .aceeasi
directie ca a lui ;, acelagi-sens ca-aft lui a daci o>0, dar contrar dacd o <0 §i

modulul egal cu produsuf | o | -|§|. Daca « =0, produsul «-a=0.

Proprietati:
« Inmultirea cu scalari este distributiva fata de adunarea vectorilor

a-(@a+b)=aa+ab VoeR, vabeV;
o Tnmultirea cu scalari este distributiva fata de adunarea scalarilor
(a+B)-a=ca+Pa VapeR vacy,;
« Asociativitatea scalarilor a(3a)=(eB)a, va,Be R, Vae v,
« Elementulneutru 1-a=a-1=3,vae?.

12.2, Translatia

Fie ®multimea punctelor din plan. .
Definifie: O functie { : @ — @ sau o restrictie a unei asemenea Iunc(ii se numeste trans-
formare geometrica.

Definitie: Fie dat vectoru! V=28 in planul ®. Se numeste trans-
latie de vector v (fig. 12.12) functia t;: @ — @, £(M)=M astfel

incat MM'~ 7. Se noteaza cu T multimea translatitor. MM ~ v
Fig. 12.12 daca si numai dacé patrulaterul AMM B este paralelogram (spunem
c& vectorul MM este echipolent cu vectorul v ).
Teoremd:
- Daca tv_"'Z T, atunci [ t?;
tot o transiatie).
— Compunerea transtatiilor este asociativa.
- Compunerea translatiilor este comutativa.
— Existd t;eT astfel incat totz=t,VteT (translatia de vector nul este element

neutru pentru compunerea translatiilor).
- VT, 3t ;T astfel incat fof =t ((ranslatla t_. este opusa trans-

- -
latiei £;).

Cu aceste proprietati, multimea transtatiilor din plan, impreund cu operatia de com-
punere a functiilor formeaza o structura de grup, numit grupu! translatiitor din plan.

iy €T (compunerea a doué translatii este
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Observatie: Dacé v =0, atundi aplicatia f; este aplicaia identics a planului @. In conti-
nuare vom considera t; cu v 0.
Proprietiti :
+ Daca d c Peste o dreaptd, atunci t;(d):d' este tot o dreapta si d'jld.
« Translatia pastreazi coliniaritatea unor puncte si ordinea lor. :
« Translatia pastreaza distantele.
« Translatia pastreaza raportul lungimilor a doud segmente.
« Translatia pastreaza mésura unghiurilor.
+ Translatia pastreaza ariile.
Exemplu: $a se construiasca un trapez isoscel cand se cunosc laturile 1ui.
Soluie: Fie trapezul ABCD cu AB|| CD, AB = a (baza mare), CD = b (baza mic8) si DA = d.
Pentru rezolvare, se vor parcurge urmatoarele etape: )
1. Analizarea problemei: Construim baza {AB]} de lungime a. Pentru constructia
trapezului mai avem nevoie de cunoagterea varfului C sau a lui D. Pentru punctul
A fixat, faptut ca AD = d aratd ca punctul D se aflad pe un cerc de centru A gi
raza d.'Analog, punctul C este i el situat pe un cerc-de centru B i razd BC = b.
Se translateaza acest cerc dupd un vector BB, ~CD,B, e AB. Acest cerc

intersecteaza cercul cu centrul in A in punctele D si Dy, ,candidate” pentru cel
de-al patrulea varf al trapezului.

2. Constructia geometricd (fig. 12.13). Desendm
segmentul [AB], care reprezintd baza mare a
trapezului cautat. Apoi construim cercul de razd
AD. Pe AB se ia segmentul BB,=CD, iar apoi
construim cercul cu centry B, gi de raza BC
care taie cercul de centru A in punctele D si D;.
Prin D'se duce o paralela la AB, pe care se ia d
segmentul [DC] egal cu baza mics. Se unesc Fig. 12.13
punctete C si B, obtindndu-se trapezul ABCD.

3. Justificare: Din faptut cd cercul de centru B, taie cercul de centru A n doud
puncte D si Dy se deduce ¢3 existd doud trapeze ABCD si ABC D, simetrice in
raport cu dreapta AB.

12,3, Simetria

a. Simetria centrala in plan

Fie ® multimea punctelor din plan.
Definifie: Punctele A si A’ din planul & se numesc simetrice in raport cu punctul O
din planul @ daca O este mijlocul segmentului {AAY).

A [} A A Q A
L —— (RN .
Fig. 12.14 Fig. 12.15

Punctul A' se numeste simefricul lui A in raport cu O (fig. 12.14).
Definitie: Se numeste simetrie centrald de centru O In planul ® o funclie s @ —» @

definita prin so(A)= A" astfe! incat AC ~ DA, A e P(fig. 12.15).

Deci, prin simetria de centru O orice punct A din planul @se transforma in simetricul
s3u A', aceasta insemnand ci punctele A, O, A’ sunt coliniare $i A0 = OA’, O e[4AA".
Punctul O se numeste centruf simetriei centrale so,
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Proprietafi ale simetriei centrale:

.

e s e

Dac d este o dreapta din ®care nu contine punctul O, atunci so(d) = d*, unde d"'
este o dreapta din ®, d'|}d. Daca d contine punctut O, atunci se(d) = d.
Simetria pastreaza distantele si marimile unghiuritor,

Doua triunghiuri simetrice in raport cu O sunt congruente.

Simetria pastreaza raportul lungimilor a doua segmente.

Simetria pastraza ariile figurilor geometrice.

b. Simetria axiala in plan
oA Fie @ multimea punctelor unui plan si d o dreapta din plan.
° Definifie: Punctele A si A’ din planul ¢ se numesc simetrice
_—'?_ in raport cu dreapta d daca segmentul [AA"] este perpen-
EA, dicular pe dreapta d i o intersecteaza intr-un punct O, ast-
B

fet incat AQ = OA'". Punctul A' se numeste simetricul punc-
Fig. 12.16 tului A in raport cu dreapta d (fig. 12.16).

Definitie: Se numeste simetrie axiald de axa d o aplicatie
841 @ — @, definitd prin s4(A) =A', unde A, A'c @ astfel incat
d este mediatoarea segmentului [AA].

Observatie: Simetriile Tn raport cu prima bisectoare (y = x),
respectiv cu cea de a doua (y = —x) sunt caracterizate de

ecuatiile: {X =£, {fig. 12.17) respectiv { iar
= y
Fig. 1217 simetriie T raport cu Ox (y = 0), respectiv cu Oy (x = 0)

sunt definite de ecualiile: {X_=X . respectiv, {X B
y=-y y=

Proprietati ale simetriei axiale:

Simetria s, transformé drepte paralele in drepte paralele.

Simetria s4 pastreaza marimile unghiurilor.

Simetria sy pastreaza distantele. -
Simetria s, transforma un triunghi Intr-un triunghi congruent cu cel dat.

Simetria s, péstreaza ariile.

Daca axele de simetrie d; $i d, sunt perpendiculare si d,Nd, ={0}, atunci

So, © Sa, =Sq, °Sq, = So-

¥y
in plan se considera sistemul cartezian de coordonate
xOy si urmatoarele simetrii (fig. 12.18):

s, — simetria centrald faid de originea O;

) M) s, — simetria axiali fata de axa Ox;

Fig. 12.18 s, — simetria axiala fata de axa Oy.

Dac# 1, este transformarea identica a planului, se obtin urmatoarele relatii:

Spo8p="Te1 S o8y =15 Sy 08, =15

$,08)=$°8, =8,; S, 08 =808, =8,; Sy 08, =8, 08, =5

Ele se pot sintetiza Th urmatoarea tabla de operatii:





	[image: image205.png]Transformdri geometrice in plan ) 209

Astfel multimea {15, S, 5,,5,} formeazd cu operatia de compunere a aplicatiilor. un

grup comutativ, numit grupul Kilein.
Exempiu: in interiorul unghiului ascutit <AOB (fig. 12.19) se dau doua puncte C si D.
54 se gaseasca pe semidreapta (OA a unghiului dat un punct E gi pe semidreapta (OB
un punct F astfel incat lungimea liniei frante CEFD s fie minima.

Solutie:

1. Analiza §i constructia geometrica: Pentru a gasi punctele E si F vom construi mai
ntai simetricele punctelor C si D faté de dreptele OA si respectiv OB. Segmentul
[C'D"] intersecteaza semidreptele (OA, (OB in E i respectiv £. Afirmam ca
acestea sunt punctele cautate.

"2, Justificare: Mai intai observam ¢a EC = CE, FD' = FD. Deci
CE + EF + FD = C'E+ EF + FD'=C'D". Dac Ge(OA, He
(OB, G+E sau H=F, sa ardtdm ca n acest caz finia
franta” CGHD. este mai lungé decat CEFD. Intr-adevar
avem CG + GH + HD = C'G + GH + HD' > C'D’ (intr-un
poligon o laturé este strict mai mica decét suma celorlalte.

Fig. 12,18
12.4. Rotatia

I~

T plan distingem dous sensuri pentru rotaia unei semidrepte in  Sens pozitiy
jurul originii safe: sensul pozitiv (sau direct) care corespunde sen-  Sens negativ/
sului invers al migcarii acelor de ceasomic si sensul negativ ca- N
re coincide cu sensul de migcare a acelor unui ceasornic (fig. 12.20). 4
Definifie: Fie O un punct fix n plan si un unghi ofientat «a din o A
acelagi plan @ Se numeste rofafie de centru O §i unghi o B
aplicatia r5 :® — @ definita prin: 04/‘

1$(A)=A’, OA=0A'", <AOA' = «q.

Punctul O se numeste centrul rotatiei; unghiul « se numegte
unghi de rotatie. A' este imaginea lui A prin rotatie {fig. 12.21). ﬁ ‘)
Dacs A= 0, atund 7$(0) = 0, adica O este punct fix pentru 75. o
Daca o =0", atunci rotatia coincide cu transformarea identica.

Daca o =180°, atunci rotatia de centru O este simetria fats de
punctul O. N
Ecuatiile rotatiei de centru O si unghi a (fig. 12.22) sunt:
x'=xcosa~-ysina
{y' =x8ina +ycoso

Fig. 12.22
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Notdm R, mullimea rotatiilor de centru O. Pentru rotatile de centre O are loc
urmatoarea:
Teoremd:
— Dacd 5,187 e Ry, atunci 15" erg? = 152 e R,
— Compunerea rotatiilor este asociativa.
~ Compunerea rotatiilor este comutativa,
- Existd 13 eRgastlel incat rfors =r8,VrdeRy (1§ este element neutru
pentru compunerea rotatiilor de centru O,
~ Pentru 15 e Ry existd 13" € R, astfel incat 1§ or5“ = r3 e R, (orice rotatie S
are o opusa 15" ).
Observatii:
— Multimea de rotatii care au acelasi centru O formeaza impreuna cu operatia de
compunere a aplicatiilor un grup abelian. .
= In general, daca avem doua rotatii de centre diferite, atunci compunerea lor este
fie o translatie, fie o rotatie.
Proprie!
« O rotatie transforma o dreapta tot intr-o dreapta.
« Orice rotatie pastreaza distantele (un segment de dreaptd se transforma prin
rotatie intr-un segment de dreaptd congruent cu cel dat). '
+ Un triunghi ABC se transforma prin rotatie in alt triunghi A'8'C', congruent cu cel
dat.
« Orice rotatie pastreaza masura unghiurilor.
» Orice rotatie pastreaza ariite.

12.5. Omotetia

Fie @ multimea punctetor unui plan si O un punct fix din plan, iar k un numar real
nenul.
Definitie: Se numeste omotetie de centru O si raport k aplicatia hg PP, hg(A) =A"
astfel incat OA -OA. Punctul O se numeste centru de omotetie, iar k raport de
omotetie. Pynctul A’ se numeste omoteticul punctului A in raport cu omotetia de

centru O si raport k (fig. 12.23).
Notém 7, multimea omotetiilor de centru O.

A A [¢) O A A A O A

Fig. 12.23
Teorem4:
~ Daca hf, hl% e H, atunci hl§ o i = b € 96,
— Compunerea omotetiilor pe %, este asociativa.
—~ Compunerea omotetiilor pe #; este comutativa.
— Exista hl « 34, astfel ncht h}  h§ = h, v h < 3, (omotetia de centru O si raport 1
este element neutru pentru compunerea omotetiilor de centru ).

1 1
"~ Pentru hf e exista hE e Hyastiel incat Hf o X = A} (omotetia hY este in-
1
versabild, inversa ei fiind omotetia £ ).
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Proprietati:
« O dreapts care trece prin centrul de omotetie se transforma prin omotetie in ea
inségi.
« O dreapta care nu trece prin centrul de omotetie se transforma prin omotetie intr-o
dreapta paralela cu cea data.
« Segmentul de dreapta care uneste doua puncte date este paralel cu segmentul
care uneste omoteticele lor, iar raportul lor este egal cu raportul de omotetie.

« Omotetia hf duce cercul C(O,r) in cercul G(O',r"y), unde r'y =jk|r.
« Doua poligoane omotetice sunt asemenea.

Exemplu: S3 se demonstreze ¢ intr-un triunghi oarecare, centrul cercului circumscris
triunghiului, centrul de greutate si ortocentrui lui sunt coliniare. Dreapta rezultatd se
numeste dreapta Jui Euler.

Solutie: Fie ABC triunghiul oarecare, H ortocentru) Jui, G centrul™de greutate, iar O
centrul cercului circumscris (fig. 12.24). Vom considera omotetia cu centrul in G si de
raport k=-2. G—A=72-GA‘ (din proprietatea centrului de greutate G), deci transfor-
matul ui A, (mijlocul lui BC) prin aceastd omotetie este punctul A.

. Cum mediatoarea laturii 8C contine punctul A, atunci aceastd dreapta trece prin
omotetie infr-o dreaptd paraleld cu ea insasi.

Punctul A fiind omoteticul lui A, rezultd ca transformata media-toarei trece prin A si
este chiar AA' (unde A' este piciorul perpendicularei din A pe BC).

Punctul O apartine mediatoarei laturii BC, deci trans-
formatul s3u prin omotetie se afla pe AA’. Fie acest
punct H. Procedam analog cu medianele din B si C §i
gasim punctele 4 * si H " ca imagini corespondente prin
aceeast omotetie.

Dar imaginea trebuie s fie un singur punct, aflat pe
fiecare inaltime, prin urmare acest punct nu poate fi
decét ortocentrul H.

Tn concluzie, punctele H, G, O sunt coliniare i, chiar
mai mult, HG = 2 GO.

Fig. 12.24
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13.1. Prisma

Definitii: O dreapta care se deplaseazé in spafiu fara sa-gi schimbe directia, sprijinindu-se
pe linia ce mérgineste un poligon cu n laturi (7 = 3, 4,...), descrie o suprafatd
prismaticd; o dreapta care trece prin varful poligonului se numeste muchie a acestei
- suprafete. Daca se face o sectiune a suprafetei cu un plan paralel cu planul poligonului,
suprafata de sectiune va fi tot un poligon cu n laturi, congruent cu primul. Suprafata
prismatica Tmpreuna cu cele doud poligoane de sectiune marginesc un corp care se
numeste prismia (fig. 13.1). Cele doud poligoane se numesc baze ale prismei, iar
partea din suprafafh prismatica, ce apartine prismel, se numeste suprafati faterald a
acesteia, Linille care unesc doua varfuri corespunzatoare ale bazelor se numesc muchii
laterale ale prismei.

Aria laterala: .4, = suma ariilor fetelor laterale.
Ariatotald: A =4 +24,,

unde: A —aria totald; 4, ~ aria laterald;
. A, — aria unei baze.

Volumul: V=Ai,

unde: A, - aria unei baze;

i - Inaltimea prismei (distanta dintre
cele dous baze).

Definitie: O prisma care are baza un poligon regulat si muchiile perpendlculare pe baze

este regulata

Fig. 13.1

Daca prisma este regulata: A, =%; A =P,
unde: i ~ Tv{élgimea prismei;
a — apotema poligonului regulat de la baza;
P — perimetrul poligonului de ta baza.
N v 2
Relatie util3 in prisma regulata: R* = 2% + [%) =8+ I; ,
unde:  a-apotema poligonului regutat de Ja baza;
| ~ latura poligonului regulat de la baza;
R~ raza cercului circumscris poligonului reguiat de ta baza.
Observatii:
~ In prisma dreapta, muchia m si indltimea { au aceeasi lungime: m =1,
- Prisma se numeste friunghiulara, daca are baza un triunghi, patrufatera, dacé are
baza un patrulater, hexagonald, daca are baza un hexagon.

Exemple:
1. Baza unei prisme este pétrat cu latura a. Una dintre fetele laterale este patrat,
alta este un romb cu un unghi de masura 60°. Sa se afle aria total3 a prismei
(fig. 13.2).
Solutie: ABCD, DCC'D', ABBA, ABCD' sunt pitrate congruente de laturd a, deci:
Apsep = Apceip = Aagap =AA‘B<C.D‘:32. BCC'B' si ADD'A’ sunt romburi congru-
ente, deci Agecp = Appp 4 = AD-ED', unde Ee AD §i D'E L AD.
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. Atunci

In ADD'E avem m(«D)=60° §i m(«F}=90° = D'E=a-sin60° =

A =da? 42,2898 a‘/_ a%(4+43).

Fig. 13.2 Fig. 13.3
2. Tntr-o prism& triunghiular distantele dintre muchiile laterale sunt 3, 4 si 5, iar
lungimea muchiilor laterale este 6. S& se afle aria laterala a prismei (fig. 13.3).

Solufie: Fie planul o astfel incat o1 AA'. Considerdm punctele {L}=anAA',
M}y=anBB', {N}=anCC' = LN,LM MN sunt Indltimi ale fetelor laterale. Deci:
A =Apncre +Acicas + Apgan =6-3+6:4+6.5=72.

13.2. Paralelipipedul dreptunghic
Definitie: Paralelipipedul este o prismé care are toate fetele paralelograme (fig. 13.4).
Paralelipipedul dreptunghic este o prisma care are toate fetele dreptunghiuri.
Aria bazel: A, =a-b.
Avia laterata: A, = 2ac +2bc =2c(a+b).

Ariatotald: 4, =2(ab+bc +ca).
Volumul: v=abc.

Diagonala:  d =+a®+b?+c%. :
Fig. 13.4

Exempiu: Intr-un paralelipiped dreptunghic cu baza pé{rat, diagonalele cu Iungimea’d
fac cu fetele laterale unghiuri cu masura 30°. Sa se calculeze lungimile muchiilor
paralelipipedului gi aria sa (fig. 13.5).

Solutie: Din C'D' L (D'DAA") rezultd c& C'D*' L AD" si . A D
m«C'AD)=30°= ¢ =28 2
2 2
2
AD'=JAC?-C'D? = Jd? _dT =£ Din triunghiul
dreptunghic ADD'(m<«D =90") deducem cé:
2 2 2
0%~ ap_ap? -3 2o a2
724 =z

Atunci: A, = (B'C'+C'D*+ D'A'+A'B')~CC':4%«%:&\5:

2 2
A,=ﬁ,+ZAb=d2\/E+2vdT=d7(2\/5+1)A
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13.3. Cubul .

Definifie: Cubut (fig. 13.6) este o prisma care are toate fetele patrate.
Aria totald: 4, =6a”.
Ariabazel: 4, =a’.

Volumui: v=a’.

Aria laterald: A4, =4a2 .

Diagonala: d=aV3. i
Exemplu: Sa se calculeze sinusul unghiului format de doud dia-

Fig. 13.6 gonale ale unui cub.
Solufie: Diagonalele cubului sunt de lungimi egale §i se mtersecteazé in punctul {0},

centrul de simetrie al cubului (fig. 13.7). Triunghiul OBD este isoscel (OB OD) si 00,

este mediatoare §i_ bisectoare. Deci «BOD, unghiul cdutat, este dublul «BOO,

Pentru rezultatul complet, vom da féra demonstratie formula sinusului pentru unghiul
dublu’: sin2x =2-sinx-cos x.

D

¢ Fie m(«BOD)=u, sina = sin(z-%} = Zsin%-cos%. in

triunghiul 00,8 (00, 1 O;8) deducem c&:

sini=% ﬂ;%—%

13.4. Piramida .

Definitie: O dreapta care trece printr-un punct fix V §i care se sprijina pe linia ce margineste
un poligon cu n laturi (n = 3, 4,...), continut intr-un plan care nu contine punctul V, descrie o
suprafafd piramidald. Semidreptele care trec prin cele 7 varfuri ale poligonului se numesc
muchii ale suprafetei piramidale. Poligonul plan cu n laturi, impreund cu suprafata
piramidala, se numeste piramida (fig. 13.8).
Aria laterald: .4 =suma ariilor fetelor laterale.
Ariatotald: A=A +.4,,
unde: 4 - aria totails;
A — aria laterala;
A, — aria bazei.

Voiumul: V=%A,, i

unde: .4, — aria bazei; / — inaltimea piramidei (distanta dintre varf si baza).
Definitie: O piramida care.are baza un poligon regulat, a c&rei in3ltime este perpendicu-
lard pe baza in centrul ei este regufatd.

Daca piramida este regulatd: A, = —-2; 4 = %p.apv
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unde: a - apotema poligonului regulat de la bazs;
a,— apotema piramidei;
P ~ perimetrul poligonului de la baza.
Retatii utile in piramida regulata:
Din AVOM: (8, ) =&+ /2

Din AVOA: m?=R%+i%

2
Din AVAM: m2=(aﬂ)2+(%] .

2
Din ACAM: R? =a2+[é) .
Observatie: Piramida se numeste triunghiulard, dacid are baza un triunghi,
patrulaterd, daci are baza un patrulater, hexagonald, daca are baza un hexagon.
Exemple:

1. Baza unei piramide este un romb §i inéltimea piramidei trece prin punctul de
intersectie a diagonalelor bazei. Sa se arate ca felele laterale ale piramidei sunt
congruente (fig. 13.9).

Solufie: Fie SABCD piramida cu baza romb. Tindnd seama ca S
baza piramidei este romb putem scrie: AB=B8C =CD = DA.
Din proprietatile rombului rezultd: AO=0C, BO =0D, unde

AC nBD ={0}. Pe de alta parte, AC L 8D, SO L(ABCD)
SO LAC
So.L18D

mea SO este si mediana), avem SA=S8C si SB=SD. Folo- 8
sind cazul al treilea de congruentd a triunghiurilor obtinem: Fig. 13.9

ASBC = ASDC = ASDA = ASBA, adicé fetele laterale ale piramidei sunt congruente.

2. Inaltimea unei piramide triunghiulare regulate este 8 si lungimea muchiei bazei
este 2. Sa se calculeze aria secliunii ce trece printr-0 muchie a bazei $i este
perpendiculard pe muchia laterald opusa.

Solutie: Fie SABC piramida triunghiularg regulata (fig. 13.10)
in care AB=BC=CA=2, iar SO=8 SO L(ABC), unde
O este piciorul perpendicularei din S pe planul (ABC). in
planul de sectiune (ABP)LSC, PeSC, putem scrie:

. Triunghiurile SAC si SBD fiind isoscele (inalfi-

Augp :%AB~PE, unde £ este mijlocul i AB. Tn triunghiut
echilateral ABC, punctul O este atat ortocentru, cat i centru

243

de greutate, i atunci: EC = Ts =43,

Fig. 13.10

oc= %EC = ¥ Tin triunghiul dreptunghic SOC calculsm ipotenuza SC:

5C=y502+0C2 =5C= ’64 +1§2- - % - $4 Observam ci; AECP ~ ASCO

(«<PEC = «CSO, deoarece au laturile perpendiculare SO LEC i EP L SC ), deci:

EP _EC _EP 33 12 . 1 12
EP_EC EF. EP =2 Awnci: ==AB-EP=2.
S67SC T8 TTags O o7 AU A =3 7
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13.5. Tetraedrul

Definitie: Piramida cu baza un triunghi se numeste tefraedru (fig. 13.11). Un tetraedru
care are toate muchiile congruente se numeste tetraedru regulat.

Evident, tetraedrul este un poliedru marginit de 4 fele, toate triunghiuri.

Aria laterald: . 4 — suma ariilor fetelor laterale.

Aria totald: .4, — suma ariilor celor 4 fete.

Volumut: =%A,,*f-
. 2
Daci tetraedrul este regulat: i =%3 Ay = ! ;/5 g
1
4 ,3.&; A=PE Y
Fig. 13.11 4
Observafii:

- O piramid4 triunghiulard regulatd nu este néaparat un tetraedru regulat. Ea are
toate muchiile bazei congruente si toate muchiile laterale congruente, dar nu
este obligatoriu ca muchiile bazei sa fie congruente cu muchiile laterale!

— Tetraedrul regulat are proprietdti asemandtoare cu cele ale triunghiului echilateral.
Astfel:

«  Muchiile tetraedrutui regulat sunt congruente.

+ Fefele tetraedrului regulat sunt congruente, fiind triunghiun echilaterale.

o inaltimile tetraedrului regulat sunt congruente,

« inaltimite tetraedrului regulat sunt concurente; punctul de intersectie al
naltimilor se numegte centrul tetraedrulul.
Acest punct este egal depéartat de varfurile tetraedrului (la trei patrimi din /) si
de fetele lui (o patrime din j).

Exemple:
1. Se considera un tetraedru ABCD, astfel ca AB=AC =a, m(«BAC)=a sisemi-

dreptele [AD, [BD, [CD care formeaza cu planul (ABC) unghiuri congruente de

masurd B. 84 se calculeze distanta de la punctul D la planul (ABC).
Solutie: Fie O piciorul perpendicularei din D pe planul (ABC), deci centrul cercului
cireumseris triunghiului ABC (fig. 13.12). Tn acest caz distanta cautatd este DO, in

triunghiul isoscel ABC (fig. 13.13), AA' este inaltime, deci A'C=asin% si

AA'= acos%, Din relatile sinp=——=-—=—— obtinem BD=AD=CD

AL A’
[o] [e]

Fig. 13.12 - Fig. 13.13 Fig. 13.14
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Cum din DO 1L (ABC), AA',BC c(ABC) si AA'LBC rezulta, conform teoremei celor
trei perpendiculare, c& DA’ L BC, avem ca DA’ este Tndltime intr-un triunghi isoscel.
Atunci ea va fi §i mediand, deci BA'= A'C = AA' este mediana in triunghiul ABC,

adicd O devine centrul de greutate al AABC, prin urmare: AO:%AA', adica

AO:%'DOS(%J' In triunghiut DAA* (fig. 13.14) inéilime este DO si atunci tgﬁz%'

de unde Do=lgB-23—a-cos%= 2a-19p

cos 2
3 2"

2. Sa se calculeze masura unghiului diedru dintre planele determinate de doua fete
ale unwi tetraedru regulat. B

Solufie: In tetraedrul regulat DABC (fig. 13.15) construim inaltimea DH, DH L {ABC),
He(ABC). $tim ¢4 [DA]=[DB]=[DC]. Observém c4 au loc urmatoarele congruente:
ADAH = ADBH = ADCH = [HA] ={HB] = [HC]. Punctut H este, agadar, centrul cercului
circumscris triunghiului echilateral ABC, ortocentrul -si
centrul sdu de greutate. Dacd C' este mijlocul Wi AB;
deoarece DH L(ABC), HC’ L AB, folosind teorema celor

trei perpendiculare rezultd DC'.L AB. Din DC':% i

1.af3
2

HC':%CC':E ——, putern calcula vaioarea unei functii

trigonomelrice asociate masurii unghiului diedru determinat

de doud fete: cos<DC'H =ﬁ_€=l_ Fig-13.15
' DC' 3
3. Sa se demonstreze ¢a semiplanul bisector al unui unghi diedru intr-un tetraedru
mparte muchia opusa in segmente proportionale cu ariile fetelor alaturate {fig. 13.16).
Solutie: Planul bisectar ( ABA') imparte tetraedrut ABCD Tn doua tetraedre ABCA' si
ABDA'. Proiectdm B pe planul (ACD). Notam h, distanta de la B la planul (ACD).

Notim i, = d(A,CD). Calculdm;

Vasea _ 1 3 M- Auca _ Aucar

12 i-AC AC
PRl s A
Vesoar 3 1 Py Apon  Agow 2 1 i AD AD A
1
_'d1"AABC
Vasoa ?—_:M. unde d, este distanta de la
VABDA' §'d1"AABD 'AASD D

punctul A’ la planele (ABC) si (ABD) (pentru c& A' apartine B4

planului bisector, aceste distante sunt egale). Din cele doua T
" . L A'C - Apse

rapoarte obtinem egalitatea ceruta: D" E. Fig. 13.16
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13.6. Trunchiul de piramida

Trunchiul de piramida se obtine prin sectionarea unei piramide cu un plan paralel cu
baza (fig. 13.17). Existd urmétoarele proportionalitati:

s (1] - (-2 (8 (&) - (5%
(1] (@) -] T

Avria laterald: .4 = suma ariilor fefelor laterale.
Ariatotald: A=A+ A+ A,

Volumul: v=§(A5 Ay + A Ay ).

Dacé piramida din care provine trunchiul este regulata, sunt

puse in evidenta urmatoarele egalitti: .
B Pea. ,  (RAR)-8

A=t g Bty Brhle

Relatii utile in trunchiul de piramida regulata:

2
Fig. 1317 n AOAM:RZ=aG2+(%) in AOTA'M':
oL A

2
a2 L]
ay +(2 .
Tn trapezul O'OAA'(fig. 13.18)  m?=i?+(R-r).
Tn trapezul ©'OMM' (fig. 13.19): (8,)* = i® + (a5 - &,)%.

N 2
In trapezul M'MAA'(fig. 13.17): m2=(a,)2+(L2_I J . unde
o) A" A au fost folosite notatiille:
. a;, 8, — apotemele bazelor;
Fig. 13.18

A, A, — ariile bazelor;

P;, Py — perimetrele bazelor;

r, R —razele cercurilor circumscrise bazelor;

I, L — aturile bazelor;

m — muchia trunchiului;

h, H - Tnaltimea piramidei mici, respectiv a celei mari;
a, — apotema trunchiului;

Fig. 13.19 a, — apotema piramidei.

13.7. Cilindrul circular drept

x Definitie: Un cilindru circular drept {fig. 13.20) este cor-
i pul rezultat prin rotatia unei suprafete dreptunghiulare
g 6 in jurul unei drepte ce contine o latura a dreptunghiului.

i Aria laterald: 4 = 2nRG.

Aria totala; A =27R(G+R).

Volumul: SV =nRE.

Fig. 13.20
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in figura 13.20 este prezentat un cilindru desfagurat sub forma unui dreptunghi in
care lunigimea este 2zR , iar latimea, G.
Exemple: Y
1. Sectiunea axiald a unui cilindru este un patrat de arie 4 . w 4 P
82 se afle volumul cilindrului.
Solutie: Fie I latura patratului de sectiune {fig. 13.21). Atunci / = AA* §i
1= 2R, unde R este raza cercului baza pentru cilindru. Cum /% = A,

J4 j 7,,.R2./=$‘,L

avem /=+/A siatunci R:—Z—. deci: V=

Fig. 13.21

2. Inaltimea unui cilindru circular drept este-8, iar raza 5. La ce distanta de axa
cilindrului trebuie dus un plan paralel cu aceasta astfel incat sectiunea obtinuta
s fie patrat?

- I3

Solufie: Fie MN L OA, M\N e C(O,R) (fig. 13.22) si PQLO'A", A% [ Y:4
P.QeC(O"R). Notdm {E}=MNNAO s§i {F}=PQnA'Q" . T
rezultd FE ) O'O. Considerand MNPQ pétrat, distanta cautatd
este OF. Cum /=00'=EF = MQ=MN =8, avem ME=4 §i
R=0M=>5. Aplicand teorema fui Pitagora n triunghiul >

dreptunghic MEO se obtine: EO = YMO? - ME? = /52 ~4% = 3. Fig. 13.22

3. ‘Dintr-un trunchi de arbore lung de & m, de form4 cilindricd, avand lungimea
cercului de bazd 125,6 cm, se ciopleste o grinda cu sectiunea patrata. Sé s6
caiculeze masa acestei gnnzr stiind ¢4 densitatea lemnului este 0,8 kg/dm?®.

Solutie: Notdm cu m masa grinzii si folosim formula
m=p-V, unde p este densitatea lemnului, iar V
volumut grinzii (fig. 13.23). Stiind lungimea cercului
de sectiune, aflim raza acestuia: 27R=125,6

SR= 12:'3 - % ~20cm.  Lungimea grinzi
este /=6m=600cm. Pe de alta parte, sectiunea Fig. 13.23

este un patrat cu latura A8 = RVZ, deci AB=202 si atunci
V=AB?./=800-600 cm® = 480 dm®. Deci m=480-0,8 kg = 384 kg (aproximativ).

13.8. Conul circular drept

Definitie: Un cpn circular drept (fig. 13.24) este corpul
rezultat prin rotirea unei suprafete triunghiulare dreptun-
ghice n jurul unei axe care contine o cateta. Ipotenuza
rotitd se numeste generatoare a conului.

Aria laterald: 4 = nRG.

Aria totala: A =nR(G+R).

Volumul: V= "‘; /

Relatie utila: G2 =R?+/%,
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Exemple:

1. Un con circular drept are generatoarea egald cu 13 gi raza cu 5. Sa se calculeze
aria sectiunii determinata de varful conului si o coarda din cercul de la bazé, egald

ou Ia(ura unui

Fig. 13.25

2. Se considera

hexagon regulat inscris in acel cerc.

Solutie: Fie CD coarda determinata pe baza de sectiunea unui con
(fig. 13.25). Cum latura hexagonului regulat inscris in cerc este
egala cu raza cercului, rezultd ¢cd CD =5.

Se poate calcula aria sectiunii VCD, care este un tnunghl isoscel,

cu formula lui Heron; unde p = 5_+_1Z_+_1.§ - %

Avco =

un con circular drept care se desfagoara dupa un sector de 120°

cu raza 9. Se cer raza conului, inéltimea, volumul gi aria laterala.
Solutie: Notam cu R raza sectorului de cerc obtinut prin desfagurare si cu r raza bazei

conului {fig. 13.26). Avem relatia: A core = Acon-

v
- A0 (-3
Fig. 13.26

A _rR° 797 120° 8t
oo T T360° - 360° 3
An=nrG=nrR=9ra=27n=9rn=r=3.
AVOB:VO? =97 -32=81-9=725 VO =h =72 = 62.
nrah ”'9'36‘&:18\@7:.

=27m;

Volumul conului este: V =

13.9. Trunchiul de con circular drept

Fig. 13.27

Definitie: O parte dintr-un con mérginita de baza Iui gi de o
secfiune in con printr-un plan paralel cu planul bazei se
numesgte trunchi de con circular drept (fig. 13.27).

Aria lateralé: 4 =nG(R+r).

Ariatotald: A, = =R?+mr + nG(R +1).
Volumul: \}:%’(R2 +r% +Rr).

Relatie utild in trunchiut de con circular drept:
din AAAALGE =(R-r + .

Deoarece trunchiul de con circular drept se obfine prin sectionarea unui con circular
drept cu un plan paralel cu baza, exists urmatoarele proportionalitati:

Veonmic

-

Voonmare

A tateratt aconuiu mic _

A\aleralﬂ aconului mare
Exemple:

i)l(ﬂ]a» ' &M{LJZ(&JZ:GT
G H Abszaiconutsimare A <} H

Atosaconaimic _ m(g+r). 1 g+r

g
aRG

Agtaisaconuimare TRG+R) R G+R’

x|~
®Ja

1. Intr-un con circular drept cu raza R = 5 i inaltimea / = 12 se face o sectiune

paraleld cu

baza, avand aria egald cu 4n. S3 se calculeze aria laterald si

volumul trunchiului de. con format.
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- Avssiooime (I} .
Solufie: Conform formulei w:(’—) ,unde I este dis-
bazeiconului mare

tanta de la varful conulul fa planul sectiunii §| {este |nél(|mea conu-

Hui (fig. 13.28), rezuitd 2—5;= 1/22 , deci I'=? inlfimea trunchiu-

lui de con este h=/-1', deci h= % Cum Ay qzeiconuui mic = 47

Fig. 13.28

=r=2, deci:
Vr= 1;"( +r? +Rr)=—(25 +4+ 10)—?n 83,67,
Aria laterald a trunchiului este A =ng(R+r); dar g ~(R»r)2‘+h2, de unde
2 1296 _ 1521 39 77273

g :9+F_E: =—§|aiunC|A,—— 5

2. Razele bazelor unui \runchl de con sunt R §i r; iar generatoarea formeaza cu pla-
nul bazei un unghi o =45°. $3 se afle aria laterald si volumul trunchiuiui de con.
Solufie: Conform reprezentdrii din figura 13.20, triunghiurile VOA si VO'A' sunt
dreptunghice isoscele, deci: VO = R; VO'=r si atunci 00'=VO-VO'=R~r. Cum
VA? = 2R? = VA = RVZ; analog, VA =21 = VA'=r+2.
Asadar g =VA-VA"=(R~rW2 §i 4 =ng(R+r)=(R? - rPW2m;

2 2 3
V= nsh( et epry BB e e R RO

=54,6n.

Fig. 13.29 Fig. 13.30

3. Un cog de fabrica are forma unui trunchi de con cu A = 10 cm, lungimile
cercurilor exterioare ale bazelor 3,14 m, respectiv 1,57 m i grosimea zidului de
18 cm. 83 se calculeze volumul cogului.
Solufie: Calouldm intdi razele celor doua baze ale trunchiului de con (fig. 13.30):
2nRy =n= R, =0,5m, cu aproximarea 3,14 = ;

208, = £ R, ~0.26m, cu 167=2. Atunci :%(Rf R +RR,)-
—g—h[(RpOAB)Z+(R2—0,18)2+(R‘70.18)(R2»O,18)]=

=1'1[0,36R‘ ~3-(0.18) +0.36R, + 048(R, + Rz)] =

_——[-3 (0.18) +0, 54(R‘#Rz)]_m[s(R‘+R2)—3-0,18]=

=0,18nh(R, + R, - 0,18) = 1,87(0,5+0,25-0,18) = 187 0,57 =1,026xm®.
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13.10. Sfera. Calota sfericd. Zona sferica
Definifii: Se numegte sferd locul geometric al punctelor din spatiu care se afla la
aceeasi distantd (numita raza) de un punct fix (numit centrul sferei) (fig. 13.31).

Intersectia sferei cu un plan poate fi:

— multime vida (planul este exterior sferet);

— un punct (planul este tangent sferei);

— un cerc (planul este secant); In plus, daca planul trece prin centrul sferei, cercul
de intersectie se numegte cerc mare (diametru). Celelalte cercuri de intersectie
sunt cercuri mici.

/

a, Sfera
ﬂ Avria sferei: A=47R%

4 Definitie: O sferd Tmpreuna cu interiorul sdu se numeste bild sau

Fig. 13.31 corp sferic.

Definitii: Suprafata de pe sferd marginitd de un cerc se numeste calota sferica (fig. 13.32).
Suprafata de pe sferd marginita de doud cercuri paralele de pe sfera se numeste zond
sfericd (fig. 13.33).

T b. Calota sferici
-t Arla laterald: 4 = 2nRh.

3
Volumul bilei: V= 22

, unde R este raza sferei.

Volumul: v:%wﬂ(sre-h),
unde R - raza sferei din care face parte calota sferica;
— naltimea calotei sferice.

¢. Zona sferici
¥ Aria laterala: 4 =2zRh.

Volumul:  v= %nh(arf +32 4 1%),

unde R - raza sferei din care face parte zona sferica;
- inéltimea zonei sferice.

Fig. 13.33

Exemple:
1. Sé se afie raza unei sfere, stiind ca aria sa i volumul s&u se exprimé prin acelagi numér,
Soiutie: Exprimdm relafia de egalitate dintre aria si volumul sferei gi obtinem:

4R =R 15eR? C4nR®. Cum R =05 R =3,

2. O zona sferica are razele bazelor de 15 i 8, iar raza sferei este de 17. S& se
afle aria zonei sferice.

Solutie:

a) cazulk O [QQ], QQ'<QO (fig. 13.34).
Cum QQ' L AB, din AQ'OB', cu m(«Q")=90°, obtinem 0Q? = 0B?-Q'B"?; de aici
=0Q? =289 225 = 0Q'=8. Pe de alta parte, din AQOB cu m(<Q)=90°, avem
Q0*=0B?-B8Q% Q0*=225-Q0=15. Aunci Q'Q=0Q-0Q'=15-8=7 si
Ayongt = 27Rh = 2117 -7 = 238m.
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b) cazul I 0e[QQY (fig.- 13.35). Din 0Q'=8 s QO=15 avem ca
Q'Q=0Q"+0Q=15+8 =23, deci Ay = 28RN =782

Fig. 13.34 Fig. 13.35
3. Un triunghi dreptunghic cu catetete b 'si ¢ si ipotenuza a se roteste in jurdl
ipotenuzei si al celor doua catete. Dacd 4,15, Y81 Ay, Ay, A; sunt volumele,
respectiv ariile laterale-ale celor trei corpuri formate, sa se arate ca:
1 by Aoyt e
v 44T 4
Solufie: Aflam intai indttimea corespunzatoare ipotenuzei (fig. 13.36), folosind exprima-

rea ariei in doud feluri: ,AAEC = ABéAC = AoéBC

2 2
celor doua catete pe ipotenuzd: OC =vb%-A0? = \/57 ¢ = %; OB:%. Acum

evaludm cele trei volume, precum i ariile laterale ale corpurilor formate:

= A0= c—;. Aftdam apoi proiectiile

Fig. 13.36 Fig. 13.37
- AO - AQ? prc? o mb?.c?
Y=Vaas+Vaac = BO+0C, BC=mn- ‘as= ;
1= Vaast arac (BO+0C)= 3 s 3 3a

Ay = Apgge + Apopr =7 AO-AB+ - AO- AC = - AO (AB+AC)_ﬁ(b+c),

TAC?-AB nb -c

W =Vge = —= (fig. 13.37); A, —Acgc, =nAC BC=nb-a. Analog,
Y= nbc 1 . Ay =nca. Nu ne mai ramane decat sa verificam relatiile cerute:

1 1 __9 9 _9(c*+bY)  ea® 1.

E*?‘ JETE N T S Sl PX O Rl PR v

ﬁ‘l=@=£:ﬁ=_ Ay + Ay = mba + noa = nalb + ¢);

Ay mca ¢ Ay,
2 2 2
b+ ¢ _a _ malb+e) =ﬁ+ﬁ=A2+A3_

P =
b~ be  bc nbc(b o) A A A
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14.1. Reper cartezian pe dreaptd
Definitie: O dreapta d se numeste axd a numerelor daca pe ea au fost fixate un punct O, numit
origine, un sens pozitiv de masurd a lungimii segmentelor si o unitate de masura. in punctul de
origine se considera un versor i {un vector cu sensul dat de cel stabilit pe dreapta si de lungi-
me 1), numit vector unitate. Cuplul (0,7) se numegte reper pe dreapta d (fig. 14.1).

o M) O Ma)
+ el el
Fig. 14.1 Fig. 14.2

Putem identifica multimea R cu dreapta d in sensul ¢cd vacR, IAMed astfel
incat |OM|[=|a|. M(a) se numeste abscisa lui M pe axa d.

Proprietti:
« [OM(a}|=]a|=| OM(-a)| (lungimi de segmente - fig. 14.2).

+ OM(a) are acelasi sens cu 7, daca a > 0 si sens opus dacs a < 0.
o M(x)=M(x;) & Xy =X M(@)=0ea=0.
oV MO, M(Xg) & 0 = MOGM(x2) =] X = 4

+ Dacd M{a) este mijlocul segmentului [M{x,JM(x,)] = a =—’51';—x2.

« VaeR=|OM(ax)=lax [=lal 1 x].
« YM(a)ed, M(x)ed, definim simetricul fata de M(a): M(x,) = simyqM(x} =
< Mx M@Y= MxM(@)] (fa-x la-x;|)

x1+_kx2 (impartirea segmen-

o Dacs MUOM = k-MM(%) (k e BV {=T) = xyy = 21 —
tului M(x )M(x2) dupd un raport dat ).

14.2. Planul

a. Reper cartezian in plan

* Coordonate
Definitie: Tntr-un plan @ se considera doua drepte perpendiculare d; §i d, (intersectate
n punctul O) §i organizate ca axe d; = (O,f), dy= (0.)). Se numeste reper cartezian in
planul @ cuplul de axe d,,d, care se noteaza (0,7, ).

Cele doud axe impart planul in 4 unghiuri drepte ale céror interioare se numesc
cadrane si sunt numerotate 1, II, 1il, IV in sens trigonometric. Punctul O se numeste
originea reperului, iar axcle se numesc axe de coordonate: d, = Ox (axa absci-

selor), d, =0y (axa ordonatelor). Vectorii 7,j formeaza o baza ortonormata.
s Coordonate vectoriale: un punct M din plan va avea asociat vectoruf de pozitie
OM=xTi+y j=OM,+ OM,, unde OM,,OM, reprezinta componentele vectorului

OM retativia 7 i j {OM, = x-i~ proiectia vectorului OM pe axa Ox;
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oM, =y j- ‘proiectia vectorului OM pe axa Oy — fig. 14.3). De asemenea, se mai
pot folosi scrierile 7, = OM =(x,y).
Exemplu: M(3,4) are vectorul de pozitie 7, =(3,4) = 37 +4].
Proprietati:
+ Egalitatea a doi vectori: E =()<1,y‘);ﬁ2 =(X2,¥2)
TM:EQX1:XZ $t y1=ya

« Suma a doi vectori: 7y, +7y, = (X;+ X, Y1+ ¥5).

« Tnmultirea cu un scalar: w7y = a-(x,y) = (ox,ay),Va eR. Fig. 14.3
+ Dact My(x,y1) §i My(x.,) @ atunci MM, =y, =1y, = (3 = X0 ¥2 = ¥1).
«  Modulul vectorutui a: |E|:\ x? +y2.

+ Modulul vectorutui MMy : [ My | = (xp — ) +(yy — y1)2.

Definitie: Doi vectori u si v se numesc colinfari daci 3ac R a.l.

a-v; doi vectori

u §i v se numesc necoliniari daca din ot +$-v =0, rezultd a =p=0.
Proprietati:
+ Punctele AB,Ce® suntcoliniare, daca AB, AC sunt vectori coliniari.
+ Dreptele AB,CD < @ sunt paralele, daca AB, CD sunt vectori coliniari.

Definifie: Dacad & s v sunt doi vectorl in plan, definim produsuf lor scalar

-~ hof _ - - - -
<uy>=u-v=lu|-|v]-cosp, unde |u| reprezintd modulul vectorului u, iar ¢ este
unghiul format de directiile vectorilor & §i v (g € [0,7)). In particular, avem [ u =V -7 (mo-
dulul sau norma vectorului fl). Doi vectori se numesc perpendiculari daca @-v=0.
Observafie: in scrierea analitica avem & = (8, by), V = (8, by) = U -V = 2,-2, + by - by.
Exemple: .

1. Se considera vectorii v = 27 + 3] $i w=5i+ 3]’, Produsul lor scalar va fi

=2.54+3.3=19.
27 +3]. Sa se scrie expresia unui vector perpen-

v

2. Se considera vectorul ¥
dicular pe el.
Solutie: Fie w=ai+bj un vector perpendicular pe v. Atunci are loc relafia
23+3b=0. Daca se alege b=2 seobtine a=-3. Deci W =-37+2].
Identificam acum @ =R xR in sensul c3 V(x,y)e R, WM P astfel incat M = M(x,y).

- » Coordonate carteziene: M(x,y) (fig. 14.4):
X = abscisa lui M (M(x) pe Ox);
y = ordonata lui M ( M(y) pe Oy).

= Coordonate polare: M(r,¢):

r={OM[= X2+ y? (modulul). Fig. 14.4
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Dacs x=0, tgo = % == arctg(%] +km, ke e {0,1,2) (argumentul redus); pentru k = 0,
M e In primul cadran, pentru k = 1, Tn al doilea sau al treilea, iar pentru k = 2, in al patrulea.
Dacé x=0=0¢= %
Exemplu: Se considerd M(2,-2) in coordonate carteziene. Scrierea in coordonate
polare se reduce la calculul modulului r = 22+ (—2)2 =J8=2J2 i al argumentului

redus ¢ = arctg[%) +2r= ,% +2n= —725 {punctul M se afla in cadranul IV al planului).

b. Distante
Fie punctele M(x;, 1), Ma(Xz.,).

« Distanta dintre doud puncte: | MM, | = (X, — X, )2 +{y2- y1)2 (fig. 14.5).
Y.

?z
By
e\ My
I
e} x
Fig. 145 Fig. 14.6
o Mijlocul segmentului: M(a,B) unde u:%, [$=y1;2yZ (fig. 14.8).

o Punctul care imparte un segment intr-un raport dat:

Py R v s 1 =k
My, MM = k- MR, (1) = OM = ——OM, + ——OM,.
MeMM, M KR A= O O

Daca M(oBy=a ="K, 5 Yi+K2 (54 147 148 14.9).
1+k 1+k

M, M, M

M

0 ke(-1,0) ke(-o,-1)
Fig. 14.7' Fig.14.8 Fig. 14.9

Exemplu: Se considera punctele A(11) si B(3,3). S& se calculeze lungimea segmen-

tului AB, coordonatele mijlocului segmentului i ale punetului care imparte segmentul in
raportul 2/1.

Solufie: |AB|= ‘] 3—1)Z +(3~1)2 =8 =22, Daca M{a.B) este mijlocul segmentului

AB, atunci a=p= % =2= M(2,2). Considerand N(y,¢) coordonatele punctului care

imparte segmentul, se obtine ¢ =7y =% = :—Z-, deci N(%%J
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c. Simetrii
+ Simetricul unui punct fatd de un punct dat M(c.3)

M, este simetricul lui M, fatd de M, daca M este mijlocul segmentului M, M, :

%X—Z =Xy =20—X
=
pdittecy, -2y,
* Simetricele unui punct fatd de axele de coordonate

Pentru M(a.p) se definesc simetricele (fig. 14.10):

~ fafé de axa Ox: M(a,—B):

— fatd de axa Oy: My(-a,B);

- fala de originea O: M(~a,~B).

Fig. 14.10

« Centre de greutate -
Pentru o placd omogend de forma unui poligon convex, cu varfurile
M (X, Y k= 1n, centrul de greutate G{o,B) are coordonatele:
P PEIEICENEI 7Y
v n ' n .
Exemplu: Se considera punctul M(2,1). Sa se gaseasca simetricete punctului A(2,3)
fatd de punctul M, fatd de originea sistemului de coordonate i fata de axe.
Solufie: Ayayby)=SimyA=a=2-2-2=2b,=2-1-3=-1= A(2,-1),
Ayl by) = simg, A= 8y =2,by = =3 = Ay(2,-3).
Agl@g. ba) = Simg, A => g =2, by =3=> A(-23).
Ay(84,0,) = SIMoA = 8, = =2, b, = -3 => A,(-2,-3).

d. Dreapta in plan
+ Ecuafia generald carteziand d:ax + by +¢=0, abceR, a2 +b?>0.

~ Pentru a=O,b=0=>by+c=0=»y=—§@y=u,ae]k.

Deci, dreapta d:y =« este orizontald in plan, iar pentru a =0
se obtine ecuatia axei Ox {fig. 14.11).

~ Pentru a:O.b=0:>ax+c=0:x=—£@x=[3,;3s]k.
a

Deci, dreapta d: x =P este verticaldin plan gi pentru p=0 se Fig. 14.11
obline ecuatia axei Oy. . .
— Pentru a=0,bz0=ax+by+c=0cy=mx+n mneR,m=0.
Deci, dreapta y = mx +n este o oblica Tn plan:
v n=0= dreapta trece prin origing = y = mx;
v n=0m=1=y ecuatia primei bisectoare;
v n=0,m=-1=y=-x: ecuatia celei de-a doua bisectoare. .
Observatie: coordonatele punctului My(x,,y,) care apartine dreptei d verifica ecuatia
dat3 pentru dreapta d.
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Exemple:
1. 84 se verifice daca punctul A(3,1) apartine dreptei de ecuatie: 2x -3y ~3=0.

Solufie: x4 =3,yy=1=2-3-3-1-3=6-6=0=>Aed.
2. Punctul A cu abscisa —1 se afld pe dreapta x - 2y +3 = 0. Aflati ordonata lui.

Solutie: Coordonatele Iui A verifics ecuatia dreptei, deci:
Xp—2)a+3=0&-1-2y,+3=0=>y,=1.

« Panta unei drepte
Considerdm o = <(0x,,d) {unghiul format de semiaxa pozitivd Ox i dreapta d).
v Dacd a=0d||Ox sau d =0x < d dreapta orizontala.

v Dacd o =%a d||Oy sau d =0y < ddreéplé verticald.
v Dacs ae(0,n)\ {%} < d dreapta oblica. Tn acest caz, m =tga si
- daci m=tgae(0m)=ae (o.g) (fig. 14.12);

— dach m=tgo € (—»,0)= as(g.n) (fig. 14.13).

Observatie: dacd Mi(x,, y,), My(X,, y,). sunt doud puncte din plan cu x, # X,, panta

dreptei MM, este: myy, = i 2 _i 1. Dacs x, = x,, dreapta M, M, este vertical.
2T

d J

o X (9

Fig. 14.12 : Fig. 1413

Exemplu: Determinati panta dreptei ce trece prin punctele A(-2,3) si B(1,5).
- Yo—Ya_ 5-3 _2

Solutie: myg = = =
A g X, 1-(2) 3

* Dreapta determinati de doud puncte distincte

Fie My(x1,y1), Ma(x,,y,) doua puncte distincte in plan.
¥ Daca x, = x, = d = MM, este o dreapta verticald cu ecuatia d: x = x;;
v Dacé y, =y, = d =MM, este o dreapt3 orizontald cu ecuatia d:y =y,
v Dacd x = x, $i yy#y,=>d=MM, este o dreaptd oblica avand panta

Yi=¥e 4 _
. (x—x).

Tl 700 i o - -
data de myy, = r"z siecuatia d:y -y, =
Exemplu: Pentru punctele din exemplul anterior, gasiti ecuatia dreptei care le contine.

3_51~(x—(—2))@yA3=%§-(x+2)wy—3=§(x+2).

Solufie: y~3=
olutie: y -
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* Intersectia a doud drepte in plan
Fie dreptele date prin ecuatile d,:ax+by+¢,=0 §i dy:ax+by+c,=0.
Intersectia lor este un punct ale c&rui coordonate reprezinta solutia sistemului format cu
ax+by+c =0

ecuatiile celor doud drepte: (S| .
! plet (S) {a2x+b2y+cz=0

s : Drepte concurente in plan

b
) dy = My} < (S) sistem compalibil determinat o 2+ 2 o [% 2o,
a, by |& b

s Drepte paralele

d,Nd; = <> (S) sistem incompatibil < & b PPN My, =my, (doué‘drepté sunt.

& b G
paralele daca gi numai dacd au pantele egale);
£
0= rang(S)=15 |7 “[20= rang(s%)=2 (unde S° este matricea ex-
2 by @2 G
tinsa asociata sistemului).
« Drepte identice
diNd,=d,=d, < (S) sistem compatibil nedeterminat ?=ﬂ=% {doua drepte
2 2
coincid daca si numai daca au coeficientii proportionali);
2 b _[a & e
= =0 < rang(S) =rang(S°)=1.
or ]y o]0 renG(S) =rang(S?)

= Drepte perpendiculare
dy Ld; <> aa, + b, =0 < my -my =-1 (doud drepte sunt perpendiculare dacd si
numai daca produsul pantelor for este —1).
« Unghiul a doud drepte
a3, + bb,

cos<(dydy) = -
a2 + b2 a2 + b} l

unde v, =(a,,b;), v; = (a,,b,) sunt vectorii directori ai dreptelor d,, d.
Dacé dreptele sunt date sub forma di:y=mx+n, dy:y=myx+n, atunci

tga(dyd,)= =M

g(dy.0) ——

Exemplu: Se considera dreptele y = x si y =-x. S& se gaseascd punctul de intersec-

{ie si unghiul dintre ele. "

Solufie: Fie M(a,b) punctul de intersectie, deci a si b sunt solutii ale sistemului

{;i}}:zo:a=b=0. Unghiul ¢ format de cele doua drepte este calculat dupa

(=1)-1+1.1 .

formula: cosg = =0a¢=£. De aici se deduce ca cele doua
Jens e R 2

drepte sunt perpendiculare.
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« Forme ale ecuatiei unei drepte

« Ecuafia generals carteziand d:ax+by +¢=0, ab,ceR,a’+b%>0.

s Ecuaia explicits a oblicei d:y=mx+n, mneR, m=0.

« Ecuatia oblicei prin taieturi: d : —:~+ % ~1=0, unde A(a,0) §i B(0,b) sunt puncte-

le de intersectie cu axele (taieturile).
Pornind de la aceasta ecuatie pot fi gasite ecuatiile dreptelor simetrice fatd de axele
de coordonate i fata de origine (fig. 14.14):

. X
dy = simg,d = dy :;+_Lb

Fig. 14.14 Se observa ca d]|d, si d,||d,.

»  Ecuafia unei drepte care trece printr-un punct dat si de panta dats
Fie punctul My(xo, ¥o). Atunci (fig. 14.16):
v existd §i este unica dreapta verticald care trece prin el, cu

Y ecuatia d : X =X,
vy / v existd $i este unica dreapta orizontal3 care trece prini el, cu
M, ecuatia dp 1y = ¥p;
v existd o infinitate de drepte oblice care trec prin el, dar
pentru a scrie ecuatia uneia mai este necesar si unghiul

3 X
ol 74, P format cu orizontala: « = «(Ox,,d), « e(0,n)\ {%}

Fig. 14.15

Dacd m=tga=d,:¥-ys=m(x-x).

s Ecuatia dreptei ce trece prin doué puncte distincte
Fie punctele M,(x;, y,), My(X,, y,). Atunci ecuatia dreptei M; M, este:

v y—y‘=i§_
x y 1
Yo% oy, 1[=0.
X y2 17

= Ecuafii ale dreptei determinatd de un punct i un vector director
Fie punctul My(x,, y,) (avénd deci vectorul de pozitie E,(xo, ¥o)) §i vectorul v}(a.b).

Atunci dreapta d care trece prin M, si are directia dat de vectorul v va avea:

~ ecualia vectoriala: F =7, +av, Ya e R, unde 7 este vectorul de pozitie

al unui punct carecare de pe d gi 70 este vectorul de pozitie al lui My;

" . X=X, +aa
— ecuatiile parametrice: {.

ek
yeyorab S
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" X=X, _
— ecuatia carteziand: ——2 = MA
a

b
= Ecualii ale dreptei determinata de doud puncte

Fie punctele M(xy, ¥1), My(X,, ¥,) cu vectorii de pozitie 7, respectiv- 7,. Dreapta
care trece prin cefe doua puncte are: )
— ecuatia vectoriald: 7 =7, +a(f 1), Ya e R;

X=X +alXy - X3)
y=yr+alyz~y))
X=X YW

. Xp=Xy Y21
Exemplu: Se considera dreapta x -2y +3=0. S3 se scrie ecuatjia simetricei acestej
drepte in rapott cu punctul A(-11).

Solutie: Prin simetrie o dreaptd se transforma tot intr-o dreapts, iar pentru buna
determinare a acesteia sunt necesare doud puncte, fiecare dintre éle fiind simetricul

unui punct de pe dreapta data in raport cu punctul A.
Alegem B(1,2) si C(3,3) doud puncte de pe dreapta d. Simetricele lor vor avea

coordonatele B'(x'g,y's) §i C'(x'c.y’c) deci A este mijlocul segmentelor [BB] si
[CC'). Au loc relatiile:
B

~ ecuatiile parametrice: { €R;

- ecuatia carteziana:

-1:3*—2"2;1=2‘%=C'(~5,—1), Dreapta cautats este B'C' si are ecualia

y=0 _x—(-3)

_1_0—_5_(_3) < 2y-x-3=0x-2y+3=0.

« oy

Y o_x+3 _x+3
12 2

» Condifia de coliniaritate a trei puncte
Fiind date M;(xy,¥1), Mo(x2,y2). My(x3,¥5) trei puncte din plan, ele sunt coliniare

X
dacd Mye MyM; | X, y, 1|=0.
X3 ys 1
Exemplu: 33 se verifice daca punctele A(11), B(1,2), C{2,2) sunt coliniare.
111
Soluie: Se calculeaza determinantul [1 2 1/=2+2+2-4-2-1=-1+0, deci punc-
221

tele nu sunt coliniare.
o Aria unui triunghi
Dacd M,(xq y4). Ma(X2,¥2) Ma(x3,y3) sunt trei puncte necoliniare din plan, atunci
4 oy
aria AMM,M; se obtine dupa formula Axy s, :5-|A| unde A=|x, y, 1.
X y3 1
Exemplu: S3 se calculeze aria triunghiului cu varfurile A(11), B(12), C(2,2).
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111
Solufie: Ayapc :5-| 12 1=
221 .
+ Distanta de la un punct la o dreaptd
Distanta de la un punct My(X,,¥,) la 0 dreapta d;:ax + by +c =0 este data de:
laxo+byo+ ¢l
-
Exemplu: Fie punctul A(3,2) si dreapta d:x -y -1=0. Sa se calculeze distanta de la
punct la dreapta.

Nfa

(M, dy)

Solufie: dist= 2 | =0=>Aed.

32422

e. Conice

* Cercul

= Definifie: Se numeste cerc locul geometric al punctelor din planul & egal depér-

tate de un punct fix numit centrul cercului.
Fie un punct o{a,b)e® si r>0. Atunci definim:

C(w(ab).r)={MeeMal=r) = M(xy)|(x-a) +(y-b)* =r2}
(cercul cu centrul in punctul w(a,b) i de razd r).
» Forme ale ecuatiei cercului
v Clo{ab)r): (xfa)2+(y—b)2f 2
v xtay?aomx+2my+p=0 cu p=mP+n®-r}

v find date punctele M,(x,¥1), Ma(Xz.¥2). M3 (X3.¥5) mecoliniare, atunci

x+y? x y

1
2, .2
1
LEY X N -0
1
1

ecuatia cercului care trece prin ele este: 2

2
XYy X Y2
2 2

X3+tys X3 Ya
X =a+rcoso.

y=b+rsina rael0.2n).

v ecuatii parametrice: C(w(a,b),r) :{
«  Pozifii ale cercului in plan

v cerc eu centrul in origine (fig. 14.16): w{a,b)=0(0,0)C(O,r): x> +y® =r?;

v cerc tangent axei Ox (fig. 14.17): C(w(a,b).r) tgla Ox = |b|=1;

v cerc tangent axei Oy (fig. 14.18): C(w(a.b).r)tgla Oy « 4|

Fig. 14.18 Fig. 14.17 . Fig. 14.18
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v cerc tangent axelor Ox ¢i Oy (fig. 14.19, 14.20): |a| =|o|=r = 0 < b U b,;
v cerc care frece prin origine (fig. 14.21): (x - a)2 +(y- b)2 =g’ +b%

r=+a? +b? =|Oal; (forma altemativa a ecualiei: x% + y2 + 2mx +2ny =0);

Fig. 14.19 Fig. 14.20 Fig. 14.21

v cerc circumscris unui triunghi ABC (fig. 14.22):
® = centru! cercului circumscris AABC < |0A] ={wB| =|wC|=r;
v cerc tangent dreptei d:ax+By +y=0 (fig. 14.23):
a+Bb +4]
o+ p? ’

< r=dist{nd)=

Fig. 14.22 Fig. 14.23

= Tangenta la cerc intr-un punct al acestfuia
Fie C(w(a,b).r) un cerc de centru w(a,b) siraza rsi Mo(Xo.¥o) un punct al siu. Atunci
ecuatia tangentei la C In M, se obtine din ecuatia cercului prin regulile de dedublare:

Termen in ecuatia | Termen in ecuatia | Termenn ecuatia | Termen in ecuatia
conicel tangentei conicei tangentsi
X2 XX y? YYo
X+ Xy - Y+¥o
x — y 100
2 . 2
consiantd constanté

Deci, tangenta in My (Xo.¥, ) ta cercul C va avea ecuatia:
(x-a)(x,—a)+(y -b){yo -8) =r% < Xxg + yyo + M(x + Xo) + Ny + o) + p=0.

= Aria discului
Fie C(O,r) cercul cu centrul in origine si de raza r (fig. 14.24). El se obtine ca

reuniune a reprezentarilor grafice ale functifor #:[-r,r]—[0,r] f(x)=~r?-x* si
£ 1[-r.r1 = [-7,0. fo{x) = —Jr? - x2, continue pe [-r,r] §i derivabile pe (-r,r). Atundi aria

. B
sa se obfine cu ajutorul formulei: Ay ) =4 Apgyrar=4+ jﬂ(x)dx =4[¥r? - =l
o [
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¥ Y
r 0 r
[¢) X "/ X
z
Fig. 14.24 Fig. 14.25

= Volumul sferei (fig. 14.25)

‘ ¥ 4nr®
V, = Mpqurat = z;:g’f,z (x)dx = 2n0j(r2 - ax ==

Exemple:
1. Scrieti ecuatia cercului care are centrul C(3,0) si este tangent axei Oy.

Solutie: Raza cercului este r = CO =3, deci ecuatia sa este:
(x-3P +y2=9=x? +y? -6x=0.
2. Gasiti punctele de intersectie dintre dreapta y = x si cercul X ay?=1.

y=x X=%
=x =x
Sdlutie: {yz 2 @{y < 7o
x“ vy =1

2 .
= existd doud puncte de
2%=1" |x= = W2

intersectie M1[—£ ‘%} M, [f J;J

3. Scrietj ecuatia tangentei in punctul A(%g) la cercul X% +y% =1.

Solutie: Verificam mai intai ca punctul se afla pe cercul dat:

2 2
[1) +(ﬁ] =1<31+%=1c>1=1,

2 2 4

V3

Tn acest caz, ecuatia tangentei este x ~%+ y- 2= 1o x+ydB=2.

4. Scrieli ecualia cercului ce trece prin punctele A{-12), B(2-1),C(0,3).
Solufie: Mai Intai verificim necoliniaritatea celor trei puncte:
42 1 |1 11
2 -1 1={2 4 1[=4+2=6=0.
o 31 0 01
Ecuatia cercului este:

ey x oy 1 x¥+y?-9 x y-3 0
5 -1 2 1| bk 4 -1 -1 0
=0 o =0
5 2 -1 uh| 4 2 4.0
9 0 3 1 9 0 3 1
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x+y?-9 x y-3 x2+y?-942x x y-3-2x

G20,
2 4 1 e0s -6 3 |=0e
S
-2 1 o2 & 0 1 0

2 2 -
Sy ;9+2x y 3;2’(=OQ‘3[)(2+y?_g+2x-2(y—3+2x)]:0®

X2+ y?-942x-2y+6-4x=0< x2+y? ~2x-2y-3=0.

+ Elipsa raportati fa axele sale

* Definifie: Se numeste elipsa locul geometric al punctelor din plan care au suma
distantelor la doud puncte fixe, numite focare, constanta (fig. 14.26).
Fie MM, e ® $i Ox=MM,, iar Oy = mediatoarea segmentului M, M,. Atunci, in

sistemul xOy astfel ales se considera punctele M,(c,0), M,(-c,0). Se definegte mul-
fimea: E={Me Q”M M| +|MM,| = 28,2 > ¢ > 0). Atunci se obtin urmatoarele intersectii:
ENOx ={A(a,0).A(-a.0}} ENOy ={B,(0.6).B,(0,-b)}. Se definesc:

—  AA; - axa transversd;

= B8, - axa conjugats;
A, Ay, BB, - varfurile elipsel,
|0A|=a - semiaxa mare a efipsei;

- [0B)|=b - semiaxa mici a elipsel,
— M, i M; - focarele elipsei; Fig. 14.26
— |MMy| =2c - distanta focal; :
- MM, - razele focale ale lui M.
Proprietate: Raportul distantelor de fa un punct de pe elipsa la un punct fix (unul dintre

2
focare) si la o dreapta fixé (una dintre dreptele. x = ia—, numita directoare) este e = g.
c

El este constant si mai mic decat 1si se numeste excentricitate.
® Forme ale ecuatiei elipsei
Xy v 2 _ o2 .2
Y E:5+i5=1 unde b’ =g’ -c%
a¢ b
X =acosa,

y=bsing’ ae[0,2n).

¥ ecuatii parametrice €: {

® Tangenta la elipsa intr-un punct al acesteia

2 2
Se considera elipsa de ecuatie €: X—2+‘Z—2=1 §i punctul MD(XD, yu) € €. Atunci tan-
&

genta la elipsa In punctul dat are ecuatia: &(21+}%,° =1 (obtinuta din ecuatia elipsei
a

aplicand regutile de dedublare).
= Aria elipsei
Elipsa este formata din reuniunea reprezentrilor grafice ale functiilor;
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f1:[—a.a]—>[0,b],f,(>()=§«la2 2 sih :[—a,a]a[—b.o],g(x):f.:-\/az . Dome-
niul lor de continuitate este cel de definitie, iar domeniul de derivabilitate Dy =D; \ {xa].
s a 2
Atunci, conform figurii 14.27: Aggpee = 4+ Apggral =4 Iﬁ (x)yix =4 ]‘2(«}52 - x2) dx =nab.
a
[ [

Opservalie: pentru a=b elipsa devine cerc §i atunci formula determina aria cercului.

<P

Fig. 14.27 Fig. 14.28
s Volumul elipsoidului de rotatie (fig. 14.28)

o . 2.
V, = Wi = 28 Iff(x)dx:an(gJaz -xﬂdx:%.
] 0

Exemple:
2 2 M

1. Sé se determine pe elipsa £: ;—5+ yT =1 punctele de abscisa x =~3.

2 2
SD/U!/GI%'*X;:“@},T: _8 .., 2:ﬁ©y=iﬂ@y=¢§

% 2577 "2 5 5
- M‘(-a,—%]. M, (;3.%).

2 2
2. Gasiti punctele de intersectie dintre dreapta y = x §i elipsa % +yT =1.

y=x = 1%
Solutie: = 2 &S ; sunt
- L
13
doua puncte de intersectie M[—%_-%} MZ(G{f'%}

2 2
3. Pentru elipsa £::—S+%—1=O s& se precizeze semiaxele, focarele, excentri-
citatea i ecuatiile directoareior.

2 2
Solutie: Forma generald a ecuatiei elipsei: %+z—z =1 ne da semiaxele a=4,b=3.
a

Pentru a gasi focarele caloutdm ¢ =Va*-b? =7 & ﬁ(—ﬁ.ﬂ) si F (\/70) Excen-

tricitatea elipsei e data de raportul e=§=—‘{4i, iar directoarele corespunzatoare celor
2 2
" as . & : 16 16
doua focare au ecuatiile x = -— i x=—, deci x=- i X = =,
y c ¥ c 7 ¢ 7
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« Hiperbola raportaté la axele sale
» Definitie: Se numeste hiperbold locul geometric al punctelor din plan care au di-

ferenta distantelor la doud puncte fixe, numite focare, constant (fig. 14.29).

Fie F,F, e® $i Ox = R F,, iar Oy = mediatoarea segmentului F F,.

Atunci, in sistemul de coordonate xOy astfel ales se considerd punctele: F,(C,O),
Fp(-¢,0) i multimea: # ={M < fP| [ MF, - MF, |= 23,0 < a < ¢}. Intersectiile cu axele de
coordonate sunt: # NOy =2 i # (1Ox={A(a0),A,(-5,0)}. Se definesc urmitoa-
rele notiuni:

- ALA, — vérfurile hiperbolei,
— Ox - axa transversd a hiperbolel,
— Oy - axa netransvers# a hiperbolei,

— dreptele d,:

gx si dz:y=—§x sunt asimp-
totele hiperbolei;

— daca a=b, atunci #:x? ~y? =a® se numegte
hiperbold echilaterd si are ca asimptote dreptele d:y =x i dy:y =-x;

— curba xy =a° reprezinta o hiperbold echilaterd cu axele dy,d, gi asimpto-

tele Ox, Oy.
Proprigtate: Raportul distantelor de la un punct de pe hiperbola la un punct fix (unul dintre

Fig. 14.29

2
focare) i la o dreaptd fixa (una dintre dreptele x :1—5;. numit3 directoare) este e:%.

Raportul este constant gi mai mare ca 1 §i se numeste excentricitate a hiperbolei.
*  Forme ale ecuaiei unei hiperbole

22
XY 2 _ o2

v M= -5=1 unde b®=¢
a »?

=a- Y ui
¥ ecuatii parametrice: x=a Chy. yeR, unde chy= ki (cosinus
y=b-shy
N ol e’ -¢” . .
hiperbolic) $i shy= (sinus hiperbolic).

« Tangenta la hiperbola intr-un punct al acesteia
Fie hiperbola ﬂ::—z—};—zﬂ si punctul My (x,,¥o) € . Atunci ecuatia tangentei
este: X?XZ“- —Ll;vzﬂ =1 (obtinuta prin dedublare din ecuatia hiperbolei).
Exemple:
1. Pentru hiperbola 15;~ ,v2 - 1‘= 0 sa se precizeze semiaxele, focarele, excentrici-
tatea, ecuatia asimptotelor, ecuatiile directoarelor.

2 2
Solutie: Ecuatia generala a hiperbolei Lz - ’;—2 =1 ne d& semiaxele a=4,b=1. Pentru
a

focare calculsm ¢ =+a? +b% =17 si atunci excenfricitatea este e= co ‘/—l_z
8
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ocarele vor fi —17,0) si ,0}. Asimptotele hiperbolei sunt dreptele de
Focarele vor fi F(-v17,0) si £ (V17,0). Asi e hiperbolei dreptele d

ecuatii y = —gx iy =+§x, deci di:y = —%x gidyy :%x, Ecuatiile directoarelor:

-iv iar pentru focarul £, dreapta

7

- v
pentru focarul Fy, dreapta de ecualie x =_a?
de ecuaie x = +é, 18

i ¢ AT
2
2. Gasiti punctele de intersectie dintre dreapta x =—2y si hiperbola XT—yz =1.
-2y x=-2y .
x=~2y : . . "
=3 4y7 2 1@{ , deci nu existd puncte de intersectie.
4 4

x=
Solufie: § 42

o Parabola raportati la axele sale

« Definitii: Se numeste paraboli locul geometric al punctelor din plan egal depar-
tate de un punct fix, numit focar si de o dreapta fixa, numit3 directoare.

Fie d e ®,F e ® §i Ox perpendiculara din F pe d, iar Oy mediatoa-

rea segmentului {FF'), unde FF'Ld,F'ed. Se noteaza distanta

{F.d)=p.p>0. Atunci, in sistemul xOy astfel ales, se considera

punctul de coordonate F[%O] §i dreapta d:x=7§ (fig. 14.30).

Fig. 14.30

Se ia multimea: P = {M-e 2| dist(M,d) = |MF]} =
={M (X.y) e!’] y2 = 2px}. Originea O{0,0) reprezintd punctul de intersectie al parabolei

atat cu axa Ox, cét gi cu axa Oy.
Se definesc notiunile:
— O - viérful parabolei,
— Ox — axa de simetrie a parabolel.

~ p - parametrul parabolei (peR’).

*  Pozilii ale parabolei in plan (fig. 14.31, 14.32, 14.33)
v oy?=2pxp<0,x30 ¥ x=2py; p>0y20; v x>=2py; p>0,y<0.

¥y y v,
(e}
% Llé /N
[%) X
Fig. 14.31 Fig. 14.32 Fig, 14.33

= Tangenta la parabold intr-un punct al acesteia
Fie parabola P: y? = 2px,p>0,x>0 si punctul Mo (x0.¥,) € @. Atunci ecuatia tan-

gentei la parabola in punctul specificat este: P : yy, =p(x-Xy) (obinuta prin dedu-
blare din ecuatia parabolei).
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Observalii: Se demonstreaza ca functia de gradul doi f:R —» R, f(x)= ax? +bx+c:
— are graficul o parabol&:

2 2
y=ax®+bx+c=a| [x+£] ——% Q(;HE] =Z+i2:
a) A& a a 4a

~ admite ca axa de simetrie verticalé dreapta x = b si are varful V: 'i"A N
a 2a 4a

~ are ca dreapta directoare o dreapta orizontala.
Exemplu: $a se calculeze valoarea parametrului, focarul si ecuatia directoarei, precum

i dispunerea parabolei y2=—6x.
Solufie: Parametrul p al parabolei T gasim din forma generald a
ecuatiei unei parabole: y?=2px gise obtine p=-3. Focarul are

coordonatele F[%.O]@F(~%,0j, iar dreapta directoare are

" 3 " .
ecualia x =7§ < X:? Parabola are ramurile orientate spre

Fig. 14.34

semiaxa Ox negativa, care este §i ax3 de simetrie (fig. 14.34).

14.3. Spatiul ,
a. Reper cartezian in spatiu
s Coordonate
Fie Ox, Oy, Oz axe ale numerelor reale-astfel ncét:
- Ox1OylO0zlOx
— au aceeagsi origine;
— au aceeasi unitate de masura.
Atunci se poate face identificarea R® =§ {unde § este reperul cartezian Oxyz) in
sensul c3 V(oBy) eR® AMes M=M(apy), unde:
o = abscisa lui M (abscisa pry, M );
B = ordonata lui M (abscisa pro, M );
¥ = cota lui M (abscisa pry, M ).
= Coordonate carteziene: M(.B.y).

k sunt versorii axelor de co-

« Coordonate vectoriale: OM = ai + B + vk, unde 1],
ordonate Ox,Oy, respectiv Oz .
= Coordonate polare: M(r,.8).
Fie [OM|=r,r 20. Se definesc unghiurile (fig. 14.35):
«(0z,.0M}=0, «(Ox,,OM;)=¢, unde OM,=pr,,OM,
¢e[0.2n),6€[0,n).

a=rcos¢sind
Atunci M(a,B,y)=M(r,,8) cu { B=7singsind
Y=rcos.

Fig. 14.35
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b. Distante
» Distanta intre doud puncte in spatiu
X 2 2
Pentru Mi(x, 1, 2;), Mo(Xz Y2 22 ), M| = (%, - xz)z +(y1-¥2) +(z-2)
Observafie: [OM|=/x* +y?+ 2% pentru M(x,y.2).
o Mijlocul unui segment
Pentru My(x,,1,2,), Ma(Xp, ¥2,2,), fie M(c,B,v) millocul segmentului [M,M,]. Atunci:

XX YirYe _atz
PR S

o Punctul care imparte un segment intr-un raport dat
Fie punctele M(x,.y1.2), My(xp,¥2.2,)€ S §i M e MM, astfel incat MM = k-MM,,
keR\{-1}. Atunci OM = —1—‘57/1‘1 +LO_/VIz VOes. M(aBy) are coordonatele

obtinute dupa formutele: o =

x,+kx2 B_y1+ky _atkz
1 1+k ' 1+k

« Gentrul de greutate al trlunghiutui MMM,

Pentru punctele M1(x‘,y1.z1) My(%5,¥2.2,), May(X3,¥3,24) se considera G(o,B,y) centrul
de greutate al AMM,M,; atunci coordonatele lui se calculeaza dupa formulele:
. X‘+X32+x3'B=y1j+y;+y3yy=z‘+z§+23.
Exemplu: Gasiti lungimea $i coordonatele mijlocului segmentului AB, dacad A(1,2,3) si
8(3,-2,1).

Sotufie: |AB|~J( —1) +{-2- 2) +{1- 3) =24 =2J6. Daca M{o,B.y) este mijlocul

segmentului AB, atunci o = % =2,p= % =0,y= ﬂ =2, deci M(2,0,2).

a=

¢. Simetrii
o Simetricul unui punct fatd de un punct dat
Fie punctele A(a,b,c) si M(x.y,2) din spatiu §i M'(x"y",2")=simM, adica A este

xX+x' y+y'

mijlocul segmentului [M, M. Astfel, a= =>x'=2a-x; b=

L o y'=2b-y.

« Simetricele unui punct fatd de axele de
coordonate si origine

Fie punctul M(x,y,z). Se definesc urmatoarele
simetrice (fig. 14.36):

M, =simg,M = M(x,-y,-z);

M, =simg M = My(-x.y,-2);
My = simg, M = My(-x,~y,2);
Fig. 14.36 My = SimoM = My(~x,-y,~2).
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d. Planul in spatiu
« Ecuatia generald carteziana: n:ax+by +cz+d=0,ab,c,d <R, cuconditia
a2 +b 46?50, : ‘
v Pentry a=0,b20,c#0=>n:by+cz+d=01n))Ox.
Pentru a=0,b=0,¢%0=>nax+cz+d=0< =[Oy,
Pentru a=0,b#0,c=0=n:ax+by+d=0c n| Oz
Pentru a=0,b=0,c20=>n:cz+d =0 n||{(x0y) = 2=z, .(ﬁg.14,37)A
Pentru a=0,b#0,c=0=n:by+d =0= ]| (xOz) = y =y, (fig. 14.38).
Pentru a#0,b=0,c=0=ax+d =0=1x)|(yO2) & x = x; {fig. 14.39).

AN NN

Fig. 14.37 Fig. 14.38

* Forme ale ecuafiei unul plan
» ' Ecualia planului prin téieturi §i simetrii
Daca n1O0x = {A(a,0,0)}, n N Oy = {8(0,5,0}},
10z ={C(0,0,¢)} ecuatia planului x este:
X,y z

mitedaZqvanes R (fg. 14.40)

Pornind de la aceasta ecualie se pot scrie ecuatiile urmétoare-
ior plane obtinute prin simetrii fath de axele de coordonate sau

fats de planele (xOy),(x0z),(yOz): Fig. 14.40
; X, Y s XYL I,
n,:slmo,(xzn'.;i—-_? = nz—slm(yc,z)f:nz,;+-b—+zf b

N X .y z :
Ny = SiMg, T=> Mg 1=t =t — Mg =SiMpop T => mg i+
3 oy 3 5t e 4 (x0z) LRI
Tig = SiMgy => g o + = Z Tig = SiMiyopt = 1y 2+ L e 21
3 0z 5 ot et 3 (x0y) (Bl

= Ecuafia planului determinat de un punct §i normala la plan

Fie Mo(Xq.¥0.20) un punct din planul = $i vectorul n(a,b,c) normal 1a plan (7 Ln).
Atunci écuatia planului este wt:a(x - xo)+b(y — Yo} +c(z-2,) = 0.

» Ecuatia vectoriala a planului

Ecuatia vectoriald a planului care trece prin M, §i care este perpendicular pe n
este: n:(r—7p)-n=0 (r -1y Ln) unde i este vectorul de pozitie al unui punct oare-

care din planut n, iar r: este vectorul de pozitie al lui M,.
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*  Ecuatia planului ce trece printr-un punct dat §i este paralel cu dous direcfii
neparalele date .

Fie Mo(x5.¥0,2) §i dreptele d cu direclia datd de v, = a,j + b, + ¢,k i dy, cu directia
datd de v; =a,i + b,] +c,k.

Ecuatia planului care indeplineste conditiile My em nlld,n|ld, este:

X=X Y-Yo Z-2
EH RN by ¢ [=0.
8 b, 2

* Ecuafia planului determinat de trei puncte necoliniare

Fie My(x0.¥1.2)), Ma(Xy,¥5.2,), M3( X3, ¥3.2,) trel puncte necoliniare. Atunci ecuatia
planului care le contine este:

Xy

X,
(MMM, ): !
X

X3 V3
Exemple: -
1. S se scrie ecuatia planului care trece prin punctul MU(‘1,2.—3) si are vectorul

normal v = (5,~4,1).
Solufie: Conform formulei: 5(x +1)—4(y -2 +1(z+ 3)=0 < 5x-4y+2+16=0.
2. Scrieti ecuatia planului care trece prin punctul A (3,-2-7) si este paralel cu
planul 2x-3z+5=0,

Vectorul normal la planul cerut este acelasi cu vectorul normal la planul dat,
2,0,-3). Acum putem scrie ecualia cerutd:

2(x~3)+0(y+2)+(-3)(z+7) =0 2x—6-32-21=0 > 2x-3z-27=0.
3. Serieti ecuatia unui plan care trece prin punctul A(S,A,—S} §i este paralel cu

Soluti
deci v =

vectoril & =(3,1,-1) $i V= (1-2,1).

Solutie: Avem nevoie de vectorul normal 7 (a, b.c) care este perpendicular atat pe o,

¢
a=- .
- < — . Sa+b-c=
catsipe v. Deci <mu>=0 §i <nv>=0 = a+b-c O_:» 7,celR.
a-2b+c=0 b‘ﬁ
7

Alegem ¢ =7 pentru comoditate i obtinem n= (1, 4,7). Deci ecuatia planului va fi:
(x=3)+4(y-4)+7(z+5)=0> x+4y +7z+16 =0,

* Intersectii de plane

= Unghiul a doud plane
Daca se considerd planele n,:ax+by +cz+d,=0 si Ty @X + By + Gz dy =

cu vectorii normali corespunzatori ny(a,,by,c;), 5{85.05,65), atunci unghiul dintre cele
doud plane: ¢ = «(n,, ;)= (1) se calculeaza dupa formula;
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nfy _ ay-ay+by-hy+6-6,
‘n,| ‘n—{ */5| +bf +0} -Ja2+b§+c§

» Condiia de paralelism a doud plane.

cosg=

- " " -y & _b_c
Considerand planele cu ecuatiile date mai sus, m ||, & njln, < =L = b—‘:_‘,
a4 by &

» Condifia de perpendicularitate a doué plane
Pentru planele cu ecuatile antericare, mLimy oL, @ m =0
> a8+ by by +ey- =0,
Exemple: Gasiti o functie trigonometrica pentru unghiul format de planele care au ecua-
tile my:x+y+z=1giny1y=0.
1:0+1.1+1-0 1B
BiP it i Ri0r B 3

2. Gasiti unghiul format de planele n,:x -y =0 §i 1, x~2y+2-1=0.

Solufie: cosp =

Solufie: = «(my,ny)=> cos = VI'VL’). unde V;=(1-10) si vo=(1-21) sunt
vl -[val
vectorii normali ai celor doud plane.
Produsul scalar este <v;,vy > =¥,y =1-1+(=1)(~2)+0- 1 1+2=3, iar cele doud

module sunt )v,‘ 2+( P 407 =2 si |v2| ‘/1 +(-2) + 7 =6, deci
_ 3 _f8_ =
°°S“"m"m7”‘€'

« Conditia de coplanaritate a patru puncte din spafiu

Fie Mi(xy:¥1,.20) My(Xp, Y2, 22 ), M3(X3,Y3.23 ). My(X4,¥4,24) patru puncie din spafiu.
Ele sunt coplanare dacéd M, e (M,M;M,), ceea ce se mai'scrie sub forma:
L7
X, 1
2 V2 B Y g
X Y3 z 1
Xa Ya 24 3

« Distanfa de la un punct la un plan
Fiind date punctul My(X,,¥0,%,) §i Planul n:ax + by +cz+d =0, distanta de la M,

la x este datd do formula d(My,x)= X0t Yotz +d|

a% +b%+c?
Exemplu: Gasiti distanta de la punctul A(1,2,3) laplanul mix-y+z=2.
2
Somupior a=11=12413°3 0 o,

J +(-1) + 1 ﬁ
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o Aria unul triunghi
Fiind date My(x,, ¥y, 2,), Ma(X5.¥2.2,), M;(x3,¥3.2,) puncte necoliniare, triunghiul cu

" " . 1
vérfurile In cele frei puncte are aria data de formula: Asnprpt, = —-\[Af +4aZ+ A2, unde

2
ozt X o5 1 Xy 1
M=y 2 V| bo=|X 2z, 1|, A=|x ¥, 1}
ys 23 1 X3 z3 1 X vy 1

« Volumul unui tetraedru .
Dacd se considerd in spatiu punctele My(Xy¥1.20), My(X3, ¥2,25), Ma( X3, Y3, 23),
Ma(X4,¥4,24), atunci volumul tetraedrului cu varfurile in cele patru puncte este dat de
formuia:
oo
Vimmst, =%<|Al, unde A= z }}Z Z
. X4 ¥g 24 1

Exemplu: Se considerd punctele A(11,0),B(10.1),C(0,11), D(1,11). Se cere sa se

calculeze volumul tetraedrului cu varfurite in cele patru puncte. ’
1101 10 00

IR LR R M (R 1_1'}10
Solufie: Vaseo =gllo 1 1 q|l=5 o 4 4 4|51 1 -
0 10
11 11 1010
(o
=5t 2 1|=g<|(—1)(~1)"‘.‘
0 10

e. Dreapta in spatiu
e Ecuafil
Se considera punctul My(x,.¥o.2,) $i vectorul v(/,m;n). Dreapta care trecé prin

M, i care are vectorul director v are ecuatiile date sub una dintre formele:

o B X = X - Z-
¥ ecuafii canonice: TD YV _27%,

m n
X=xp+A-!
v ecuafii parametrice: {1y =y, +1-m, A<R.
Z=z,+A-n

Daci se considera doud puncte M,(x,,y,z,), My(X3,¥2.2,), dreapta care le uneste are

v ecuafia canonics: X=X _ Y Y 272
X=X YY1 -z
Exemplu: Gasiti ecuatia dreptei AB pentru A(1.2,3) si B(3,-2,1).

X E X Y E Y22 # 2,
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x—17y—2=273@x»1_y—2=z—3
3-1 -2-2 1-3 2 4 2

* Cosinusurile directoare ale unei drepte

Solutie: AB:

z-2

Se considera dreapta cu ecuatia d;i;’i:X;«V_O: , cu vectorul director
a

b
asociat v(a,b,c). De asemenea, se gtie c& axele au asociati urmatorii vectori directori:
Ox:(4,0,0), Oy : j(0,1,0), Oz : k(0,0,1). Atunci cosinusurile directoarb ale dreptei d sunt

date de:
b

_2 c0s <(d,0y) = Cos «(V, ]) = e
Rk ' U e b act
-z c
cos «{d,0z) =cos «(v.k} = .
—\ 8%+ b% 4+ ¢

cos <«(d,0x) = cos «(v,i

* Intersectii
»  Unghiul a doud drepte -

XX Z-4 (e vector director

8 b G

Iz ( de vector director v:(az,bz,cz)). Atunci
¢

unghiul dintre ele « = «(d;,d,) = «(¥;,v;) se obtine din formula:

Vivy a3, +by b +¢-c;

cosa = 4‘ o = 12 bl 172 .
Vil -Ive|  aR e bF vl a4 b2 v 03

» Condifia de paralelism a doué drepte

$X— X

Se considerad In spatiu dreptele d,:

— " X
viaubc)) §i dy:

Fie dreptele d: (de vector director v‘,(a1,b‘,c‘) §f

4

dz:— 4 bzy 2 = Tl (de vector director vy(a,,b,,6,). Atunci dreptele sunt
8 2
paralele, daca au vectorii directori paraleli (deci cu componentete proportionale):
[
qlld, vl o
! 3 b ¢

»  Condifia de pe}pendicu/aﬁtate a doua drepte
Pentru dreptele d,, d, definite ca mai sus, conditia de perpendicularitate este

echivalentd cu perpendicularitatea vectorilor directori, deci cu anularea produsului
scalar al vectorilor directori:

A Ldy &V LV eV, v, =08-8,+b-by+C;- ¢ =0.
« Pozilia relativé a unei drepte fafd de un plan .

Se considerd dreapta d: 7 Tz" cu vectorul director v(l mn) §i

planul «:ax + by + cz+d =0 cu vectorul normal n(a,b,c). Apar urmatoarele situatii:
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v daca v-n=0oal+bm+en=0=d ffrne din este un punct;

v dach v-n=0>al+bm+cn=0=d |I= sau d = n dupd cum ecuatia anterioara
nu are nici o solutie sau are o infinitate de solutji.
«  Unghiul unei drepte cu un plan
. X=Xo_¥Y-Yo_2-Z% " - N
Se considers dreapta d: Tl cu vec(orul’dlrector v(l,mn) §i

plenul ©:ax + by +cz+d=0 cu vectorul normal n(a,b,c). Atunci unghiul dint_fe dreapta d
siplanul & este o = «(v,n)=90° - %(d,n) dat de formula:
. a-/+b-m+c-n|
sine = .
& + b2 1% NP s m?en?
Exemplu: Gasiti o funclie trigonometrica a unghiului format de dreptele date prin

ecuatiile: d: X =L Z
’ 1 2 3
Solufie: Dacé a = «(dy,dy)=> cos o = 18+2:243:4 -5
i e3 i ea® 14 7
+ Distanta de la un punct la o dreaptd
Fie punctul My(x,,¥0.2,) §i dreapta d': —%—%ﬁ—i, Atunci
c
A%+ B+ C?
dist(My, d) = | ——5—5
(o) a2 +b?1c?
unde: A= V1Yol g XX 2-Z| o 1Yo 4
a b a c b c

Exemplu: 4 se calculeze distanta de la punctul M(1,2,3) 1a dreapta

Solufie: Distanta cerutd se calculeazs dupa formula: dist(M,d)=

1
2 3
3-2 4-3) |1 1
=, |=4-3=1.
3 4| ls 4|

. . AZ4B°4+C? _ [T+4+1 6
Prin urmare, dist{M,d)= it ool s
" ) birc? V449416 V29

a=2,b=3,c:4:A=’2_1 3‘2|

2 3
|z-1 4-3H1 1’»

’321

B= -2=2C=
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15.1. Notiuni introductive
a. Rapoarte trigonometrice intr-un triunghi dreptunghic

-Fie ABC un triunghi dreptunghic (fig. 15.1) cu m(«A)=90°, AB = ¢ (lalura care se

opune unghiului C), AC = b (latura care se opune unghiului 8), BC = a (latura care se
opune unghiului A). Pentru unghiul ascutit B definim rapoartels:

" cateta opusd «B _b
sin(«B)=———"———=—;

cos(«B) = calet.a aldturata «B _ E; A c B
ipotenuza a Fig. 15.1
t(«B) = cateta opusa «B 2; cto(«B) = cateta aldturatd «B _c

cateta alaturatd «B h c cateta opusa «8 b

Se mai definesc sec«B = P 1 {cosecanta).

secanta) §i cosec«B=
<28 ¢ ) s

sin«B

b. Masuri de unghiuri
Definifie: Mdsura in radiani a unui unghi |a centru este
u(@)d:,%, unde I este lungimea arcului de cerc @, iar
R este raza cercului pe care se afla punctele A i B (fig. 15.2).
Dacs R=1 = u(@)""'fﬁclﬁ,
sa in radiani se exprimé prin acelagi numar. Fig. 15.2

deci lungimea arcului $i mésura

¢. Cercul trigonometric

Un cerc cu raza egald cu unitatea, pe care s-a stabilit o origine A (de unde incepe
mdasurarea arcelor} §i un sens pozitiv invers acelor de ceasornic (numit sens trigono-
metric) de parcurgere, cu centrul in originea axelor de coordonate se numeste cerc
trigonometric.

“Axele de coordonate impart discul corespunzitor
cercului trigonometric In patru sferturi de cerc numite
cadrane. Acestea se noteaza cu |, I, L, IV (fig. 15.3).

Fie M un punct al cercului trigonometric. Semi-
dreapta {OM se numeste razd vectoare.

d. Functia de trecere de la axa reali la cercul
trigonometric

Pentru orice xeR existd si sunt unice numarul
keZ si tef0.2n) astfel incdt x=2kn+f pe axa

numerelor,
Tn acelagi timp, pentru orice x e R exist si este unic

punctul M, & C(0,1) astfel incét W(AOM, )=z =1
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Definifii:
— sin:[0,2n) - [-1,1}; sina = OP (proiectia pe axa Oy a lui M = ordonata lui M);
— c0s:[0,2x) = [-1,1; cosa=ON (proiectia pe axa Ox a lui M = abscisa Iui M);

- tg:[0,2r)- 3—” - R tgoa=AR (tgx= Sinx , numetic egala cu ordonata lui R);
2°2 cosx
- ctg:[0,2n)- {0,n} » K; ctgo=BQ (ctgx= (:':::, numeric egald cu abscisa fiff Q).
* Periodicitate, paritate.
Periodicitate Paritate
vk € Z; sin{a +2kn)=sina sin(-a)=-sina
Vk € Z; cos(a +2kn)=cosa cos(-o)=cosa
Vk e Z; tg(a+kn)=tga -tg(~o)= —tga
vk eZ; ctg{a+kn)=clga ctg(—a)=-ctga
* -Semn
cadran | | cadran il | cadran Ill | cadran IV
sin + + -
cos ¥ - _ T
tg + - + -
ctg + _

o Valorile functiilor trigonometrice pentru arce din cadranul |

Unghiul 2 o_ape [ Foase [ Fogoe | Rogoe
Funcfia 00 | g0 5457|5507 =%
an | Lojda) 2} B
2 2 2 2 2 2
ws  |Fq| B | 2 (Aa]0,
2 2 2 2 2 2
tg [ g 1 3
cty - V3 1 ﬂ' 0
3
* ‘Reducerea la primul cadran
gﬂl 5+a. - | THa %—a 3—"+cx 2n-a
sin |+cosa |+cosa | +sina | ~sina | -cosa [ —cosa | —sina
©0s | +sina | —sina | —cosa | ~cosa | —sina | +sina |+cosa
tg..| +ctga | —ctga | —tga +ga | +ctga | —clga | -tga
‘etg. | +ga | -tgo | -ctga | +ctge | +ga | -tge | —ctga
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Exemple:

1. cos[%]:cos(m"; "] =cos(8n+%} = 005(4-2114-%):005(%] =0.

2. $In(1050°) = sin(3607 - 2 + 330°) = sin(330°) = —sin(30°) = -%.

3. S48 se ordoneze crescator {trig(k)| & =T.§), unde trig e {sin, cos, tg, ctg}.

Solutie: Primul pas este gasirea cadranului din cercul trigonometric in care se afla
punctete avand masura in radiani specificata (fig. 15.4).

- k=1=0<k <% {unde = =3,1415...}, deci punctul se afla in
primul cadran.

- k=2= -g- < k <, deci punctul se afla in cel de-al doilea cadran.

= k=3= % <2 <3 <m, ceea ce Inseamnd ¢& punctul se afla tot

in al doilea cadran.

3

- k=4=a<k< 2 deci cadranul cautat este al treilea. Fig. 15.4

- k=5 3?" <k < 2n, deci punctul se afld In cadranul patru.

- k=6=> % <5< 6 <2m, prin urmare punctut se afla tot in cadranul patru.
Pentru ordonare folosim proprietatile de monotonie a functiilor trigonometrice.
« functia sinus (fig. 15.5) « functia cosinus (fig. 15.6)
sin5 <sind <sin6 <0 <sin3 <sinf<sin2 cos3 <cos4<cos2<0<cos5 <cosT<cos®

Fig. 155 Fig. 15.6

+ functia tangenta (fig. 15.7) « functia cotangenta (fig. 15.8)
g5 <tg2 <tg6 <tg3 <0 < tgd < tgt ctg3 < ctgh < ctg2 < ctg5 < 0 < ctgl < ctgd

H !
| i
| |
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15.2. Functiile trigonometrice
Definirea, ca gi proprietatile lor, le gasiti in sectiunea Functif elementare” din

capitolul Functii”,

a. Formule de transformare a functiilor inverse in functii algebrice

y = arcsin (x) y = arccos (x) y = arctg (X) |y =arcotg (x)
xel-11] xeR
xel-11 o [xeR
.Vi[ 2 2] y&0.n] yE[—E.E] y e{0;m)
X 1
o x, xe[-11] —x? =5 ,XeR xeR
sin () Vi-x%, xe[-11] Nt N
1 X
cos (1) |V1-x%, xe[-11] X-VXE[*ﬂ] e  xeR WVXER
X 2 i
to () = xe(-11) =X xe[-1\{0) | % xR 1 ier
1 x X
- V1-®
-1 xe(-11) — xeR x,xeR
ctg () < XeHmn o J1__
Demonstratii:
X =siny
1. y=arcsinx < n n]=cosy=y1-siny = 1-x;
el-—=
22
siny X cosy _ J
gy = =~——~—,x¢i1 P cly —— x#0,y=0.
9y cosy fi_x? v 2 9y= siny x X0y

X =cos
y:siny_:ﬁ»cos’y:«ﬁf 2,

<[0,n]

2 y=arccosx <
b

_cosy _ x
siny

2,x=i1,y=0,u.
1-x

gy _ x

ity 1 x®

_t9y 1 1
cosy = = clgy=—-n=—,x20,y=0.
J1+tg’y s]1+x gy x
x=clgy tgy
4. y:arcc(gxc{ =siny =
ye(0m) ;1+\gy \l1+x2
LS |gy=;=l x:O,y;:ﬁ.

cgy x’ 2

cosy:tg—y=‘; ‘
Jtegy ViR
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b. Relatii intre functiile trigonometrice inverse

arcsinx + arccos x = % ,¥xe [—1! 11

c. Formule trigonometrice

» Formule fundamentale

arctgx +arcctgx =%, vxeR.

sin? o+ cos? o = 1| tgo = s olgo = S25% tga-ctga=1
cosa Sln(l
VaeR Vae]R\{ +kn} Va <R\ {kn} Vme]R\{k—;}

o Functiile trigonometrice ale sumei (diferentel) de unghiuri

Pentru Ya,BcR:
sin{a + B) = sino - cosp + cosa - sinf;
cos(o. + B) = cos o -cosp - sina - sinfl;

Pentru Va.ﬁeR\{ +kn|ksZ}

tgottgh |

R L Pt

Pentru VuﬁyeR\{ +kn|keZ}

tgle+B+y)=

ctgla+p)=

sin{o - B) = sin - cos P — cosa - sinf;
cos{a - B} =cosa -cosP +sina - sinp.

ctga-ctgf 1
ctga tctgh

9o+ tgB+tgy —tgw-tgp-tgy .
1-tga -1gB ~tgB-tgy - tgy-tga’
ctga - ctgp - ctgy —ctga — ctgP —ctgy

.

ctgla+B+y)=

ctgo - cigp + ctgp - ctgy +ctgy -ctga—1"

* Functiile trigonometrice ale unghiului dublu si triplu

Pentru Vo eR:
sin2a = 2sine. - cosa;

0520 & c08? o~ 5in? o
c0s 20 = 2008% 0 1= 1~ 2sin? .
Pentru Vo e R\{%+kn}:
2tga |
1-tg%e’
Pentru VYa e R\ {kn}:

1-ctg’a.
2clge

tg20 =

ctg2a =

sin3o = 3sina - 4sind o

c083a = 4c0s° e~ 3cosc;

tg3a =

ctg3o =

3(go.ftg o

3‘9(1'

ctg® o ~3ctgo
3ctg?a-1
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1-cosa
- t9g%=
0 e

YaeR\ (n+2kn},

Dac? not&m tg%=l, atunci:

Vue]R\(n+2kn) tg

Functiile trigonometrice ale jumatatii unui unghi

_1-cosa __sina

sine  1+cosa’

2t 1-t2

. 2t
sino = —;cosa =
1+ ¢

1_I2'tga~ clga =
1442 182

2t "

» - Transformarea de sume de functii in produse

sina +sinB = Zslna;Bcosa—ZB cosa +cosf=2cos—— zpcos ZB
. sinu—sinB=2sinuT_Bcos“—+B; cosa—cos[i:—ZsinTBsinaT_ﬁ‘
sin(fa+p) | . sin{o +B)
tgo ttgf = ———————; te ctgp = ———=;
g tgh cosa-cosp olgo:+clop sino -sinf
tga - ctgp= —- 2 +B), cga~ctgp=ZNB-®)
9o~ cgh cosa-sinf go-cigp sine -sinp
+ Transformarea de produse de functii in sume
N 1. . iga+tgp
. = —-B): tga - tgp=—2a I .
sina - cosp 2[sm(a+ﬁ)+sln(u B gg tgp Ciga+olgp
cosa-cosB=%[cos(a+ﬁ)+oos(u—13)]; c(ga.ctgﬁ:‘ﬁ_z:g%ﬂ;
" . 1 " . clga +tgp
.SinB = —| -B)- , ctga - tgp = ———r 98
sina -sinp 2[005(& B) - sin(o + B g - tgp T +oigh
Exemple: S& se calculeze:
1. sin75° =sin(45° + 30°) = sin45° - cos 30° + cos 45° - sin30° =?(«/§+1);

¢ ol ool ol o

3. sin{17°)cos(13°) + cos{17°)sin(13°) =

Sin(17° +13°) = sin(30°) = %;

4. c0s(73°)cos(17°) - sin(73°)sin(17°) = cos(73° +17°) = cos(90°) = 0;

1937 +1g14°
1-1g31°1g14°

=1g(31° +14°) = tgd5° = 1.
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6. S se arate ca: cosfa+b) =1-tga-tgb.
cosa-cosh
Solutie: cos(a+b) _ cosa-cosb -sina-sinb 1 sina _sinb ~1-1ga-tgb.
" cosa-cosb cosa-cosb cosa cosh .

¢ Sume remarcabile
Exemple: 8a se gaseasca formule de calcul pentru sumele urmatoare:
1. S;=SinX +sib2x +sin3x +..+sinnx,neN".

c(n+1
snn(—z— . x} x
Solutie: 8§ = —n sin(T}
sm[i)

2. S, =COSX+C082x +C€O83X +...+Cosnx, neN".

sin( 2n+1. x) :
Sofufie: §,=—o 2 J_ %
2. sin(ﬁ]
2

d. Aplicatii ale trigonometriei in geometrie
Pentru AABC se noteaza:
— A, B, Cunghiurile;
— 8, b, claturile (latura notata cu a este opusa unghiului A, cea cu b este
opusd unghiului B, iar fatura ¢ este opusa unghiului C);
— Rraza cercului circumscris AABC ;
— rraza cercului inscris In AABC ;
— S aria triunghiului ABC ;
~ psemiperimetrul AABC .
» Teorema sinusurilor

a b c

SinA_ sinB _ sinC

* Teorema cosinusurilor
a® =% +¢% - 2bccos A
2 +c? —2accosB
2+ b? — 2abcosC

Exemple:
1. S4se arate ¢4 daci:
a)sin A= 2sin 8- cos C, atunci triunghiul este isoscel.
b)p=bcosA+ccosB+acosC, atunci triunghiul este echilateral sau isoscel.

Solutie:

a) Vom scrie echivalent relatia in funciie de laturi {utilizand teorema sinusului si teore-

2., p2_ o2
ma cosinusului) gi avem: a=2p. 212 =€
2ab

este isoscel.
Altfel, din A=n-(B+C) relatia se reduce la sin(B-C)=0, adicd B=C.

b) Aplicand teorema cosinusului egafitaiea se aduce la forma:

o b?=c® = b=c, adica triunghiul ABC
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Al
ab(b® - a%) + be(c? - b?) + ac(a® - ¢?) = 0.
Deaici,a=bsaub=csauc=a.
Daca una dintre relafii are loc se obtine triunghi isoscel, iar daca doua relatii au loc,
atunci a = b = ¢ si deci triunghiul este echilateral.

« Teorema tangentelor
§ A-B v
a-p 9

a+b (ATE’

2

* Relatii importante intr-un triunghi:

snho [E-BXp=a), B J(p—c)(p—a); anSe ﬁ—a)(p—m;
2 be 2 ac . 2 ab
8 c

e [HP=3)
2 be

2 3
A_ [(p-b)p-c). 8_ |ip-c)p-a). C_ [(p~a)p-b)
g2 = [PONAP-C), Z- ; tgZ= ]
27V -2 2 J Plp-5) I T

o Formule pentru calculul ariei unui triunghi:

= _b_2_l unde b este baza triunghiului $i / este Tnaitimea corespunzatoare.

_absinC _acsinB _ bcsinA

2 2 2
_ _a'sinBsinC _bsinAsinC _ c?sinAsinB
2sinA 2sinB 2sinC

~ s=Jplp-a)p-b)p-c) (Formula lui Heron).

- §=1p, unde r este raza cercului inscris in triunghiul ABC.
- 8= %%c’ unde R este raza cercului circumscris triunghiului ABC.

Exemple: Sa se calculeze aria triunghiului ABC in cazurile:

1. a=3b=4,C= % Solufie: Se aplica formuta s =32 2"0 =33,
2. a=5,b=6,¢=7; Solufie: Fiind date toate laturile aplicam formula lui Heron. Avem
p=¥=9, p-a=4,p-b=3p-c=2 Deci $=+0-4-3.2=6/8.

n

3 b=4C= 7 . Solutie: Gasim B=n—-(A+C)= Z—; Din teorema sinusu-
rilor rezulta ,b = ,a gideci a= bémA = 4 . Acum aria § se calcu-
sinB  sinA sinB 243
absinC __ 442

leazé cu formula § = —— .
2 o
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Anexa 1- Unitafi de masurd
Lungime Arie
Denumire Simbol Denumire Simbol
Kkilo. .. km x10% Kilo... km? x10°
hecto... hm x10% hecto... hm’ %10%
deca... dam x10 deca... dam? %102
metru m x 1 metru patrat m’ x1
deci... dm 110 deci... dm? 1102
centi... cm 1102 cent... e’ :10*
... mm -108 roili.... mm? -10°
Volum Masa
Denumire Simbol Denumire Simbot
kilo... km® x10° kilo. .. kg x10°
hecto... hm® <108 hecto... hg x102
deca... dam® x10° deca... dag x10
metrucub __|m® x1 gram g 1
deci.... drm® 110° dect... dg 110
centi... cm® 1108 centi... cg 1102
mil... mm® [:10° .. mg 110
Observaii:

— Pentru arie sunt tolerate: hectarul (1 ha = 1;|m ysiarul (1ar=1 dam? ), cu pluralut
ari, incorect folosit sub denumirea de arie cu pluralul arii.
— Pentru volum, in special pentru lichide, este folosit litrul (11 = 1 dm?, ) cu mumplu st
submul(lpllﬂul 1 kl— 10%4, 1 hl =10%), 1 dal =10k 1dl =107, 1¢l =1072),
1ml =101, Pentill masé se mai foloseste tona (1t = 10° kg).

Anexa 2 - Alfabetul grec

Litera Se citeste | Transliterarea Litera Se citesgte | Transliterarea
A o« aifa a N v niu n
B B beta b z csi X
T Y gama g.n o o omicron )
A |5 delta d I 7 pi b
E 13 epsilon e P p ro r
z zeta z p [l sigma $
H n eta ] T T tau t
<] ] teta th Y v ipsilon Y.
1 v iota i [ 0 i ph
K 3 kapa ok X X hi ch
A A lambda t ¥ v psi ps
M p miy m Q ) omega o
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Aritmetica, algebra
- egal

nu este egal cu
plus

minus

ori
impartit la
implica
echivalent cu
apartine

nu apartine
inclus T
striot)
> include
inclus sau egal cu
nu este inclus
reunit cu
intersectat cu
mulme vida
mulimea numerelor.naturale
mullimea numersior intregi
rmulimea numerelor ragionale
multimea numerelor reale
mukimea numerelar complexe:
{a, b} muliimea care contine

elementele a si b
(AB] segmentul determinat de
punclele A si B

[Ax  semidreapta cu originea
in punctul A

mai mic decat

mai rare decat

mai mic sau egal cu

mai mars sau egal cu

divide pe

nu divide pe

FLE R
~x

nmagy:

(incluziune

aronz®IC8N

CaeT WAV A

se divide cu
1 nu se divide cu

A

A doua metoda de schimbare
de variabil3 181, 198

Abscisa 224, 225, 239

Aditivitate 112

Adunare 101

Adunarea modulo n 106

Afix 20

Algoritmut lui Euclid 10

Amortizare a capitalului fix 76

Amortizare anuaté/ in cote
egale 77

Antisimetric 8

Anexa 3 - Notatii utilizate

& suma pentruidela 1la

ndin g,

produs pentru i de fa 1

(&l
landin g

& ala puterea n

Ja  radacina patrats din a
Uz radacing de ordinul 5 din a
al . nfactorial

C¥ combinari de n luate cite k

fa] modulul sau vatoarea
 absoluta afuia

log, logaritm in baza b

Ig Jogaritm in baza 10

In logaritm natural in baza &

e 2,718...

(a,)=A matrice cu elemen-
te au

[8,) = detA determinant al ma-
tricei patratice A

={mod m) congruent moduio m

Analizd

{a, b) interval deschis a<x< b

{a, b interval inchis a < x < b

w  infinit

n pi=3,14159...

- tinde la, converge la

fim  limita

= aproximativ sgal

If(x)dx integrala nedefinita.

Index de nofiuni

Anuitate 75

Apartine 6

Aplicafii liniare 112

Aranjament de n elemente
luate cate k 26

Argument al unei functii 114

Argument redus 21, 226

Aria bazei 213, 214

Aria discului 233

Avia elipsei 235

Aria laterala 212, 213, 214,
216, 218, 219, 220, 222

Aria sferei 222

[ 7xdx integraia defiria

1 negatie

A i (conjunctie}

v sau {disjunctie)

- dacd..., atunci (implicafie}
© dacd gi numal dacé (echi-
valenta)

exist3 (cuantificator exis-
tentjal)

exista §i este unic

pentru orice (cuantificator
universal)

w

< W

Geometrie

=  congruent cu

= nu este congruent cu
Il este paralet cu

nu este paralet cu

este perpendicular pe
riunghi
unghi

§° 5 grade

~ este asemenea cu
a aprm

a" asecund

AB arc AB

AB segmentorientatdela Ala 8
sin - sinus
©0s  cosinus
g tangentd
clg cotangents
arcsin inversa functiei sinus
sh  sinus hiperbalic

ch  cosinus hiperbolic

AP F o=

Aria suprafefelor de rotafie 202
Aria totald 212, 213, 214, 216,

218, 219, 220
Aria unui triunghl 231, 244, 254
Asimptotd a.unei hiperbole 237
Asimptote 164

~ oblice 165

~ orizontale 165

~ verticale 164
Automorfism 111
Axa absciselor 224
Axa de simetrie a parabolei 238
Axa ordonatelor 224
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Axa transversa 235
Axa a numerelor 224
Axé tonjugata 235

Axa de simetrie 119
Axe de coordonate 224
Axiomele inslului 104

Baza canonicd 109
Bazé 14, 108

Bazé ortonormaté 224
Baze ale prismei 212
Bijectie 117

Bita 222

Binomul! lui Newton 28

c

Cmmd.c.9
C.mmm.c. 10
Cadrane 224, 247
Calculul arlilor unor suprafefe
plane 200
Capital fix 76
Caracterizarea radacinilor
multiple ale polinoamelor
cu cosficienti reali 37
Cardinalul unei multimi &
Cel mal mare divizor comun 9
Cel mai mic multiplu comun 10
Centru de greutate 203, 227
Centru de omotetie 210
Centru de simetrie 119
Centrul cercului 232
Centrul rotatiei 209
Centrul sferei 222
Centnut simeftriel centrale 207
Centrul tetraedrutui 216
Cerc care trece prin origine 233
Cerc dircumseris unui titinghi 233
Cerc cu centrul in origine 232
Cere mare/mic 222
Cerc tangent axei Ox/ Oy 232, 233
Cerc tangent unei drepte 233
Cerc trigonometric 247
Cercul 232
Gilindrut circular drept 218
Clase de resturi 106
~ modulo n 106
Codomeniu al unei functii 114
Coeficient dominant 31, 121
Coeficient unghiular 166
Coeficienti 108, 124
~ binomiali 28
Coeficienti ecuatiei 40
Combinare de n elemente
tuate cate k 26
Combinatorics 25
Combinafie liniard 108
Complementara unei multimi in
raport cu o mulfime 7
Complementul algebric al
elementului &, 85
Compunerea functior 116

Comutativitatea 5

Concavitate 175

Concluzie 5

Conditia de cofiniaritate a trei
puncte 231

Conditia de coplanaritate a
patru pundle din spatiu 243

Conditia de paralelism a doua
drepte 245

Conditia de paralelism a doud
plane 243

Condilia de perpendicularitate
a doud drepte 245

Conditia de perpendicularitate
adou plane 243

Conditie initiat 62

Conice 232

Conjugatul unui numar
complex 20

Conjuncia 5

Continuitate Ja dreapta 163

Conlinuitate la stanga 163

‘Conul circular drept 219

Convexitate 175

Coordonate carteziene 225, 239

Coordonate polare 225, 239

Coardonate vectoriale 224, 239

Coordonatele vectorulul intr-o

_ bazd 109

Corp 106

Corp de rotatie 202

Corp sferic 222

Cosecantd 247

Cosinus hiperbolic 237

Cosinusurile directoare ale
unei drepte 245

Cost 77

Cost unitar 78

Cost variahil unitar 78

Cota 239

Cota liniard de amortizare 77

Credit 75

Creditare 75

Creditor 75

Criteriul ,clestelui” 139, 151

Criteriul comparatiei 138

Criteriu! raportului 139

Criteriul radacini {Cauchy) 141

Cubul 214

]

Debitor 75

Deiuctio 24

Derivata la dreapta 166

Detivata la sténga 166

Derivata unei functii intr-un
punct 166

Derivata de ordinul doi 170

Derivata de ordinul n 170

Derivate laterale 173

Descompunere cananics 8

Determinant {minor)
caracteristic 97

Determinant (minor) principal
al sistemului 97
Determinantut matricei 88
Determinantul sistemului 97
Dezvoltarea determinantului 88
Diagonala principala/secundard
(a unei matrice) 83
Diagonala 213, 214
Diagrama Venn-Euler 6
Diametru 222
Diferenta multimilor 7
Dimensiung 111
Directie a dreplel 204
Directie 2 segmentului 204
Discutarea naturii radacinilor
ecualiilor de gradul 2 43
Disjunctia 5
Distanta de fa un punct la o
dreapta 232, 246
Distanfa de (a un punct la un
plan 243
Distanta dintre doud puncte 226
Distanta focala 235
Distributivitatea 5, 102

" - Diviziune 191

Diviziune echidistants 192

Divizor ai lui zero 104

Dobanda 74

Dobanda compusa 74

Dobanda simpla 74

Domeniu de integritate 104

Domeniul de definitie al unei
functii 114

Domeniul de existent (a unei
ecualii) 40

Domeniul de existents (a unei
inecuatii) 66

Domeniut maxim de definifie al
unei funcfii 116

Dreapta determinata de doud
puncte distincte 228

Dreapta in plan 227

Dreapta in spatiu 244

Dreapta luj Euler 211

Dreapta suport a segmentuiui 204

Dreapta directoare 235, 237, 238

Dreapta oblica 227, 228

Dreapt orizontala 227, 228

Dreapta verticala 227, 228

Drepte concurente in plan 229

Drepte identice 229

Drepte paralele 229

Drepte perpendicutare 229

Duratd de amortizare 76

Echivalenta §

Ecuatia celei de-a doua
bisectoare (a planului) 227

Ecuatia cerculu 232

Ecuaia elipsei 235

Ecuatia hiperbolei 237

Ecuatia parabolei 238
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Ecuatia planului 241
Ecuafia primei bisectoare (a
planului) 227
Ecuatie 40
- algebric 40
~ binoma 50
~ bipétrata 44
~ bipétrata de forma
redusé {degeneratd) 44
~ caracteristicd 147
~ caracteristic asociats 63
~de gradul 1 (liniara) cu o
necunoscitd 40
~ de gradui 1 cu n necu-
noscute 41
~ diferentiali de ordinul doi 63
~ difereniala de ordinul intai 62
~ diferentiala liniars 62
~ exponentials 54
~ irafionala 52
~ logaritmica 55
- rationata 51
~ reciproca 49
~ trigonometrica' 56
~ trinom4 51
Ecuatii {dreapta in spatiu) 244
Ecuafli cu variabile separabile 63
Ecuatii de gradul 2 cu 0
necunoscuts 42
Ecuali diferentiale 62
Ecuatii diofantice de gradut
cu doud necunoscute 41
Ecuatii echivalente 40
Ecuatii matriceale 61
Ecuatii parametrice de gradul 1
©u 0 necunoscuta 42
Ecuati principale 97
Ecuafjii secundare 97
Ecuatii transcendente 54
Egalitatea mumerelor complexe 21
Element neutru 101
Element nut 101
Element simetric 102
Element simetrizabil 102
Etement unitate 101
Elipsa 235
Endomorfism 111
Excentricitate 237
Exponent 14
Extreme ale functiei (f) 118
Extremitatea unui vector 204

F

Focarffocare 235, 237, 238

Forma algebrica a unui numar
‘complex 20

Forma canonica (a unui
polinom) 31

Forma trigonometricd a unui
numar complex 21

Fomne ale ecuatiei unei drepte 230

Formula combinarilor
complementare 27

Formula de medie (Cauchy) 197
Formula de schimbare a
variabilei 180
Formula Leibniz-Newion 194
Formula lui Heron 254
Formula lui Leibniz 170
Formula lui Moivre 23
Formula radicalitor suprapugi 16
Formula schimbaril de baza 127
Formute de calout prescurtat 24
Formule de recurenta 189
Forrnule trigonometrica 254
Formulele luj Cardan 47
Formulele lui Viéte 37, 48
Fracfie zecimatad neperiodica 11
Fractie zecimala periodica 11
Functia arccosinus 131
Funciia arccotangents 134
Functia arcsinus 130

- Functia arctangenta 133

Functia constanta 121

Functla cosinus 130, 249

Functia cotangenta 133, 249

Funcfia de gradut 1 (liniara) 121

Functia de gradul doi 122

Funclia de trecere de la axa rea-
13 ta cercul tigonometric 247

Functia exponentials 126

Functia (ui Dirichlet 193

Functia modul 128

Functia parte fractionard 128

Functia parte intreagd 128

Functia polinomiata de grad
2ero0 121

Functia putere cu exponent
intreg negativ 124

Functia putere cu exponent
natural 124

Funefia radical de ordin impar 125°

Functia radical de ordin par 125

Funcfia sinus 129, 249

Funcfia tangenta 132, 249

Functie atagata urei ecuatii 40

Funclie caracteristica 8

Functie complexa 114

Functie concava 119

Functie continua 163

Functie convexa 119

Functie de o variabila comple-
x& 114

Functie de variabita real 114

Furictie derivabils 166

Functie impara 119

Functie infinit derivabits 170

Functie integrabils Riemann 193

Funciie marginita inferior 118

Funcfie marginit superior 118

Funclie nemarginits 118

Functie numerica 114

Funcfie para 119

Functie periodics 119

Functie polinomiala 32

Functie polinorials de grad n 121

Functie real 114
Funcfii (strict) crescatoare 117
Functii (strict) descrescatoare 118
Funcii bijective 117

Funcii egale 114

Funcii injective 117

Functii inversabile 117

Functii monotone 117

Funcfil surjective 117

Funcfii trigonometrice 250

G

Generatoare 219
Grad al polinomului 31

Gradul une functi polinormisle 121
Grup 103

Grup comutativ (abefian) 103
Grupul Klein 209

Grupul simetric de grad n 103
Grupul translatiilor din plan 206

H

Hiperbola 237
Hiperbold echilatera 237

(dempotenta 5

Imaginea reciproc a unet
multimi printr-o functie 115

Imaginea unef functii 114

Imaginea unui numér complex 20

Imaginea unui punct printr-o
functie 114

Implicatia

include 6

Inclusd &

Inductie incompleta 24

Inecuatie de gradul 1 cu o
necunoscuta 66

Inecuatie de gradul 2 cu o
necunoscuta 66

Inecuatie irationala 70

Inecuatie rafional3 (atasats
unei fractii rafionale) 69

Inecuatii echivalente 66

Inecuatii exponentiaie 70

fnecualii fogaritmice 71

Inecuatii rationale 68

Inegalitatea Bermoulli 19

Inegalitatea Cauchy-—
Buniakowski-Schwarz 19

Inegalitatea Cebagev 19

Inegalitatea Holder 19

Inegalitatea Minkowski 19

Inegaiitatile mediilor 18

Inel 104
~ integru 104

Inele de functii 107

Inele de polinoame 39

Inelut claselor de resturi
modulo n 106

Inelul intregilor lui Gauss 105

Inelul matricelor pétratice 107
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Inelul polincamelor 105
Inelul polinbamelar cu o
nedeterminata 107
Integrala asociata 180
integrala definits 193
Integrala nedefinita 178
Integrarea prin pérfi 179, 197
Intersectia mulfimitor 7
Intervaj 12
Intervale de monotonie 174
Introducerea factorilor sub
radical 15
Invers 12, 22, 101
Inversa unei functii 117
InVersa unei matrice 85
Inveisiune a unei permutari 82
izomorfism de grupuri 111
1zomarfism.de inele 112
Ilzomorfism de monoizi 111
Tnmuigire 101
Tnmulfirea moduia n 106

L

Lege de asociere explicits
{sintetica) 115

Lege de asociere implicita
(analitica) 115

Lege de compozitie externa 108

Lege de compozitie intermn3
101, 108

Lege de corespondentd 114

Lema substitutisi 109

Limita 137, 149

Limité la dreapta 150

Limita fa stanga 148

Limite. de functii compuse 152

Limite de integrare 193

Limite de siruri 199

Limite frecvent utilizate 143

Limite taterale 149

Logaritm natural 126

Logaritm zecimal 126

Logaritmul unui humér intr-o
bazd 126

Lungimea graficului unei functi 202

Lungimea unui vector 204

Matrice antisimetrica 85

Matrice coloand 83

Matrice diagonata 83

Matrice echivalente 86

Matrice linie 83

Matrice nesingulara 85

Matrice nul3 83

Matrice numerica cu m linii §i
coloane 82

Makice numerica de tipul (m,n) 82

Matrice ortogonala 85

Matrice patratica (patrata) de
ordinul n 83

Matrice simetrica 85 -

Matrice singulars 85

Matrice unitate de ordin 2 83
Matricea adjuncta 86
Matricea coeficientilor
sistemului 97
Matricea necunoscutelor
sistemului 97
Matricea unui sistem 97
Mdsura in radiani a unui unghi
la centry 247
Metoda coeficientitor
nedeterminai 191
Metoda grafica 59, 91
Metada identificarii
coeficientilor 33
Metoda inductiei matemalice 24
Metoda jui Gauss 100
Metoda matriceal 99
Metoda reducerii 90
Metoda reduceril ta absurd 5
Metoda substitutiei 91, 100
Mijlocul unui segment 224, 226
Minor de ordinul k 85
Modul 12
Modulul unui vector 204, 225
Monoaid 102
Morfism de grupuri 111
Morfism de inele 111
Morfism de monoizi 111
Muchie 212
Muchii 214
~ laterale {ale prismei) 212
Multime &
~ ordonati 26
~vida 6
Multimea numerslor complexe 20
Muftimea numerelor irationale 11
Multimea numerelor intregi &
Multimea numerelor naturale 8
Mulfimea numerelor rafionale 11
Multimea numerelor reale 11
Muitimea partilor
Mulfimi disjuncte 7

Necunoscute principale 97
Necunoscute secundare 97
Nedeterminata 31

Negatia &

Norma diviziunii 192
Norma unui vector 204, 225
Notatie aditiva 101

Notatie multiplicativd 101
Numér compus 8

Numér neprim 8

. Numée prim 8

Numér pur imaginar 20
Numarul e 139
Numaru lui Euler 126 °
Numere irationale 11

[
Omogenitate 112

Omotetie de centru gi raport
date 210

Operator logici 5

Operalie algebricé intema 101

Operatie asociativé 101

Operalie comutativa 101

Operatie de logaritmare 127

Qperali cu functii 116

Operatii cu matrice 83

Operatii cu numere complexe 22

Operafi cu girur care au imits 141

Opus 12, 22, 101

Ordinut ecuatiei diferentiale 62

Ordinul elementului 103

Ordonata 225, 239

Originea reperului 224

Qriginea vectorului 204

P

Panta tangentei ia graficul
functiel 7intr-un punct 166
Panta unei drepte 228
Parabola 238
Paralefipiped dreptunghic 213
Parametrul parabalei 238
Paritate 248
Parte fractionara 17
Parte intreagd 17
Parte stabil3 (inchis&) 101
Perioada principala 119
Periodicitate 248
Permutare (substitutie) de
ordin n 80
Permutare 26
~ identica 80
~ impard 82
~ para 82
Piramida 214
Piramida hexagonala 215
Piramida patrulaters 215
Piramida regulata 214
Piramida triunghiulara 215
Planul complex 20
Polinoame cu coeficienti
complecsi 31
Painoame cu coeficien intregi 37
Polinoame cu cosficienti
rationali 37
Polinoame cu coeficienti reali 36
Polinoame cu o nedeterminata 31
Polinom atagat unei ecuatii 40
Polinom constant nenul 31
Palinom identic nut 31
Pozitia retativa a unel drepte
fata de un plan 245
Poziti ale parabolel in plan 238
Preimaginea unei multimi
printr-o functie 115
Prelungirea unei functii fa o
multime 114
Prima metoda de schimbare
de variabits 180, 197
Primitiva 178
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Primitivele functilor cu radicali 184

Primitivele functiilor rafionale 182

Primitivele functiilor trigonome-
trice 187

Prioritatea operatiilor 17

Prisma 212

Prisma hexagonala/patrulaterd/

regulata/triunghiutara 212 -

Probabilitate 3¢

Produs {compunere) a
permutailor 80

Produs 101

Produs cartezian 7

Produs scalar 225

Profit 78

Progresie aritmetica 29, 147

Progresie geometrica 30, 147

Propozitie 5

Propristatea de substtutie 13

Proprietatea Jui Darboux 164

Punct de acumulare 149

Punct de inflexiune 120, 167, 175

Punct de Intoarcere 166

Punct de maxim/minim ocal) 118

Punct izolat 149

Punct omotetic 210

Punct unghiular 167

Puncte de discontinuitate 163

Puncte de extrem 118
~local 174,175

Puncte simetrice in raport cu o
dreapta 208

Puncte simetrice in raport cu
un punct 207

Punctul care imparte un seg-
ment int-un raport dat 226

Puterea a -a a unui numar
complex 23

Puterile unel matrice péftratice 84

R

Radicali 15

Rambursare 75 )

Rangul unei matrice 86

Rapoarte trigonometrice 247

Raport de omotetie 210

Rata dobanzil 74

Rata profitului 78

Ralie 29, 30

Rafionalizarea numitorilor 17

Raza 222

Raza vectoare 247

Raze focale 235

Radécind a unei ecuatii 40

Réd4cind a unei funchii 114

Radacing a unui polinom 32

Radécing multipla de ordin p 35

Radacina patrata 15

Radécini de ordinul 1 dintr-un
numér complex 23

Recurents liniardl de orcdinul doi 147

Recurents liniara de ordinul
ntai 147

Reflexiva (relatie) 6

Regula [ui Cramer 98, 99

Regula lui Sarrus 88

Regula paralelogramulul 205, 206

Regula semnelor (la inmultire) 14

Regula triunghiului 205

Reguli de dedublare 233

Reguli pentru adunare 13

Reguli pentru inmuitire 14

Regulke I IHospital-Bemoulli 174

Reiatie de echivalen(d 13

Relatie de.ordine 6

Relatie de recurenta de ordin k135

Relafil importante ntr-un
triuhghi 254

Relatii intre radacini i
coeficienti 37, 38, 48

Relatiile lui De Morgan 5

Relatiile fui Viete 42

Reper 224

Reper cartezian in plan 224

Reper cartezian in spatiu 239

Reprezentare grafica a unei
functii numerice 115

Restrangersa oxpresillor care
contin logaritmi 127

Restricia unei funcfii la o
multime' 114

Restul modulo n 106

Reuniunea mulfimilor 6

Rezolvanta ecuafiei bipatrate 44

Rezolvarea ecuatiei de gradul 2 42

Rezolvarea problemelor cu
ajutorul ecuailor 41

Rotafie de centru s unghi date 209

s

Scadents 75

Scalar 108

Schema Iui Homer 34

Scoaterea factorilor de sub
radical 15

Secanta 247

Segment orientat 204

‘Semiaxa mare a elipsel 235

Semiaxa mica a elipsei 235

Semnul unei functii 164

Sens trigonometric 247

Separarea radacinilor unei
ecuatii 59

Sfera 222

Signatura {semnul) unei
permutari 82

Simefricele unui punct fata de
axele de coordonate 227

Simstricul unui punct fata de
un punet dat 227

Simetrie axiala de axa data 208

Simetrie centrald de centru dat 207

Sinus hiperbalic 237

Sistem compatibil determinat 90

Sistem compatibil nedetermi-
nat 97

Sistem de generatori 108
Sistem de puncte intermediare 192
Sistem incompatibil 90
Sistem omogen 97
Sistem simetric 97
Sisteme de doud ecuatii de gradul
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